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Òåîðåìà  Ìèíêîâñêîãî
î  ìíîãîãðàííèêàõ

Í.ÄÎËÁÈËÈÍ

Ò
ÅÎÐÅÌÀ,  Î  ÊÎÒÎÐÎÉ  ÏÎÉÄÅÒ  ÐÅ×Ü  Â  ÝÒÎÉ
ñòàòüå, íàðÿäó ñî çíàìåíèòûìè òåîðåìàìè Ýéëå-
ðà, Êîøè, Àëåêñàíäðîâà,1  ïðèíàäëåæèò ê ÷èñëó

íàèáîëåå óäèâèòåëüíûõ è ãëóáîêèõ ðåçóëüòàòîâ î
ìíîãîãðàííèêàõ. Ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â 1897
ãîäó âûäàþùèìñÿ íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì Ãåðìàíîì
Ìèíêîâñêèì (1864–1909).

Âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè è èõ «åæè»

Íåäàâíî íà îäíîé ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî
ìíîãîãðàííèêàì ÿ ñòàë (íå âïåðâûå) ñâèäåòåëåì êóðü-
åçíîãî íåäîðàçóìåíèÿ, âîçíèêøåãî ìåæäó ëåêòîðîì è
îäíèì èç ñëóøàòåëåé ëèøü èç-çà òîãî, ÷òî îäèí èç íèõ
ïîä ìíîãîãðàííèêîì ïîíèìàë òåëî, à äðóãîé – ãðàíèöó
ýòîãî òåëà. Ðàçóìååòñÿ, íåäîðàçóìåíèå èñ÷åçëî, êàê
òîëüêî âûñòóïàâøèé ñäåëàë íåîáõîäèìîå óòî÷íåíèå.
Ïîýòîìó ñðàçó äîãîâîðèìñÿ, ÷òî â äàííîé ñòàòüå ìû
áóäåì ïîíèìàòü ïîä ìíîãîãðàííèêîì òåëî.

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå äàíû íåñêîëüêî ïëîñêîñòåé
…

1 2
, ,H H  Êàæäàÿ èç íèõ ðàçáèâàåò ïðîñòðàíñòâî íà

äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà,
êîòîðûå îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç +

iH  è -

iH . (Ïðè
ýòîì ìû ïîëàãàåì, ÷òî
ñàìà ïëîñêîñòü iH  âõî-
äèò â îáà ïîëóïðîñò-
ðàíñòâà +

iH  è -

iH , äðó-
ãèìè ñëîâàìè, ïîëóïðî-
ñòðàíñòâà ðàññìàòðèâà-
þòñÿ êàê çàìêíóòûå.)
Ïîä âûïóêëûì ìíîãî-
ãðàííèêîì ìû áóäåì
ïîíèìàòü ïðîñòðàí-

ñòâåííîå òåëî, ÿâëÿþùååñÿ ïåðåñå÷åíèåì 2 êîíå÷íîãî
÷èñëà ïîëóïðîñòðàíñòâ, íàïðèìåð +

∩i iH  (ðèñ.1).
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîíå÷íûå ìíîãî-

ãðàííèêè. Ìíîãîãðàííèê êîíå÷íûé, åñëè îí ñîäåð-

æèòñÿ â êàêîì-íèáóäü øàðå. Íàïðèìåð, ìíîãîãðàííûé
óãîë – ýòî ïðèìåð áåñêîíå÷íîãî ìíîãîãðàííèêà. Â òî
æå âðåìÿ ïëîñêîñòü, ïåðåñåêàþùàÿ âñå ðåáðà óãëà,
îòðåçàåò ïèðàìèäó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîãî-
ãðàííèêîì.

Ââåäåì âàæíîå ïîíÿòèå îïîðíîé ïëîñêîñòè. Ïëîñ-
êîñòü, èìåþùàÿ ñ äàííûì ìíîãîãðàííèêîì îáùèå òî÷-
êè, íî îñòàâëÿþùàÿ ìíîãîãðàííèê ïî îäíó îò ñåáÿ
ñòîðîíó, íàçûâàåòñÿ îïîðíîé. Òàê êàê ìíîãîãðàííèê
âûïóêëûé, êàæäàÿ
îïîðíàÿ ïëîñêîñòü
ñîäåðæèò
•  ëèáî åäèíñòâåííóþ
òî÷êó ìíîãîãðàííèêà
– âåðøèíó (íà ðèñóí-
êå 2: 

1
A HŒ ),

•  ëèáî öåëûé îòðåçîê
ìíîãîãðàííèêà – åãî
ðåáðî (íà ðèñóíêå 2:

[ ]…2
H AC ),
•  ëèáî öåëûé ìíîãîóãîëüíèê, íàçûâàåìûé ãðàíüþ (íà
ðèñóíêå 2: Δ…

3
H ABC ).

Îïîðíàÿ ïëîñêîñòü – ýòî àíàëîã êàñàòåëüíîé ïëîñêî-
ñòè. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ñôåðû
ìîæíî ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü, ïðè÷åì åäèí-
ñòâåííóþ. Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ
òî÷êó íà ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííèêà ìîæíî ïðîâåñòè
îïîðíóþ ïëîñêîñòü, íî íå âñåãäà åäèíñòâåííóþ. Òàê,
÷åðåç âåðøèíó èëè ÷åðåç òî÷êó ðåáðà ìíîãîãðàííèêà
ìîæíî ïðîâåñòè áåñêîíå÷íî ìíîãî îïîðíûõ ïëîñêî-
ñòåé. Íî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî êàê áû íè áûëà ðàñïîëî-
æåíà â ïðîñòðàíñòâå ïëîñêîñòü, äëÿ äàííîãî âûïóêëîãî
ìíîãîãðàííèêà èìåþòñÿ äâå è òîëüêî äâå îïîðíûå
ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíûå äàííîé. Ìíîãîãðàííèê ëå-
æèò â ñëîå ìåæäó íèìè.

Ðàññìîòðèì ãðàíü iF  ìíîãîãðàííèêà è âîçüìåì âåê-

òîð 
��

iF , êîòîðûé ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòè ãðàíè è

íàïðàâëåí îò ìíîãîãðàííèêà âî âíåøíþþ ÷àñòü ïðî-
ñòðàíñòâà. Êðîìå ýòîãî ïîòðåáóåì, ÷òîáû äëèíà ýòîãî
âåêòîðà áûëà ðàâíà ïëîùàäè ãðàíè iF . (Ðåæóùàÿ
ñëóõ ôðàçà «äëèíà ðàâíà ïëîùàäè» îçíà÷àåò, ÷òî
ïðè âûáðàííîé åäèíèöå èçìåðåíèÿ äëèíû ÷èñëåííîå
çíà÷åíèå äëèíû âåêòîðà ðàâíî ÷èñëåííîìó çíà÷åíèþ

ïëîùàäè ãðàíè.) Íàçîâåì ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ 
��

iF ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíÿì ìíîãîãðàííèêà, åæîì ìíî-
ãîãðàííèêà (ðèñ.3). Ñâîéñòâà åæà ìíîãîãðàííèêà îïè-

1 Òåîðåìàì Ýéëåðà, Êîøè, Àëåêñàíäðîâà áûëà ïîñâÿùåíà
ñòàòüÿ «Òðè òåîðåìû î âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêàõ» («Êâàíò»
¹ 5, 6 çà 2001 ã.).

2 Ïåðåñå÷åíèå íåñêîëüêèõ ìíîæåñòâ ñîñòîèò èç òî÷åê,
ïðèíàäëåæàùèõ âñåì äàííûì ìíîæåñòâàì. Ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî ýòî ïåðåñå÷åíèå íåïóñòî, ò.å. ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó
òî÷êó. Áîëåå òîãî, â óêàçàííîå ïåðåñå÷åíèå äîëæíà âõîäèòü
íå òîëüêî òî÷êà, íî è õîòÿ áû íåáîëüøîé øàðèê âîêðóã íåå.
Èíà÷å ïåðåñå÷åíèå áûëî áû íå ïðîñòðàíñòâåííûì òåëîì, à
ìíîãîóãîëüíèêîì, îòðåçêîì èëè òî÷êîé.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

È
ë
ë
þ

ñò
ð
à
ö
è
ÿ
 Â

.Â
ë
à
ñî

â
à
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ñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåé
òåîðåìå.

Òåîðåìà 1. Äëÿ âû-
ïóêëîãî êîíå÷íîãî ìíî-
ãîãðàííèêà

1) âåêòîðû åãî åæà
íå ëåæàò â îäíîé ïëîñ-
êîñòè;

2) ñóììà âñåõ âåê-
òîðîâ åæà åñòü íóëå-
âîé âåêòîð.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
âñå âåêòîðû åæà ëåæàò

â îäíîé, ñêàæåì ãîðèçîíòàëüíîé, ïëîñêîñòè. Òîãäà âñå
ãðàíè áûëè áû âåðòèêàëüíû è îãðàíè÷èâàëè áåñêîíå÷-
íóþ, íå èìåþùóþ íè íèæíåãî, íè âåðõíåãî îñíîâàíèé

ïðèçìó. À ýòî ïðîòèâî-
ðå÷èëî áû ïðåäïîëîæå-
íèþ îá îãðàíè÷åííîñòè
ìíîãîãðàííèêà.

Äîêàæåì òåïåðü âòî-
ðîå, íå ñòîëü î÷åâèä-
íîå, ñâîéñòâî. Âîçüìåì
âíóòðè ìíîãîãðàííèêà
òî÷êó Î è ðàçîáüåì ìíî-
ãîãðàííèê íà ïèðàìè-
äû ñ îáùåé âåðøèíîé
Î, îñíîâàíèÿìè êîòî-
ðûõ ÿâëÿþòñÿ ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ih  âûñîòó ïèðàìèäû,
îñíîâàíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ i-ÿ ãðàíü iF  ìíîãîãðàí-
íèêà ïëîùàäè is  (ðèñ.4). Òîãäà îáúåì ìíîãîãðàííèêà
ñêëàäûâàåòñÿ èç îáúåìîâ ýòèõ ïèðàìèä:

( ) = Â
1

3
i i

i

V P s h .

Âûáåðåì íàðÿäó ñ òî÷êîé Î âíóòðè ìíîãîãðàííèêà
äðóãóþ òî÷êó ¢O  è ðàçîáüåì ìíîãîãðàííèê íà ïèðàìè-
äû ñ íîâîé îáùåé âåðøèíîé ¢O  è âûñîòàìè, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ðàâíûìè ¢ih . Âûðàçèì îáúåì òîãî æå ìíîãî-
ãðàííèêà êàê ñóììó îáúåìîâ íîâûõ ïèðàìèä ñî «ñòàðû-
ìè» îñíîâàíèÿìè è «íîâûìè» âûñîòàìè:

( ) = ¢Â
1

3
i i

i

V P s h .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 
�
a  âåê-

òîð O O
-Æ

¢  è ÷åðåç αi  –

óãîë ìåæäó âåêòîðîì 
�
a  è

âåêòîðîì 
Æ

iF , êîòîðûé, íà-

ïîìíèì, ïåðïåíäèêóëÿðåí

ãðàíè iF  è íàïðàâëåí «îò»
ìíîãîãðàííèêà (ðèñ.5).
Òîãäà óòðîåííàÿ ðàçíîñòü
ìåæäó îáúåìàìè íîâîé è
ñòàðîé ïèðàìèä ñ îäíèì

è òåì æå îñíîâàíèåì iF

ðàâíà

( )
Æ

- = ◊ - =¢ ¢| |i i i i i i is h s h F h h α
Æ Æ Æ

◊ ◊ =¢
�

| | cosi i iF OO F a .

Çäåñü ÷åðåç 
Æ �

iF a  îáîçíà÷åíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðîâ. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-

íèå äèñòðèáóòèâíî: ( )b c a ba ca+ = +
� �� � �� �

. Ýòî ñâîéñòâî

ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
ðàâíî ñóììå ïðîèçâåäåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäè-
íàò â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïîýòîìó èç
ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò

( )= - = - =¢ ¢Â Â Â0 i i i i i i i
i i i

s h s h s h h

= ( )
Æ ÆÊ ˆ

= Á ˜Ë ¯
Â Â

� �

i i
i i

F a F a .

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñîîòíîøåíèå

ÆÊ ˆ
=Á ˜Ë ¯

Â
�

0i
i

F a

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà 
�
a , íà÷à-

ëîì Î è êîíöîì ¢O  êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûå
òî÷êè âíóòðè ìíîãîãðàííèêà. Â ÷àñòíîñòè, â êà÷åñòâå
âåêòîðà 

�
a  ìîæíî âçÿòü òðè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿð-

íûõ âåêòîðà 
�

1
,a  

�

2
a  è 

�

3
a . Òîãäà äëÿ êàæäîãî èç íèõ

0i j
i

F a
�ÆÊ ˆ

=Á ˜Ë ¯
Â , ãäå j = 1,2,3. Íî ýòî âîçìîæíî â òðåõìåð-

íîì ïðîñòðàíñòâå ëèøü êîãäà 0i
i

F
Æ

=Â . Ñâîéñòâî 2 äëÿ

åæà âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà äîêàçàíî.
Ñâîéñòâî 2 èìååò ëþáîïûòíóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåð-

ïðåòàöèþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàíèöà ìíîãîãðàííèêà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé æåñòêèé ìåòàëëè÷åñêèé êîðïóñ,
âíóòðü êîòîðîãî çàêà÷àí ãàç. Ñèëà äàâëåíèÿ ãàçà íà
ãðàíü iF  ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè ãðàíè, íàïðàâëå-
íà âî âíåøíþþ ñòîðîíó è ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîùàäè
ãðàíè. Åñëè áû ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà äàâëåíèÿ áûëà
íåíóëåâîé, òî ìíîãîãðàííèê, ïðèêðåïëåííûé ê ïîä-
âèæíîé òåëåæêå, ìîã áû ïåðåìåùàòü òåëåæêó  òîëüêî
çà ñ÷åò ñèë âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ. Îäíàêî, óâû...
ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà ðàâíà íóëþ, è òàêîå ïåðåìåùå-
íèå íåâîçìîæíî.

Î÷åâèäíî, ÷òî òåîðåìó 1 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü
è ëåãêî äîêàçàòü äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå òåîðåìó 1 äëÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ ïî-
ñðåäñòâîì  «ïðàâèëà  ìíîãîóãîëüíèêà»  äëÿ  ñóììû  âåêòîðîâ.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ñâîéñòâà 1 è 2 âûïîëíÿþòñÿ è
äëÿ åæåé íåâûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Îäíàêî äëÿ
òåîðåìû Ìèíêîâñêîãî, ñôîðìóëèðîâàííîé â ñëåäóþ-
ùåì ïàðàãðàôå, óñëîâèå âûïóêëîñòè ìíîãîãðàííèêà
ñóùåñòâåííî.

Òåîðåìà Ìèíêîâñêîãî

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ â òðåõìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå ñ íóëåâîé ñóììîé. ßâëÿåòñÿ ëè îíà
åæîì êàêîãî-íèáóäü ìíîãîãðàííèêà? Óäèâèòåëüíàÿ
òåîðåìà Ìèíêîâñêîãî óòâåðæäàåò, ÷òî äà, ÿâëÿåòñÿ.

Òåîðåìà 2 (Ã.Ìèíêîâñêèé). Ïóñòü 
Æ

{ }iF  – ìíîæå-
ñòâî âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå, îòëîæåííûõ îò îä-
íîé òî÷êè, òàêîå, ÷òî
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1) îíî íå ëåæèò â îäíîé ïëîñêîñòè;

2) 0i
i

F
Æ

=Â .

Òîãäà ñóùåñòâóåò âûïóêëûé îãðàíè÷åííûé ìíîãî-
ãðàííèê Ð, åæ êîòîðîãî åñòü ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

Æ

{ }iF . Áîëåå òîãî, ìíîãîãðàííèê Ð îïðåäåëåí îäíîçíà÷-

íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà.
Äëÿ åäèíñòâåííîñòè ìíîãîãðàííèêà óñëîâèå âûïóê-

ëîñòè ñóùåñòâåííî. Íà ðèñóíêå 6 ïðèâåäåíû äâà ðàç-
íûõ ìíîãîãðàííèêà, îäèí èç íèõ íåâûïóêëûé, ñ îäè-
íàêîâûìè åæàìè. Èçâåñòíû äâà äîêàçàòåëüñòâà òîãî,

÷òî ñóùåñòâóåò ìíîãîãðàííèê Ð. Äîêàçàòåëüñòâî, äàí-
íîå Ìèíêîâñêèì, îïèðàåòñÿ íà èçâåñòíûé èç ìàòåìà-
òè÷åñêîãî àíàëèçà ïðèíöèï ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.
Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî áûëî äàíî âûäàþùèìñÿ ðîñ-
ñèéñêèì ãåîìåòðîì À.Ä.Àëåêñàíäðîâûì (1912–1999).
Èì áûë ñîçäàí îáùèé ìåòîä, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî
ìîæíî óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå ìíîãîãðàííèêîâ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ òåì èëè èíûì óñëîâèÿì. Ìû íå
ïðèâîäèì ýòè äîêàçàòåëüñòâà, òàê îíè îáà âåñüìà íå
ýëåìåíòàðíû.

Òåîðåìà Ìèíêîâñêîãî (òî÷íåå, åå àíàëîã) âåðíà
äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ ëþáîé ðàçìåðíîñòè Äëÿ ñëó÷àÿ
ïëîñêèõ  ìíîãîóãîëüíèêîâ  îíà  äîêàçûâàåòñÿ íå-
ñëîæíî.

Ïóñòü 
Æ Æ Æ

…
1 2
, , , kF F F  – ìíîæåñòâî âåêòîðîâ íà ïëîñêî-

ñòè, îòëîæåííûõ îò îäíîé òî÷êè, òàêèõ, ÷òî îíè íå
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è èõ ñóììà ðàâíà íóëþ. Ñåé÷àñ
ìû îáúÿñíèì, ïî÷åìó ñóùåñòâóåò ìíîãîóãîëüíèê, äëÿ
êîòîðîãî ýòè âåêòîðû ïåðïåíäèêóëÿðíû ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì ñòîðîíàì, ïî äëèíå ðàâíû ýòèì ñòîðîíàì è
íàïðàâëåíû èçíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà âîâíå.

Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
âåêòîðû óæå çàíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå èõ îáõîäà ïî

÷àñîâîé ñòðåëêå òàê, ÷òî ìåæäó âåêòîðàìè 
Æ

iF  è 
Æ

+1iF

íåò äðóãèõ âåêòîðîâ. Îòëîæèì òåïåðü îò êîíöà 
1

A

âåêòîðà 
Æ

1
F  âåêòîð, ðàâíûé âåêòîðó 

Æ

2
F . Îò êîíöà 

2
A

âåêòîðà 
Æ

2F  îòëîæèì âåêòîð, ðàâíûé 
Æ

3
F , è ò.ä. Ñîãëàñ-

íî ïðàâèëó ìíîãîóãîëüíèêà äëÿ ñóììû íåñêîëüêèõ

âåêòîðîâ, èìååì: 
Æ Æ Æ

= +
2 1 2

OA F F , 
Æ Æ Æ

= + +…
1i iOA F F ,

Æ Æ Æ

= + +…
1k kOA F F . Òàê êàê 0i

i

F
Æ

=Â , òî =kA O , ò.å.

ëîìàíàÿ …
1 kOA A  çàìûêàåòñÿ â k-óãîëüíèê Ð (ðèñ.7).

Ìíîãîóãîëüíèê Ð âûïóêëûé (ìû ïîêàæåì ýòî ÷óòü

ïîçæå). Âåêòîðû 1i iA A-

Æ-

, i = 1, 2,..., ðàñïîëîæåííûå íà

ñòîðîíàõ ìíîãîóãîëüíèêà Ð, ðàâíû âåêòîðàì 
Æ

iF . Åñëè
ìíîãîóãîëüíèê ïîâåðíóòü íà 90°, òî ïîëó÷èì íîâûé

ìíîãîóãîëüíèê, äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî 
Æ

{ }iF  ÿâëÿåòñÿ

åæîì.
Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãîóãîëüíèê Ð, ïîëó÷àþùèéñÿ

ïðè âûáîðå íóìåðàöèè âåêòîðîâ 
Æ Æ

…
1 2
, ,F F  â ïîðÿäêå îáõîäà,

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì âûïóêëûì ìíîãîóãîëüíèêîì ñ äàí-
íûì åæîì.

Öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûå ìíîãîãðàííèêè

Òåîðåìà Ìèíêîâñêîãî ÷ðåçâû÷àéíî ïðîäóêòèâíà.
Äîêàæåì ñ åå ïîìîùüþ íåñêîëüêî èíòåðåñíûõ òåîðåì.

Âñïîìíèì, ÷òî ñèììåòðèåé Oτ  ïðîñòðàíñòâà îòíîñè-
òåëüíî òî÷êè Î íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè êîòî-
ðîì ëþáàÿ òî÷êà õ ïåðåõîäèò â òî÷êó ¢x  òàêóþ, ÷òî Î

ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà [ ];x x ¢ . Îáùåèçâåñòíî, ÷òî
ïðè ñèììåòðèè ñîõðàíÿåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè òî÷êàìè, ò.å. ñèììåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ äâèæå-
íèåì. Íàì ïîíàäîáèòñÿ íåêîòîðîå ïðåäëîæåíèå, äîêà-
çàòü êîòîðîå ïðåäëàãàåòñÿ â êà÷åñòâå çàäà÷è.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå
äâóõ ñèììåòðèé 1Oτ  è 

2O
τ  (èëè, êàê ãîâîðÿò, êîìïîçèöèÿ

1 2O Oτ τ� ) ÿâëÿåòñÿ ïåðåíîñîì íà âåêòîð 
Æ

◊ 1 2
2 O O .

Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, îòëîæåííûõ îò òî÷êè Î, öåíò-

ðàëüíî-ñèììåòðè÷íî, åñëè íàðÿäó ñ âåêòîðîì OX
Æ-

 â

íåãî âõîäèò ïðîòèâîïîëîæíûé âåêòîð OX
Æ-

¢ . ßñíî, ÷òî

åñëè ìíîãîãðàííèê Ð öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé, ò.å.
ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîé ñèììåòðèè,
òî åãî åæ òàêæå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé. Íàïðèìåð,
ó ïàðàëëåëåïèïåäà åæ ñîñòîèò èç òðåõ ïàð âçàèìíî
ïðîòèâîïîëîæíûõ âåêòîðîâ.

Ñëåäóþùàÿ, î÷åíü ïîëåçíàÿ, òåîðåìà âûòåêàåò èç
òåîðåìû Ìèíêîâñêîãî.

Òåîðåìà 3. Åñëè åæ ìíîãîãðàííèêà Ð öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷åí, òî ìíîãîãðàííèê Ð òàêæå öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷åí.

Î÷åâèäíî, ÷òî åæ ìíîãîãðàííèêà ¢P , ñèììåòðè÷íîãî
ìíîãîãðàííèêó Ð îòíîñèòåëüíî êàêîé-ëèáî òî÷êè ¢¢O ,
òàêæå ñèììåòðè÷åí åæó ìíîãîãðàííèêà Ð (ðèñ.8).

Òàê êàê åæ ìíîãîãðàííèêà Ð, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ
òåîðåìû 3, ñèììåòðè÷åí ñàìîìó ñåáå, òî Ð è ñèììåòðè÷-
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íûé åìó ìíîãîãðàííèê ¢P  îáëàäàþò îäíèì è òåì æå
åæîì. Ïî òåîðåìå Ìèíêîâñêîãî, ìíîãîãðàííèêè Ð è
¢P  ðàâíû è ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó3  (ðèñ.9). Ïóñòü

2t
�

 – âåêòîð ïåðåíîñà, ñîâìåùàþùåãî ¢P  ñ Ð. Ïîêà-

æåì, ÷òî ìíîãîãðàííèê Ð èìååò öåíòð ñèììåòðèè Î, ãäå

O O t= +¢¢
�

.
Äåéñòâèòåëüíî, ìíîãîãðàííèê Ð ïðè ñèììåòðèè τ ¢¢O

ïåðåõîäèò â ¢P , êîòîðûé ïðè ïåðåíîñå íà âåêòîð 2t
�

ïåðåõîäèò îáðàòíî â ìíîãîãðàííèê Ð: ( ) 2P P tτ= +
�
. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, ïåðåíîñ íà âåêòîð 2t
�

 ðàâåí êîìïîçè-
öèè O Oτ τ¢¢ �  (ñì. çàäà÷ó 3). Ïîýòîìó

( ) ( ) ( )( )O O O O O OP P Pτ τ τ τ τ τ¢¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢= = =� � �

= ( )O O O OP Pτ τ τ τ¢¢ ¢¢ =� � .

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, îïåðà-
öèÿ êîìïîçèöèè äâèæåíèé îáëàäàåò, ïîäîáíî ïðîèçâå-

äåíèþ ÷èñåë, ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè: ( ) ( )=a bc ab c .
Âî-âòîðûõ, êîìïîçèöèÿ ñèììåòðèè ñ ñîáîé O Oτ τ¢¢ ¢¢�

åñòü òîæäåñòâåííîå äâèæåíèå, ò.å. òàêîå, ïðè êîòîðîì
âñå òî÷êè îñòàþòñÿ íà ìåñòå.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîãðàííèê ñ öåíòðàëüíî-ñèììåò-
ðè÷íûì åæîì ñàì öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷åí.

Èç òåîðåìû 3 î÷åíü ïðîñòî âûòåêàåò ñëåäóþùèé
êðèòåðèé öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî âûïóêëîãî ìíî-
ãîãðàííèêà.

Òåîðåìà 4. Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê Ð òîãäà è
òîëüêî òîãäà öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé, êîãäà ó
êàæäîé ãðàíè èìååòñÿ ïàðàëëåëüíàÿ ãðàíü òîé æå
ïëîùàäè.

Òî, ÷òî ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, î÷åâèä-
íî: êàæäàÿ ãðàíü öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ìíîãî-

ãðàííèêà ïðè ñèììåòðèè ïåðåõîäèò â ïàðàëëåëüíóþ è
ðàâíóþ ãðàíü. Îáðàòíî, åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ,

òî â åæå ìíîãîãðàííèêà Ð íàðÿäó ñ âåêòîðîì 
Æ

F ,

îòâå÷àþùèì ãðàíè F, èìååòñÿ è ïðîòèâîïîëîæíûé

âåêòîð 
Æ

-F , îòâå÷àþùèé ïàðàëëåëüíîé ãðàíè ¢F  òîé

æå ïëîùàäè. Òàêèì îáðàçîì, åæ îáëàäàåò ñèììåòðèåé
îòíîñèòåëüíî òî÷êè, à, ïî òåîðåìå 3, è ìíîãîãðàííèê Ð
– öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé.

Ñëåäóþùèé ïðèçíàê öåíòðàëüíîé ñèììåòðè÷íîñòè
âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ïîëåç-
íûì ïðè ðåøåíèè ðÿäà çàäà÷.

Òåîðåìà 5. Åñëè âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê Ð ñîñòàâ-
ëåí èç êîíå÷íîãî ÷èñëà öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ
ìíîãîãðàííèêîâ …

1 2
, , , kP P P , òî è ñàì ìíîãîãðàííèê Ð

öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷åí.
Ïðåæäå ÷åì èçëîæèòü èäåþ äîêàçàòåëüñòâà (òåõíè-

÷åñêèå äåòàëè íå ñëèøêîì èíòåðåñíû, íî òðåáóþò
ìåñòà), îòìåòèì, ÷òî çäåñü
íåâàæíà âûïóêëîñòü «ìà-
ëåíüêèõ» ìíîãîãðàííèêîâ
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,P P  è ò.ä., íî âàæíà

âûïóêëîñòü «áîëüøîãî»

ìíîãîãðàííèêà Ð. Íà ðèñóíêå 10 ïðèâåäåí ïðèìåð
íåâûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà, êîòîðûé íå ñèììåòðè-
÷åí, õîòÿ è ðàçðåçàåòñÿ íà öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûå
âûïóêëûå ÷àñòè. Â òî æå âðåìÿ âûïóêëûé ìíîãîóãîëü-
íèê, ñîñòàâëåííûé èç öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ, âî-
îáùå ãîâîðÿ, íåâûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, öåíòðàëü-
íî-ñèììåòðè÷åí (ðèñ.11).

Îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5 ýëåãàíòíà
è âèäíà óæå íà ïðèìåðå ìíîãîóãîëüíèêà íà ïëîñêîñòè.
Ïðåæäå âñåãî ëåãêî âèäåòü, ÷òî ó ìíîãîóãîëüíèêà,
êîòîðûé ìîæåò áûòü ðàçðåçàí íà öåíòðàëüíî-ñèììåò-
ðè÷íûå ìíîãîóãîëüíè-
êè, êàæäàÿ ñòîðîíà
èìååò ïàðàëëåëüíóþ
ïàðó. Äàëåå, ñòîðîíó
à ìíîãîóãîëüíèêà Ð
ìîæíî ðàçðåçàòü íà íå-
ñêîëüêî îòðåçêîâ b, c,
d,... òàê, ÷òî êàæäûé
òàêîé îòðåçîê ïîñðåä-
ñòâîì öåïî÷êè ñèììåò-
ðèé îòíîñèòåëüíî öåí-
òðîâ ìàëåíüêèõ ìíî-
ãîóãîëüíèêîâ ïåðåìå-
ùàåòñÿ ïî ìíîãîóãîëü-
íèêó Ð, ïîêà íå äîñ-

3 Äâå ôèãóðû íàçûâàþò ïàðàëëåëüíûìè äðóã äðóãó, åñëè
îäíà ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîé ïîñðåäñòâîì ïàðàëëåëüíîãî ïåðå-
íîñà.
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òèãíåò ïàðàëëåëüíîé ñòîðîíû ¢a  (ðèñ. 12). Âàæíî òî,
÷òî îòðåçêè âûáðàíû òàê, ÷òî êàæäîìó îòðåçêó ñîîò-
âåòñòâóåò ñâîÿ öåïî÷êà ñèììåòðèé, à ðàçíûì îòðåçêàì
– ðàçíûå öåïî÷êè. Îáðàçû ¢ ¢ ¢ …, , ,b c d  íà ïðîòèâîïî-
ëîæíîé ñòîðîíå íå ïåðåêðûâàþòñÿ è òîé æå äëèíû,
÷òî è èõ ïðîîáðàçû. Ïîýòîìó, õîòÿ ýòè îòðåçêè ðàññû-
ïàíû íà ñòîðîíå ¢a  â äðóãîì ïîðÿäêå, ÷åì ýòî áûëî íà
èñõîäíîé ñòîðîíå à, ñòîðîíà ¢a  «ñîáèðàåòñÿ» èç íåïå-
ðåêðûâàþùèõñÿ îòðåçêîâ òîé æå äëèíû, ÷òî è ñòîðîíà
à. Òàêèì îáðàçîì, â ìíîãîóãîëüíèêå Ð íàðÿäó ñ êàæ-
äîé ñòîðîíîé à èìååòñÿ ïàðàëëåëüíàÿ ñòîðîíà ¢a  òîé
æå äëèíû. Ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü ïëîñêèé àíàëîã
òåîðåìû 4: ìíîãîóãîëüíèê Ð öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷åí.

Â ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó÷àå êàæäàÿ ãðàíü F ìíîãî-
ãðàííèêà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ òåîðåìû 5, òàê-
æå èìååò ïàðàëëåëüíóþ ãðàíü ¢F . Ãðàíü F ìîæåò
áûòü ðàçáèòà íà ìíîãîóãîëüíèêè …
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, ,M M  òàê, ÷òî

êàæäûé êóñîê iM  ïåðåìåùàåòñÿ ïðè ïîìîùè ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ ñèììåòðèé â ðàâíûé êóñîê ¢iM  íà ïà-
ðàëëåëüíîé ãðàíè ¢F . Ìíîãîóãîëüíèêè ¢iM , êàê è

iM , ïîïàðíî íå ïåðåêðûâàþòñÿ. Îäíàêî ðàñïîëîæå-
íû îíè, âîîáùå ãîâîðÿ, â äðóãîì ïîðÿäêå, ïîýòîìó
ïîêà ìîæíî ãîâîðèòü íå î ðàâåíñòâå ãðàíåé, à î
ðàâåíñòâå èõ ïëîùàäåé. Èòàê, êàæäàÿ ãðàíü ìíîãî-
ãðàííèêà Ð èìååò ïàðàëëåëüíóþ ãðàíü òàêîé æå ïëî-
ùàäè. Òîãäà ïî òåîðåìå 4 ýòîò ìíîãîãðàííèê ÿâëÿåòñÿ
öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì.

Ìíîãîãðàííèêè
ñ  öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûìè  ãðàíÿìè

ßñíî, ÷òî ãðàíè ó öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ìíîãî-
ãðàííèêà íå îáÿçàòåëüíî ñèììåòðè÷íû. Íàïðèìåð, ó
îêòàýäðà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷-
íûì ìíîãîãðàííèêîì, âñå ãðàíè – òðåóãîëüíèêè. Òàê
÷òî ñèììåòðè÷íîñòü ãðàíåé íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì
óñëîâèåì öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ìíîãîãðàííèêà.
Íî ÿâëÿåòñÿ ëè îíà äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì? Îêàçûâà-
åòñÿ äà, ÿâëÿåòñÿ.

Òåîðåìà 6 (À.Ä.Àëåêñàíäðîâ). Åñëè âñå ãðàíè âû-
ïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà Ð öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íû,
òî è ñàì ìíîãîãðàííèê Ð öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé.

Ëþáîïûòíî, ÷òî äëÿ ïëîñêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ àíà-
ëîã òåîðåìû  Àëåêñàíäðîâà íåâåðåí: ñòîðîíû ëþáîãî,
â òîì ÷èñëå è íåñèììåòðè÷íîãî, ìíîãîóãîëüíèêà ñóòü
îòðåçêè, êîòîðûå âñåãäà öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íû. Â
òî æå âðåìÿ äàííîå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âûïóêëûõ
ìíîãîãðàííèêîâ ëþáîé4  ðàçìåðíîñòè ≥ 3d .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Àëåêñàíäðîâà òàêæå îïèðà-
åòñÿ íà òåîðåìó Ìèíêîâñêîãî. Ìû ïîêàæåì, ÷òî êàæ-
äàÿ ãðàíü ìíîãîãðàííèêà ñ ñèììåòðè÷íûìè ãðàíÿìè
èìååò ïàðàëëåëüíóþ ðàâíóþ ãðàíü. Îòñþäà áóäåò
ñëåäîâàòü ñèììåòðè÷íîñòü ìíîãîãðàííèêà.

Çàìåòèì, ÷òî â ìíîãîãðàííèêå ñ öåíòðàëüíî-ñèììåò-
ðè÷íûìè ãðàíÿìè åãî ðåáðà è ãðàíè îáðàçóþò òàê
íàçûâàåìûå ïîÿñà. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ðåáðî, êîòî-
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îáðàçóþò ïîÿñ ( )1
B E , ïîðîæäåííûé ðåáðîì 

1
E . ßñíî,

÷òî âñå ðåáðà ïîÿñà ðàâíû è ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó.
Âîçüìåì ãðàíü F ìíîãîãðàííèêà Ð è ñîäåðæàùóþ åå

îïîðíóþ ïëîñêîñòü Í. Ïðîâåäåì ïàðàëëåëüíóþ åé
îïîðíóþ ïëîñêîñòü ¢H ,
íàõîäÿùóþñÿ ïî äðóãóþ
ñòîðîíó îò ìíîãîãðàí-
íèêà Ð. Ñïðîåöèðóåì
ìíîãîãðàííèê Ð è îïîð-
íûå ïëîñêîñòè Í è ¢H
âäîëü ðåáðà 1

E  íà ïëîñ-
êîñòü, ïåðïåíäèêóëÿð-
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E  (ðèñ.14). Ïîÿñ

( )1
B E  ïðè ýòîì ïðîåöè-

ðóåòñÿ â ìíîãîóãîëüíèê M ñ m ñòîðîíàìè (ïðîåêöèÿìè
ãðàíåé ïîÿñà). Ðåáðà ïîÿñà ïðîåöèðóþòñÿ â âåðøèíû.
Îïîðíàÿ ïëîñêîñòü Í ïðîåöèðóåòñÿ â ïðÿìóþ h, ñîäåð-
æàùóþ ñòîðîíó ìíîãîóãîëüíèêà Ì. Ïàðàëëåëüíàÿ
îïîðíàÿ ïëîñêîñòü ¢H  ïðîåöèðóåòñÿ â ïàðàëëåëüíóþ
îïîðíóþ ê ìíîãîóãîëüíèêó ïðÿìóþ ¢h . Ïðÿìàÿ h
ñîäåðæèò åñëè íå ñòîðîíó, òî ïî êðàéíåé ìåðå âåðøèíó
ìíîãîóãîëüíèêà Ì. Ïîýòîìó îïîðíàÿ ïëîñêîñòü ¢H
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1

E  ïëîñêîñòü. Êàê
è ðàíüøå, ïîëó÷àåì, ÷òî òà æå ñàìàÿ îïîðíàÿ ïëîñ-

êîñòü Í ñîäåðæèò òàêæå ðåáðî èç ïîÿñà ( )¢1B E . Òà-

êèì îáðàçîì, îïîðíàÿ ïëîñêîñòü Í ñîäåðæèò äâà
ðåáðà, à ñëåäîâàòåëüíî, è öåëóþ ãðàíü ¢F , ïàðàë-
ëåëüíóþ ãðàíè F.

Ïî÷åìó ãðàíè F è ¢F  ðàâíû äðóã äðóãó? Äåëî â òîì,
÷òî, ïðèìåíÿÿ òîëüêî ÷òî èñïîëüçîâàííûé àðãóìåíò ê
ëþáîé ïàðå ïàðàëëåëüíûõ ðåáåð ãðàíè F, ïîëó÷àåì,
÷òî ãðàíü ¢F  òàêæå ñîäåðæèò ïàðó ðåáåð, ïàðàëëåëü-
íûõ è ðàâíûõ ïåðâîé ïàðå. Ìû èìååì äâà ìíîãîóãîëü-
íèêà, ó êîòîðûõ åñòü ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíûå è
ðàâíûå ñòîðîíû. Ïî «ïëîñêîé» âåðñèè òåîðåìû 4,
òàêèå ìíîãîóãîëüíèêè ïàðàëëåëüíû è ðàâíû. Òàêèì
îáðàçîì, ïî òåîðåìå 4, ìíîãîãðàííèê Ð öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íûé.
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4 À.Ä.Àëåêñàíäðîâ äîêàçàë ýòó òåîðåìó äëÿ ðàçìåðíîñòè 3.
Õîòÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ðàçìåðíîñòè ñîâåðøåííî ïðîçðà÷íà, ýòîò ôàêò äëÿ ïðîèç-
âîëüíîé ðàçìåðíîñòè áûë óñòàíîâëåí ïîçäíåå Äæ.Øåïàðäîì è
Ï.Ìàêìàëëåíîì.
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Ïàðàëëåëîýäðû

Ê ñâîåé òåîðåìå î ìíîãîãðàííèêàõ ñ çàäàííûìè
íàïðàâëåíèÿìè ãðàíåé Ìèíêîâñêèé ïðèøåë â õîäå
èçó÷åíèÿ âàæíîãî êëàññà ìíîãîãðàííèêîâ – ïàðàëëåëî-
ýäðîâ. Ïàðàëëåëîýäðîì íàçûâàåòñÿ âûïóêëûé ìíîãî-
ãðàííèê, ïàðàëëåëüíûìè êîïèÿìè êîòîðîãî ìîæíî
çàïîëíèòü âñå ïðîñòðàíñòâî áåç ïðîïóñêîâ è ïåðåêðû-
òèé. Íàïðèìåð, êóá ÿâëÿåòñÿ ñâîåãî ðîäà êèðïè÷îì, èç
êîòîðîãî ìîæíî «âûñòðîèòü» ïðîñòðàíñòâî.

Âàæíîñòü ïàðàëëåëîýäðîâ ñâÿçàíà ñ ìàòåìàòè÷åñêèì
îïèñàíèåì ñòðîåíèÿ êðèñòàëëà. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðèè,
ïàðàëëåëîýäð ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêîé êðèñ-
òàëëà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòðóêòóðà âñåãî êðèñòàëëà
îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî òåì, êàê îí óñòðîåí â ïðåäå-
ëàõ îäíîé ÿ÷åéêè – ïàðàëëåëîýäðà, – çàïîëíåííîé
ñâÿçàííûìè ìåæäó ñîáîé àòîìàìè. Çàòåì ýòà ëîêàëü-
íàÿ ñòðóêòóðà âìåñòå ñ ïàðàëëåëîýäðîì ïåðåíîñèòñÿ ïî
ïðîñòðàíñòâó, îïðåäåëÿÿ ãëîáàëüíóþ ñòðóêòóðà êðèñ-
òàëëà. Ýòî íàïîìèíàåò òî, êàê ïðè íàêëåèâàíèè îáîåâ
íåáîëüøîé ôðàãìåíò (ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÿ÷åéêà) ïåðå-
íîñèòñÿ ïî âñåé ñòåíå.

Çàäà÷à 4. Ïëîñêèé àíàëîã ïàðàëëåëîýäðà íàçûâàåòñÿ
ïàðàëëåëîãîíîì. Ïîêàæèòå, ÷òî èìååòñÿ äâà è òîëüêî äâà
òèïà ïàðàëëåëîãîíîâ: ïàðàëëåëîãðàììû è öåíòðàëüíî-ñèì-
ìåòðè÷íûå øåñòèóãîëüíèêè (ðèñ.15).

Êàêèå åùå, êðîìå ïàðàëëåëåïèïåäà, áûâàþò ïðî-
ñòðàíñòâåííûå «êèðïè÷è»?

Âñå òèïû òðåõìåðíûõ ïàðàëëåëîýäðîâ áûëè íàéäå-
íû ðóññêèì êðèñòàëëîãðàôîì Å.Ñ.Ôåäîðîâûì (1853–
1919). Èç îêàçàëîñü ïÿòü: ïàðàëëåëåïèïåä, öåíòðàëü-
íî-ñèììåòðè÷íàÿ øåñòèóãîëüíàÿ ïðèçìà, äâà äâåíàä-
öàòèãðàííèêà – ðîìáè÷åñêèé è ãåêñàãîíàëüíûé äîäå-
êàýäðû, à òàêæå òàê íàçûâàåìûé óñå÷åííûé êóáîîê-
òàýäð ñ 14 ãðàíÿìè (ðèñ. 16). Ïàðàëëåëîýäðû ñåé÷àñ
÷àñòî íàçûâàþò â ÷åñòü èõ îòêðûâàòåëÿ òåëàìè Ôå-
äîðîâà. Ïðàâäà, Ôåäîðîâ íàøåë ýòè ïàðàëëåëîýäðû
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïàðàëëåëîýäðû ÿâëÿþòñÿ öåíò-
ðàëüíî-ñèììåòðè÷íûìè ìíîãîãðàííèêàìè. Ìèíêîâñ-
êèé, îïèðàÿñü íà äîêàçàííóþ èì òåîðåìó î âûïóê-
ëûõ ìíîãîãðàííèêàõ, äîêàçàë òåîðåìó î ñâîéñòâàõ
ïàðàëëåëîýäðîâ:

1) ïàðàëëåëîýäð èìååò öåíòð ñèììåòðèè;
2) êàæäàÿ ãðàíü ïàðàëëåëîýäðà èìååò öåíòð ñèì-

ìåòðèè;
3) ïðîåêöèÿ ïàðàëëåëîýäðà âäîëü ðåáðà åñòü ëèáî

ïàðàëëåëîãðàìì, ëèáî öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé
øåñòèóãîëüíèê.

Â ñèëó ñâîéñòâà 1, êàæäûé ïàðàëëåëîýäð ÿâëÿåòñÿ
öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì, îòêóäà ñëåäóåò ïîëíîòà
ñïèñêà Ôåäîðîâà èç 5 ïàðàëëåëîýäðîâ. Çàìåòèì, ÷òî
â òåîðåìå î ïàðàëëåëîýäðàõ èç ñâîéñòâà 2 ñëåäóåò
ñâîéñòâî 1. Îäíàêî â ñèëó äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííûõ
ïðè÷èí â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû ïðèñóòñòâóþò îáà
ñâîéñòâà.

Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî òåîðåìà Ìèíêîâñêîãî ïåðåíîñèòñÿ
íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Çàäà÷à ðàçáèåíèÿ ìíîãîìåð-
íîãî ïðîñòðàíñòâà íà ïàðàëëåëîýäðû ñàìà ïî ñåáå
ìîæåò áûòü è íå î÷åíü èíòåðåñíà â ïðàêòè÷åñêîì
îòíîøåíèè. Íî îíà òåñíî ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé îïòèìàëü-
íûõ ïîêðûòèé è óïàêîâîê ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ
øàðàìè. À ýòà çàäà÷à, â ñâîþ î÷åðåäü, èìååò ðåàëüíûå
ïðèëîæåíèÿ.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî âîêðóã òåîðåìû Ìèí-
êîâñêîãî èìååòñÿ ðÿä èíòåðåñíûõ, äî ñèõ ïîð íå
ðåøåííûõ çàäà÷. Ñðåäè íèõ – èçó÷åíèå ñâîéñòâ îïå-
ðàöèè ñëîæåíèÿ, ââîäèìîé â êëàññå âûïóêëûõ ìíî-
ãîãðàííèêîâ íà îñíîâàíèè òåîðåìû Ìèíêîâñêîãî. Ðàñ-
ñìîòðèì äâà âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêà Ð è ¢P  ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè åæàìè âåêòîðîâ. Âîçüìåì èõ îáúå-
äèíåíèå – ýòî áóäåò ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ ñ íóëåâîé
ñóììîé. Ïî îñíîâíîé òåîðåìå Ìèíêîâñêîãî, òàêîé
ñîâîêóïíîñòè îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò âûïóêëûé ìíî-
ãîãðàííèê Q, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ñóììîé Áëÿøêå
ñêëàäûâàåìûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Êàê îïðåäåëèòü ïî
äàííûì ìíîãîãðàííèêàì, êàêîé ìíîãîãðàííèê ÿâëÿ-
åòñÿ èõ ñóììîé Áëÿøêå, – òðóäíàÿ, íå ðåøåííàÿ
ïîêà çàäà÷à.

Äðóãàÿ èíòåðåñíàÿ è òðóäíàÿ çàäà÷à: êàê îïðåäå-
ëèòü êîíêðåòíûé âèä òîãî åäèíñòâåííîãî âûïóêëîãî
ìíîãîãðàííèêà, êîòîðûé ïî òåîðåìå Ìèíêîâñêîãî ñî-
îòâåòñòâóåò äàííîé ñèñòåìå âåêòîðîâ ñ íóëåâîé ñóì-
ìîé?

Ðèñ. 16

Ðèñ. 15



Êàê óâèäåòü íåâèäèìêó
Â.ÁÅËÎÍÓ×ÊÈÍ

Ì
ÍÎÃÈÅ  ÇÀÄÀ×È  ÈÍÒÅÐÔÅÐÅÍÖÈÈ  È  ÎÑÎ-
áåííî äèôðàêöèè ñâåòà ðåøàþòñÿ íà îñíîâå
ïðèíöèïà Ãþéãåíñà – Ôðåíåëÿ. Ïðè ýòîì

íåêîòîðàÿ ïîâåðõíîñòü, äî êîòîðîé äîøåë ñâåò, ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü íîâûõ èñòî÷íèêîâ ñâå-
òîâûõ âîëí. Ïîëå â ëþáîé òî÷êå, áîëåå óäàëåííîé îò
ðåàëüíîãî èñòî÷íèêà ñâåòà, åñòü ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå
ýòèõ «âòîðè÷íûõ» èñòî÷íèêîâ.

Òó æå ìûñëü ìîæíî âûðàçèòü íåñêîëüêî èíà÷å – ïîëå
íà «îïîðíîé» ïîâåðõíîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íàáî-
ðà ñôåðè÷åñêèõ âîëí. Âåäü êàæäûé âòîðè÷íûé èñòî÷-
íèê, ò.å. êàæäûé ìàëûé ó÷àñòîê ïîâåðõíîñòè, ýòî
òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ñâåòà, îò êîòîðîãî èñõîäèò ñôåðè-
÷åñêàÿ âîëíà. Ðåçóëüòàò èíòåðôåðåíöèè ýòèõ âîëí
îïðåäåëÿåò ïîëå â òî÷êå íàáëþäåíèÿ.

Íî ïîëå íà îïîðíîé ïîâåðõíîñòè ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå íàáîðà è êàêèõ-íèáóäü äðóãèõ ïðîñòûõ
âîëí. Ñàìûå ïðîñòûå âîëíû – ïëîñêèå, è èìåííî
ðàçëîæåíèå ïî ïëîñêèì âîëíàì ïîðîé îêàçûâàåòñÿ
âåñüìà ïðîäóêòèâíûì.

Ðàáîòó, ñêàæåì, çîííîé ïëàñòèíêè Ôðåíåëÿ óäîáíî
ðàçáèðàòü ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà Ãþéãåíñà – Ôðåíå-
ëÿ, êàê ýòî îáû÷íî è äåëàåòñÿ. Äåéñòâèå äèôðàêöè-
îííîé ðåøåòêè ìîæíî ïîíÿòü êàê íà îñíîâå ïðèíöè-
ïà Ãþéãåíñà – Ôðåíåëÿ, òàê è íà ÿçûêå ïëîñêèõ
âîëí. À âîò âîçìîæíîñòü ñàìîðåïðîäóêöèè (ò.å. ïî-

ëó÷åíèÿ èçîáðàæåíèé ïåðèîäè÷åñêèõ îáúåêòîâ áåç èñ-
ïîëüçîâàíèÿ êàêèõ-ëèáî îïòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ – ëèíç,
çåðêàë) èëè ìóëüòèïëèêàöèè, ò.å. âîçìîæíîñòü «ðàç-
ìíîæåíèÿ» èçîáðàæåíèÿ, ïðåäñêàçàòü íà îñíîâå ïðèí-
öèïà Ãþéãåíñà – Ôðåíåëÿ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî.
Â òî æå âðåìÿ, ñ òî÷êè çðåíèÿ ôóðüå-îïòèêè – òàê
íàçûâàåòñÿ ìåòîäèêà, èñïîëüçóþùàÿ ðàçëîæåíèå ïî
ïëîñêèì âîëíàì, – ýòè ýôôåêòû, ìîæíî ñêàçàòü,
ïî÷òè î÷åâèäíû.

Íåñëó÷àéíî, íàïðèìåð, ýôôåêò ñàìîðåïðîäóêöèè,
îáíàðóæåííûé Ô.Òàëáîòîì åùå â 1834 ãîäó, îñòàâàëñÿ
çàãàäî÷íûì êóðüåçîì áîëåå ïîëóâåêà, ïîêà Äæ.Ðýëåé,
ðàçðàáîòàâ àïïàðàò ôóðüå-îïòèêè (1897 ã.), íå ïåðåîò-
êðûë ýòîò ýôôåêò è íå îáúÿñíèë åãî èìåííî íà ÿçûêå
ïëîñêèõ âîëí.

Ïëîñêèå âîëíû è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Ïî÷åìó ìåòîä Ðýëåÿ – ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ïîëÿ íà
ïëîñêèå âîëíû – íàçûâàåòñÿ åùå è ôóðüå-îïòèêîé?
Ïîñòàðàåìñÿ îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ.

Ðàññìîòðèì ïîëå, ñîçäàâàåìîå â íåêîòîðîé ïëîñêî-
ñòè ïàäàþùåé íà íåå ïëîñêîé âîëíîé. Ïóñòü ýòà âîëíà
ïàäàåò íà ïëîñêîñòü z = 0 è óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí α
(ðèñ.1). Òîé æå âåëè÷èíå ðàâåí óãîë ìåæäó ôðîíòîì
âîëíû AA¢  è ïëîñêîñòüþ z = 0.

Ïðèìåì, ÷òî â íà÷àëå êîîðäèíàò (õ = 0) êîëåáàíèÿ
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( )0, cosf t a tω= .

×åðåç òî÷êó 
1

x  ïëîñêîñòè z = 0 ïðîõîäèò ôðîíò BB¢ ,
îòñòîÿùèé îò ôðîíòà AA¢  íà 

1
sinx α . Êîëåáàíèÿ â

òî÷êå 
1

x  îòñòàþò ïî ôàçå îò êîëåáàíèé â íà÷àëå
êîîðäèíàò íà âåëè÷èíó 1xk x , ãäå sinxk k α=  – ïðîåê-

öèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà k
�

 íà îñü õ (íàïîìíèì, ÷òî
âîëíîâîé âåêòîð íàïðàâëåí ïî íîðìàëè ê âîëíîâîìó
ôðîíòó, à åãî ìîäóëü ðàâåí 2π λ , ãäå λ  – äëèíà
âîëíû). Òîãäà â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå õ ïîëó÷àåì

( ) ( ), cos xf x t a t k xω= - .

Â ÷àñòíîñòè,

( ), 0 cos xf x a k x= .

Ìû âèäèì, ÷òî íàêëîííîé âîëíå îòâå÷àåò êîñèíóñîè-
äàëüíàÿ ôóíêöèÿ îò õ ñ ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðèîäîì

2 2

sin sinxk k

π π λ
Λ

α α
= = = .

Âîò òóò ñàìîå âðåìÿ âñïîìíèòü Ôóðüå. Èì äîêàçàíà
òåîðåìà, ñîãëàñíî êîòîðîé ïðàêòè÷åñêè ëþáóþ ôóíê-
öèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ñèíóñîèä (èëè
êîñèíóñîèä, ïîñêîëüêó êîñèíóñ ýòî òîò æå ñèíóñ,
òîëüêî ñäâèíóòûé ïî ôàçå). Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîå
ïîëå â íåêîòîðîé ïëîñêîñòè z ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ñóïåðïîçèöèè ïëîñêèõ âîëí. Òàê, ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóí-
êöèÿ ïåðèîäà Λ  êîìïîíóåòñÿ èç ñèíóñîèä ñ ÷àñòîòàìè

n nΩ Ω= , ãäå 2Ω π Λ= , à n ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0, 1,
2, 3... (ôóíêöèÿ ñ n = 0, î÷åâèäíî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êîíñòàíòó).

Ðÿä Ôóðüå – íàáîð ãàðìîíèê – íàçûâàþò ðàçëîæåíè-
åì â ñïåêòð ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè, à îïåðàöèþ ïî
âû÷èñëåíèþ àìïëèòóä è, åñëè íàäî, ôàç ñèíóñîèä
íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå.

Íî â ôèçèêå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ìîæíî âûïîë-
íèòü íå òîëüêî íà áóìàãå. Íàïðèìåð, êàìåðòîí îòçûâà-
åòñÿ íà ñëîæíûé çâóêîâîé ñèãíàë òîëüêî òîãäà, êîãäà
â íåì ñîäåðæèòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñ ÷àñòîòîé
440 Ãö – íîòà ëÿ ïåðâîé îêòàâû. Ðåçîíàíñíûé êîíòóð
âûäåëÿåò ýëåêòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñâîåé ñîáñòâåííîé
÷àñòîòû. Ðàäèîòåõíè÷åñêèé àíàëèçàòîð ñïåêòðà ïîêà-
çûâàåò, êàêèå â ñèãíàëå ñîäåðæàòñÿ ÷àñòîòû è ñ êàêèì
«âåñîì».

Â îïòèêå, â îòëè÷èå îò ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé, ñèãíàë
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé íå òîëüêî âðåìåíè, íî è ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ êîîðäèíàò. Âðåìåííîé ñïåêòð îïòè÷åñêîãî

ñèãíàëà – ýòî è åñòü òî, ÷òî îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ïðîñòî
ñïåêòðîì èëè ñïåêòðàëüíûì ñîñòàâîì ñâåòà. Åãî èçó÷à-
þò ñ ïîìîùüþ ïðèçìû èëè äèôðàêöèîííîé ðåøåòêè.
Íàñ ñåé÷àñ èíòåðåñóåò ïðîñòðàíñòâåííûé ñïåêòð. Äëÿ
òîãî ÷òîáû áûëî ëåã÷å ðàçîáðàòüñÿ ñ íèì, áóäåì
ñ÷èòàòü èçëó÷åíèå ìîíîõðîìàòè÷åñêèì.

Ñóùåñòâóåò ëè ïðèáîð, êîòîðûé ìîæåò ïðåîáðàçî-
âàòü ïî Ôóðüå ôóíêöèþ, îïèñûâàþùóþ çàâèñèìîñòü
ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñèãíàëà îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êî-
îðäèíàò, èíûìè ñëîâàìè, ðàçëîæèòü òàêîé ñèãíàë â
ïðîñòðàíñòâåííûé ñïåêòð?

Âñïîìíèì, ÷òî ëèíçà ñîáèðàåò ïàðàëëåëüíûé ïó÷îê
ñâåòà â òî÷êó â ñâîåé ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè. Íî «ïàðàë-
ëåëüíûé ïó÷îê» è åñòü ïó÷îê ñ ïëîñêèì âîëíîâûì
ôðîíòîì. Ðåàëüíî â ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè ëèíçû ïîëó-
÷àåòñÿ íå îäíà îñâåùåííàÿ òî÷êà, à íåáîëüøîå ïÿòíî –
èç-çà äèôðàêöèè ïðîèñõîäèò ðàçìûòèå èçîáðàæåíèÿ.
Ìîæíî ñêàçàòü èíà÷å: ïðîñòðàíñòâåííûé ñïåêòð îãðà-
íè÷åííîãî ïó÷êà óæå ñîäåðæèò íå îäíó ïëîñêóþ âîëíó,
ñîîòâåòñòâóþùóþ îñíîâíîìó íàïðàâëåíèþ  ñâåòîâîãî
ïîòîêà, à â íåì ïðèñóòñòâóþò è äðóãèå ãàðìîíèêè.

Èòàê, ðàñïðåäåëåíèå âîëíîâîãî ïîëÿ ïî îñè õ â
ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè ëèíçû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðî-
ñòðàíñòâåííûé ñïåêòð ïîëÿ ïåðåä ëèíçîé. Ñòðîãî ãîâî-
ðÿ, ïîëå â çàäíåé ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ïîëÿ ïåðåäíåé ôîêàëüíîé
ïëîñêîñòè: ôàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ âîëí
â íåêîòîðîé òî÷êå çàäíåé ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè òàêèå
æå, êàêèå îíè â òî÷êå, íàõîäÿùåéñÿ íà îïòè÷åñêîé îñè
ëèíçû â ïåðåäíåé ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè. Ïîýòîìó âõîä-
íûì ñèãíàëîì ìû áóäåì ñ÷èòàòü èìåííî ïîëå â ïåðå-
äíåé ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè.

Òåïåðü ïîñòàâèì âòîðóþ ëèíçó. Ðàññìîòðèì ñõåìó
Êàòðîíà: äâå ëèíçû 

1
k  è 

2
k  ñ îäèíàêîâûìè ôîêóñíû-

ìè ðàññòîÿíèÿìè F ðàñïîëîæåíû íà ðàññòîÿíèè 2F
äðóã îò äðóãà (ðèñ.2). Ïåðâàÿ ëèíçà ïðåîáðàçóåò
ïëîñêóþ âîëíó, ïàäàþùóþ ïîä óãëîì α , â òî÷å÷íûé
èñòî÷íèê ñâåòà â ñâîåé çàäíåé ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè.
Äëÿ âòîðîé ëèíçû – ýòî ïåðåäíÿÿ ôîêàëüíàÿ ïëîñ-
êîñòü. Ïîýòîìó íà âûõîäå ñèñòåìû ìû ïîëó÷àåì ïëîñ-
êóþ âîëíó ñ óãëîì íàêëîíà, òàêæå ðàâíûì α . Ïðàâäà,
ýòîò óãîë äîëæåí èìåòü äðóãîé çíàê, íî äëÿ óäîáñòâà
ìû äîãîâîðèìñÿ íà âûõîäå îòñ÷èòûâàòü óãëû «â äðó-
ãóþ ñòîðîíó», è òîãäà ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñõåìà Êàòðî-
íà ïðåîáðàçóåò ïëîñêóþ âîëíó ñàìó â ñåáÿ.

Ðèñ.1. Ïàäåíèå ïëîñêîé âîëíû íà ïëîñêîñòü

Ðèñ.2 Ñõåìà Êàòðîíà



Íà ñïåêòðàëüíîì ÿçûêå ýòî çâó÷èò òàê: âòîðàÿ ëèíçà,
êàê åé è ïîëàãàåòñÿ, ïðåîáðàçóåò ïî Ôóðüå ïîëå ñâîåé
ïåðåäíåé ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè. Ïî îòíîøåíèþ ê âõîä-
íîìó ñèãíàëó – ýòî ïîâòîðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå,
è îíî äîëæíî äàòü ôóíêöèþ ( )f x- .

Òàê èëè èíà÷å, è ëó÷åâàÿ îïòèêà è ôóðüå-îïòèêà äàþò
îäèí ðåçóëüòàò: â ïëîñêîñòè èçîáðàæåíèé È ìû ïîëó-
÷èì èçîáðàæåíèå âõîäíîé, ïðåäìåòíîé ïëîñêîñòè Ï,
ò.å. òàêîå æå ïîëå, êàêîå ñîçäàíî âî âõîäíîé ïëîñêîñòè:

( ) ( )f x f x=¢ , åñëè òîëüêî íàïðàâëåíèå x ¢  ìû âûáðàëè
ïðîòèâîïîëîæíûì íàïðàâëåíèþ õ. À âîò ïîëå â îáùåé
ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè äâóõ ëèíç Ô – îáîçíà÷èì åãî
÷åðåç ( )g u  – ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòðàíñòâåííûé
ñïåêòð âõîäíîãî è âûõîäíîãî ñèãíàëîâ. Ïðè÷åì ïëîñ-
êîé âîëíå â ïëîñêîñòè Ï (èëè â ïëîñêîñòè È), âîëíîâîé
âåêòîð êîòîðîé ñîñòàâëÿåò ñ îñüþ ñèñòåìû óãîë α ,
ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòîòà u, ò.å. ïîëå â
òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé sinu F α= .

Àíàëèç ïîëÿ ( )g u  ïîçâîëÿåò ïðåäñêàçàòü, êàêèì
áóäåò ïîëå íà âûõîäå ñèñòåìû, ò.å. ïîëå ( )f x¢ . Ïåðâûì
ýòî ïîíÿë Ý.Àááå (1872 ã.). Èìåííî èçó÷åíèå ðàáîòû
îïòè÷åñêèõ ïðèáîðîâ íà îñíîâå àíàëèçà ïîëÿ ( )g u
(Àááå íàçûâàë åãî «ïåðâè÷íûì èçîáðàæåíèåì») ïî-
ìîãëî åìó ïðåâðàòèòü ðÿäîâóþ ôàáðèêó â ïðîñëàâëåí-
íóþ ôèðìó «Êàðë Öåéññ Éåíà», ïî ñèþ ïîðó ÿâëÿþùó-
þñÿ çàêîíîäàòåëåì ìîä â ïðîèçâîäñòâå ñàìîé ðàçíîîá-
ðàçíîé îïòèêè.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê êîíêðåòíûì çàäà÷àì, îãîâî-
ðèì íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ è óïðîùåíèÿ, êîòîðûå
äàëåå áóäóò ïîäðàçóìåâàòüñÿ. Âî-ïåðâûõ, íå áóäåì
ó÷èòûâàòü êîíå÷íîñòü ðàçìåðîâ ëèíç, ò.å. ïó÷êè ñ
ïëîñêèì ôðîíòîì áóäåì ñ÷èòàòü ïëîñêèìè âîëíàìè.
Âî-âòîðûõ, óãëû α  áóäåì ñ÷èòàòü ìàëûìè, òîãäà, â
÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîëàãàòü sin α αª . È â-òðåòüèõ,
ïðè òåîðåòè÷åñêîì àíàëèçå îãðàíè÷èìñÿ îäíîé ïîïå-
ðå÷íîé (ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè ñèñòåìû – îñè z) êî-
îðäèíàòîé õ, ñ÷èòàÿ, ÷òî îáîáùåíèå íà ïîëíîñòüþ
òðåõìåðíóþ ñèòóàöèþ íå äîëæíî âûçâàòü îñîáûõ çàò-
ðóäíåíèé.

Ïðîñòåéøèå ñïåêòðû

Åñëè íà ëèíçó ïàäàåò ïëîñêàÿ âîëíà, â ôóðüå-
ïëîñêîñòè Φ  ïîÿâëÿåòñÿ îäíà ñâåòÿùàÿñÿ òî÷êà. Ïîëî-
æåíèå òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

sinu F Fα α= ª . ×òî ìû ïðè ýòîì âèäèì â ïëîñêîñòè
õ (èëè â ïëîñêîñòè x¢ )?

×åëîâå÷åñêèé ãëàç, ôîòîïëàñòèíêà, ôîòîýëåìåíò –
âñå ýòè ÷óâñòâèòåëüíûå ê ñâåòó ïðèáîðû ÿâëÿþòñÿ
êâàäðàòè÷íûìè äåòåêòîðàìè: èõ îòêëèê îïðåäåëÿåò-
ñÿ èíòåíñèâíîñòüþ ñâåòà, ò.å. âåëè÷èíîé, ïðîïîðöèî-
íàëüíîé êâàäðàòó àìïëèòóäû, è ñîâñåì íå çàâèñèò îò
ôàçû. Ïðè îñâåùåíèè íåêîòîðîé ïëîñêîñòè ïëîñêîé
âîëíîé (íåâàæíî, êàêîãî íàïðàâëåíèÿ) ëþáîé èç ýòèõ
ïðèåìíèêîâ ïîêàæåò ðàâíîìåðíóþ îñâåùåííîñòü ýòîé
ïëîñêîñòè, äàñò îäèíàêîâûé ñèãíàë â ëþáîé òî÷êå
ïîâåðõíîñòè.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ÷óòü áîëåå «áîãàòûé» ñïåêòð: äâå
ïëîñêèå âîëíû, äâå òî÷êè â ôóðüå-ïëîñêîñòè. Ïóñòü
êîîðäèíàòà îäíîé èç òî÷åê u = 0

0u = , à äðóãîé 1
u u= .

Òîãäà ôàçà ãàðìîíèêè 0
u  â ïëîñêîñòè È ïîñòîÿííà, à

ôàçà ãàðìîíèêè 
1

u  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðèîäè÷åñêóþ
ôóíêöèþ êîîðäèíàòû x ¢  ñ ïåðèîäîì sinΛ λ α λ α= ª .
Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî è ñóììàðíîå ïîëå åñòü ïåðèîäè÷åñ-
êàÿ ôóíêöèÿ x¢  ñ òåì æå ñàìûì ïåðèîäîì Λ .

Â îáùåì, êîíå÷íî, íàì èçâåñòíî, ÷òî â ïëîñêîñòè
èçîáðàæåíèé È ìû óâèäèì êàðòèíó èíòåðôåðåíöèîí-
íûõ ïîëîñ øèðèíîé Λ . Îäíàêî çàäåðæèìñÿ åùå íå-
ìíîãî íà ýòîì ïðèìåðå, ÷òîáû âñïîìíèòü òàê íàçûâàå-
ìûé ìåòîä âåêòîðíûõ äèàãðàìì.

Âêðàòöå ýòîò ìåòîä ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Èçîáðàçèì ñîñòàâëÿþùèå êîëåáàíèÿ îäèíàêîâîé
÷àñòîòû (â äàííîì ñëó÷àå, êîíå÷íî, èìååòñÿ â âèäó
âðåìåííáÿ ÷àñòîòà) âåêòîðàìè, äëèíà êàæäîãî èç êîòî-
ðûõ ïðîïîðöèîíàëüíà àìïëèòóäå ñîîòâåòñòâóþùåãî
êîëåáàíèÿ, à óãîë, ñîñòàâëÿåìûé ýòèì âåêòîðîì ñ
íåêîòîðûì âûáðàííûì íàìè íàïðàâëåíèåì, ðàâåí íà-
÷àëüíîé ôàçå êîëåáàíèÿ. Òîãäà ñóììà âåêòîðîâ èçîáðà-
çèò ðåçóëüòèðóþùåå êîëåáàíèå: åãî äëèíà â òîì æå
ìàñøòàáå äàñò íàì àìïëèòóäó ñóììàðíîãî êîëåáàíèÿ,
à óãîë, êîòîðûé ýòîò âåêòîð ñîñòàâèò ñ òåì æå èñõîä-
íûì íàïðàâëåíèåì, – ôàçó ýòîãî êîëåáàíèÿ.

Ýâîëþöèÿ ôàçîâîé äèàãðàììû ïðè ñìåùåíèè òî÷êè
íàáëþäåíèÿ âäîëü îñè õ äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ âîëí èçîáðà-
æåíà íà ðèñóíêå 3, à.

Ôàçó êîëåáàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòîòû 
0

u  ïðè-
íèìàåì ðàâíîé íóëþ, è îíà îñòàåòñÿ òàêîâîé âî âñåé
ïëîñêîñòè È. Ôàçà êîëåáàíèÿ 

1
u  ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìî-

ñòè îò õ, è ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð
âðàùàåòñÿ, ïðè÷åì ïðè ñìåùåíèè íà ðàññòîÿíèå Λ  îí

äåëàåò ïîëíûé îáîðîò. Äëèíà À âåêòîðà 0 1
A a a
Æ

= +
� �

,

ãäå 
0

a  è 
1

a  – àìïëèòóäû ãàðìîíèê 
0

u  è 
1

u  ñîîòâåò-
ñòâåííî, îïðåäåëÿåò àìïëèòóäó êîëåáàíèé â òî÷êå õ.
Èíòåíñèâíîñòü êîëåáàíèé, ò.å. îñâåùåííîñòü I â ýòîé
òî÷êå, ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó àìïëèòóäû:

( ) ( )2I x A x∼ .

Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ ïîëó÷àåì

( ) ( )2 2 2

0 1 0 1
2 cosI x A x a a a a xΩ= + +∼ .    (1)

Ðèñ.3. Âåêòîðíûå äèàãðàììû: à) èíòåðôåðåíöèÿ äâóõ âîëí; á)
àìïëèòóäíàÿ ðåøåòêà; â) ôàçîâàÿ ðåøåòêà. Çäåñü êðàñíàÿ ëèíèÿ
ñîîòâåòñòâóåò íîðìàëüíîé âîëíå, ñèíÿÿ è çåëåíàÿ – íàêëîííûì
âîëíàì, äâîéíàÿ ëèíèÿ – ñóììå íàêëîííûõ âîëí, ÷åðíàÿ –
ïîëíîìó ñóììàðíîìó âåêòîðó
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Îáû÷íî çàâèñèìîñòè òàêîãî ðîäà çàïèñûâàþò â âèäå

( ) ( )0 1 cosI x I m xΩ= + .              (2)

Âåëè÷èíà m íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì èëè ãëóáèíîé
ìîäóëÿöèè âåëè÷èíû I. Â íàøåì ñëó÷àå

2 2

0 0 1
I a a+∼ , 0 1

2 2

0 1

2a a
m

a a
=

+
.

Ñèíóñîèäàëüíûå ðåøåòêè

Ïîëó÷èòü èç ïëîñêîé âîëíû âîëíó ñî ñëîæíûì
(áîãàòûì) ñïåêòðîì íåòðóäíî – íàäî íà ïóòè ïëîñêîé
âîëíû ïîñòàâèòü ïðåãðàäó, ñîçäàòü â ïðîñòðàíñòâå
ëþáóþ íåîäíîðîäíîñòü.

Åñëè ïðåãðàäà ïîãëîùàåò ñâåò (âîçìîæíî, ÷àñòè÷íî),
òî â ðàçíûõ ìåñòàõ áóäóò ðàçíûå àìïëèòóäû êîëåáà-
íèé, à ýòî óæå íå ñîâñåì ïëîñêàÿ âîëíà.

Åñëè ïðåïÿòñòâèå ïðîçðà÷íî, òî îíî â ðàçíûõ ìåñòàõ
ìîæåò, íàïðèìåð, èìåòü ðàçíûå ïîêàçàòåëè ïðåëîìëå-
íèÿ èëè (ïðè ïîñòîÿííîì ïîêàçàòåëå ïðåëîìëåíèÿ)
ðàçíóþ òîëùèíó. Â ëþáîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ôàçû
êîëåáàíèé çà ïðåïÿòñòâèåì ñòàíóò ðàçëè÷íûìè, ò.å.
ôðîíò âîëíû èñêàçèòñÿ, îíà ïåðåñòàíåò áûòü ïëîñêîé,
õîòÿ àìïëèòóäà êîëåáàíèé ìîæåò îñòàòüñÿ âñþäó îäíîé
è òîé æå.

Âîçìîæíà, êîíå÷íî, è êîìáèíàöèÿ èñêàæåíèé àìïëè-
òóäû è ôàçû – êîìáèíàöèÿ àìïëèòóäíîé è ôàçîâîé
ìîäóëÿöèé âîëíû.

Ìû ðàññìîòðèì ñïåöèôè÷åñêèé, íî øèðîêî ðàñïðî-
ñòðàíåííûé âèä ïðåïÿòñòâèé – ïëîñêèå òðàíñïàðàí-
òû. Ïëîñêàÿ ïëàñòèíêà, òîëùèíîé êîòîðîé ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü, â ðàçíûõ ìåñòàõ èìååò ðàçëè÷íûå êîýôôè-
öèåíòû ïðîïóñêàíèÿ, ïîýòîìó ïðè ïàäåíèè íà ïëàñòèí-
êó, íàïðèìåð, ïëîñêîé âîëíû, âîëíà íà âûõîäå â
ðàçíûõ òî÷êàõ áóäåò èìåòü ðàçëè÷íûå õàðàêòåðèñòèêè
– àìïëèòóäó, ôàçó.

Àìïëèòóäíàÿ ñèíóñîèäàëüíàÿ ðåøåòêà. Ñôîòîãðà-
ôèðóåì êàðòèíó èíòåðôåðåíöèè äâóõ âîëí, äëÿ ÷åãî
ïðîñòî ïîìåñòèì ôîòîïëàñòèíêó â ïëîñêîñòü È èëè â
ïëîñêîñòü Ï. Çàòåì ïðîÿâèì íåãàòèâ â òàêîì ðåæèìå,
÷òîáû àìïëèòóäíûé êîýôôèöèåíò ïðîïóñêàíèÿ áûë
ïðîïîðöèîíàëåí îñâåùåííîñòè äàííîé òî÷êè ïëàñòèí-
êè ïðè ýêñïîçèöèè. Çàìåòèì êñòàòè, ÷òî èìåííî òàê
îáû÷íî ïðîÿâëÿþò ãîëîãðàììû. Ìû ïîëó÷èì ñèíóñî-
èäàëüíóþ àìïëèòóäíóþ ðåøåòêó – êîýôôèöèåíò ïðî-
ïóñêàíèÿ çàâèñèò îò êîîðäèíàòû ïî ñèíóñîèäàëüíîìó
çàêîíó.

Òåïåðü ïîìåñòèì ïëàñòèíêó â ïëîñêîñòü Ï è îñâåòèì
ïëîñêîé âîëíîé. Ïî îïðåäåëåíèþ êîýôôèöèåíòà ïðî-
ïóñêàíèÿ àìïëèòóäà ñâåòîâîé âîëíû íà âûõîäå èç
ïëàñòèíêè ðàâíà àìïëèòóäå íà âõîäå, óìíîæåííîé íà
êîýôôèöèåíò ïðîïóñêàíèÿ. Äëÿ ïëîñêîé âîëíû àìïëè-
òóäà – êîíñòàíòà, è íà âûõîäå ìû ïîëó÷èì

( ) ( )0 1 cosA x A m xΩ= + .               (3)

Ýòî – âîëíà, àìïëèòóäà êîòîðîé ïðîìîäóëèðîâàíà ïî
ñèíóñîèäàëüíîìó çàêîíó. Ïðîñòðàíñòâåííûé ñïåêòð
òàêîé âîëíû ìîæíî âû÷èñëèòü, íî ìû ïîïðîáóåì
ïðîñòî óãàäàòü îòâåò.

Ïðåäñòàâèì, ÷òî íà íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü ïàäàþò òðè
ïëîñêèå âîëíû: îäíà – ñ àìïëèòóäîé à – ïàäàåò íà

ïëîñêîñòü ïî íîðìàëè, à äâå äðóãèå – êàæäàÿ ñ
àìïëèòóäîé ma/2 – ïàäàþò ïîä óãëàìè α+  è α- .
Ïóñòü â òî÷êå õ = 0 ôàçû òðåõ âîëí ñîâïàäàþò, ïðèìåì
èõ ðàâíûìè íóëþ.

Ôàçà ïåðâîé âîëíû áóäåò ðàâíà íóëþ âî âñåé ïëîñ-
êîñòè. À âîò ôàçû äâóõ íàêëîííûõ âîëí áóäóò ïðè
èçìåíåíèè êîîðäèíàòû õ ðàâíîìåðíî ìåíÿòüñÿ ñ îäèíà-
êîâûìè ñêîðîñòÿìè, íî â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëå-
íèÿõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà âåêòîðíîé äèàãðàììå ñòðå-
ëî÷êà, èçîáðàæàþùàÿ âîëíó à, áóäåò íåïîäâèæíîé, à
äâå îñòàëüíûå ñòðåëî÷êè, èçîáðàæàþùèå âîëíû ma/2,
ïî ìåðå ñìåùåíèÿ òî÷êè íàáëþäåíèÿ âäîëü îñè õ áóäóò
ñèììåòðè÷íî âðàùàòüñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû
(ðèñ.3,á). Ñóììàðíûé âåêòîð áóäåò èìåòü âñå âðåìÿ
îäíó è òó æå, ïî íàøåìó ñîãëàøåíèþ – íóëåâóþ, ôàçó,
à äëèíà åãî áóäåò ìåíÿòüñÿ ïî çàêîíó

( ) ( )1 cosA x a m xΩ= + .

Èòàê, íà âûõîäå ñèíóñîèäàëüíîé àìïëèòóäíîé ðå-
øåòêè ìû èìååì òðè âîëíû: îäíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
âäîëü îñè è äâå ïîä óãëàìè  ( )sin kα α α λ Λ Ω± ª = =
ê îñè. È äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû ïîñìîòðèì íà ôóðüå-
ïëîñêîñòü, êîãäà â ïëîñêîñòè Ï ðàçìåùåíà îñâåùåííàÿ
ïëîñêîé âîëíîé ñèíóñîèäàëüíàÿ àìïëèòóäíàÿ ðåøåò-
êà, ìû óâèäèì òðè ñâåòëûõ ïÿòíà. Ïî÷åìó ïîëó÷àþòñÿ
ïÿòíà, à íå òî÷êè, ìû óæå çíàåì.

Íå ñòðàííî ëè, ÷òî, èçãîòîâèâ ðåøåòêó ñ èñïîëüçîâà-
íèåì äâóõ âîëí, ìû ñ ïîìîùüþ ýòîé ðåøåòêè ïîëó÷àåì
òðè âîëíû? Äà íåò. Ôîòîïëàñòèíêà, êàê êâàäðàòè÷íûé
äåòåêòîð, ðåàãèðîâàëà íà èíòåíñèâíîñòü, ìîæíî ñêà-
çàòü íà àìïëèòóäó ñóììàðíîé âîëíû, à ôàçà íå èãðàëà
íèêàêîé ðîëè. Íî ðàñïðåäåëåíèå (1) èëè (2), à çíà÷èò,
è ïðîïóñêàíèå (3) áóäóò ïîëó÷åíû è òîãäà, êîãäà óãîë
ïàäåíèÿ íàêëîííîé âîëíû ðàâåí α+ , è òîãäà, êîãäà ìû
çàìåíèì ýòó âîëíó íà âîëíó ñ óãëîì ïàäåíèÿ α- .
Ïëàñòèíêà «çàáûëà», êàêàÿ âîëíà ïàäàëà íà íåå ïðè
ýêñïîçèöèè!

Ìåæäó ïðî÷èì, òî÷íî ïî ýòîé æå ïðè÷èíå îáû÷íàÿ
ãîëîãðàììà äàåò äâà èçîáðàæåíèÿ: ìíèìîå – òàì, ãäå
áûë ðàñïîëîæåí ïðè ýêñïîçèöèè ðåàëüíûé ïðåäìåò, è
äåéñòâèòåëüíîå – ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïëîñêî-
ñòè ãîëîãðàììû. Âïðî÷åì, ìû êàê ðàç è ïîëó÷èëè
ãîëîãðàììó ïëîñêîé âîëíû.

Ôàçîâàÿ ñèíóñîèäàëüíàÿ ðåøåòêà. Ìû ñ÷èòàëè,
÷òî â íà÷àëå êîîðäèíàò, ò.å. â òî÷êå õ = 0 (èëè 0x =¢ )
ôàçû òðåõ âîëí ñîâïàäàþò. À åñëè ýòî íå òàê? Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî â ýòîé òî÷êå ôàçû íàêëîííûõ âîëí îòëè÷à-
þòñÿ îò ôàçû íîðìàëüíîé âîëíû íà îäíó è òó æå
âåëè÷èíó, âûáåðåì åå ðàâíîé 2π . Îãîâîðèìñÿ, ÷òî
ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà àìïëèòóäû íàêëîííûõ âîëí
ìàëû, ò.å. 1m � .

Òî÷íî òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ïðè
ñìåùåíèè ïî îñè õ íà âåêòîðíîé äèàãðàììå ñòðåëî÷êà
à íåïîäâèæíà, à äâå ñòðåëî÷êè ma/2 âðàùàþòñÿ â
ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû. Ðåçóëüòàò ìîæíî ïîíÿòü
èç ðèñóíêà 3,â: ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿÿ ñâîåé äëèíû,
ðåçóëüòèðóþùèé âåêòîð «êà÷àåòñÿ», ìåíÿåò ôàçó. Åñëè,
êàê ìû äîãîâîðèëèñü, 1m � , òî ôàçà ìåíÿåòñÿ ìàëî è
åå èçìåíåíèå ïðîèñõîäèò ïî ñèíóñîèäàëüíîìó çàêîíó:

cosm xϕ Ωª .



Êàêîé òðàíñïàðàíò ìîæåò äàòü òàêîå ïîëå?
Ýòî ìîæåò áûòü ïðîçðà÷íàÿ ïëàñòèíêà, òîëùèíà

êîòîðîé, îñòàâàÿñü âñå âðåìÿ ìàëîé, ìåíÿåòñÿ âäîëü
îñè õ ïî ñèíóñîèäàëüíîìó çàêîíó. Èëè ýòî ìîæåò áûòü
ïëàñòèíêà ïîñòîÿííîé òîëùèíû ñ êîýôôèöèåíòîì ïðå-
ëîìëåíèÿ, ñèíóñîèäàëüíî èçìåíÿþùèìñÿ âäîëü îñè õ.
Òàêóþ ïëàñòèíêó ìîæíî èçãîòîâèòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. «Îòáåëèì» ôîòîïëàñòèíêó, íà êîòîðîé ìû ïîëó-
÷èëè àìïëèòóäíóþ ðåøåòêó. Ïðè îòáåëèâàíèè èç ýìóëü-
ñèè âûìûâàåòñÿ òî ñàìîå âûñâîáîäèâøååñÿ èç õèìè÷åñ-
êîãî ñîåäèíåíèÿ ñåðåáðî, êîòîðîå è ñîçäàåò èçîáðàæå-
íèå. Ñâÿçàííîå ñåðåáðî âûìûâàåòñÿ åùå â ïðîöåññå
ôèêñèðîâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ. Ïîñëå îòáåëèâàíèÿ ïëàñ-
òèíêà ñòàíîâèòñÿ ïðîçðà÷íîé, íî ïîêàçàòåëü ïðåëîìëå-
íèÿ îêàçûâàåòñÿ â ðàçíûõ òî÷êàõ ðàçíûì. Çíà÷èò, îò
òî÷êè ê òî÷êå ìåíÿåòñÿ íàáåã ôàçû, ïîëó÷àåìûé âîë-
íîé ïðè ïðîõîæäåíèè ïëàñòèíêè.

×òî æå ìû ïðè ýòîì óâèäèì? À íè÷åãî íå óâèäèì.
Ãëÿäÿ íà òàêóþ ïëàñòèíêó èëè íà åå èçîáðàæåíèå, ìû
óâèäèì ðàâíîìåðíî îñâåùåííóþ ïîâåðõíîñòü: âåäü
ãëàç íå ðåàãèðóåò íà ôàçó. À âîò â ñïåêòðàëüíîé
ïëîñêîñòè ìû, òàê æå, êàê è â ñëó÷àå àìïëèòóäíîé
ñèíóñîèäàëüíîé ïëàñòèíêè, óâèäèì òðè ïÿòíûøêà.

Îáñóäèì åùå íåìíîãî ñïåêòð ôàçîâîé ðåøåòêè. Ñòðîãî
ãîâîðÿ, åñëè èíòåðôåðèðóþò òðè âîëíû, ìîäóëü ñóì-
ìàðíîãî âåêòîðà äàæå ïðè 1m �  âñå æå ÷óòü-÷óòü
ìåíÿåòñÿ. Êîãäà ôàçîâûé óãîë äîñòèãàåò ìàêñèìóìà

0
ϕ , îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ìîäóëÿ âåêòîðà ðàâíî
ïðèìåðíî 2

2m . ×òîáû ïîñòàðàòüñÿ ñäåëàòü äëèíó
ïîñòîÿííîé, ìû äîëæíû äîáàâèòü åùå ïàðó âåêòîðîâ
äëèíîé 2

8m a , êîòîðûå áû ÷óòü óâåëè÷èâàëè äëèíó
ñóììàðíîãî âåêòîðà, êîãäà 0ϕ Æ , è óìåíüøàëè, êîãäà

0
ϕ ϕÆ ± . Ìîæíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî ýòè âåêòîðû äîëæíû
âðàùàòüñÿ âäâîå áûñòðåå, ÷åì «îñíîâíûå» ìîäóëèðóþ-
ùèå ôàçó âåêòîðû.

Ïîäðîáíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ â
òî÷íîñòè íåèçìåííîé äëèíû ñóììàðíîãî âåêòîðà, ò.å.
äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñòî ôàçîâîé ñòðóêòóðû, íàäî âçÿòü
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî äîáàâî÷íûõ âåêòîðîâ. Ñîîòâåòñòâåí-
íî, â ñïåêòðå ñòðîãî ôàçîâîé ðåøåòêè áóäåò ñîäåðæàòü-
ñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïðîñòðàíñòâåííûõ ãàðìîíèê.
Îäíàêî, åñëè ìû ïðèíÿëè óñëîâèå 1m � , êàæäûé
ñëåäóþùèé âåêòîð áóäåò âñå ìåíüøå è ìåíüøå. Ìû
ïðîñòî íå çàìåòèì â ôóðüå-ïëîñêîñòè áîëåå âûñîêèõ
ãàðìîíèê.

Íàîáîðîò, åñëè âîëí äåéñòâèòåëüíî òðè, ìû íå çàìå-
òèì èçìåíåíèé îñâåùåííîñòè. Òàê, íàïðèìåð, åñëè

0
0,1mϕ ª = , òî ãëóáèíà ìîäóëÿöèè àìïëèòóäû áóäåò

îêîëî 0,005 è îñâåùåííîñòè – ïðèìåðíî 0,01. Òàêèå
âàðèàöèè îñâåùåííîñòè ãëàç ïðîñòî íå çàìå÷àåò.

Íåâèäèìêà âèäåí!

Èòàê, ìû çíàåì, êàê ïîëó÷èòü ôàçîâóþ ðåøåòêó,
êàêîé ó íåå ñïåêòð: ìû ïîçíàêîìèëèñü ñ ïðîñòåéøèì
ôàçîâûì îáúåêòîì. Èñòîðèÿ, ïðàâäà, ðàçâèâàëàñü â
îáðàòíîì ïîðÿäêå. Ñíà÷àëà ïðèøëî îñîçíàíèå òîãî,
÷òî ñóùåñòâóþò äîñòàòî÷íî ñëîæíûå ïðîçðà÷íûå îáúåê-
òû, íàïðèìåð êëåòêè æèâîãî îðãàíèçìà. Çàòåì ïîíÿëè,
÷òî òàêîé îáúåêò ìîæåò èçìåíÿòü ñòðóêòóðó ïàäàþùåãî
íà íåãî ñâåòà. È íàêîíåö, êîãäà Àááå è Ðýëåé çàëîæèëè

îñíîâû ôóðüå-îïòèêè, ïðîÿñíèëèñü ïóòè âèçóàëèçàöèè
ôàçîâûõ îáúåêòîâ — êàê óâèäåòü êàðòèíêó, âàðèàöèè
èíòåíñèâíîñòè â êîòîðîé îòðàæàëè áû âàðèàöèè ôàçû
ñâåòîâîé âîëíû.

Âîò, ñêàæåì, ÷åëîâåê-íåâèäèìêà èç ðîìàíà Ãåðáåðòà
Óýëëñà. Ïîâåðèì íà ìèíóòó, ÷òî îí ñòàë ïðîçðà÷íûì.
Íî âñå æå îí èç ÷åãî-òî ñîñòîèò, ïîêàçàòåëü ïðåëîìëå-
íèÿ òêàíåé åãî îðãàíèçìà íå òàêîé, êàê ó âîçäóõà. Îí
èçìåíÿåò õîòÿ áû ôàçîâóþ ñòðóêòóðó ïàäàþùåãî íà
íåãî ñâåòà. Íåëüçÿ ëè ýòî óâèäåòü?

Îñâåòèì òî ìåñòî, ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå íåâè-
äèìêè, ïëîñêîé âîëíîé, à ïîòîì ïîñìîòðèì, ÷òî ïîëó-
÷èòñÿ â ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè ëèíçû, ñîáèðàþùåé ýòîò
ñâåò. Åñëè ìåæäó îñâåòèòåëåì è ëèíçîé íè÷åãî íåò, òî
ïîÿâèòñÿ îäíî ïÿòíî, à åñëè ÷òî-òî åñòü, ïóñòü äàæå
ïðîçðà÷íîå, òî ïðîñòðàíñòâåííûé ñïåêòð áóäåò áîëåå
ñëîæíûì, áîëåå áîãàòûì.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òî-òî ìû çàìåòèëè. Íî íåëüçÿ ëè
ðàçãëÿäåòü, ÷òî èìåííî? Ïðèäóìàíî íåìàëî ñïîñîáîâ,
êàê ýòî ñäåëàòü. Íåêîòîðûå èç íèõ áûëè îòêðûòû
ýìïèðè÷åñêè äàæå äî ðàáîò Àááå. Âîò íåñêîëüêî ïðè-
ìåðîâ.

Ìåòîä òåìíîãî ïîëÿ (Òåïëåð, 1867 ã.). Çàãîðîäèì
ìàëåíüêèì íåïðîçðà÷íûì ýêðàí÷èêîì â ôóðüå-ïëîñêî-
ñòè íóëåâîé ìàêñèìóì – êðàñíîå ïÿòíûøêî íà ðèñóíêå
2. Òåì ñàìûì èç âåêòîðíîé äèàãðàììû ðèñóíêà 3,â ìû

èçûìàåì âåêòîð a
�

, ñîîòâåòñòâóþùèé âîëíå, ïàäàþùåé
íà ïëîñêîñòü èçîáðàæåíèé È ïî íîðìàëè. Ýòà âîëíà, â
îñîáåííîñòè ïðè ìàëîé ìîäóëÿöèè ôàçû, çàìåòíî ìîù-
íåå äàæå ñóììû îñòàëüíûõ, ïîýòîìó ñðåäíÿÿ îñâåùåí-
íîñòü ðåçêî ïàäàåò – îòñþäà è íàçâàíèå ìåòîäà.

Íî âàæíåå äðóãîå. Òåïåðü íà ïëîñêîñòü èçîáðàæåíèé
ïàäàþò òîëüêî äâå âîëíû, à ýòî çíà÷èò, ÷òî âäîëü
êîîðäèíàòû õ áóäåò ìåíÿòüñÿ îñâåùåííîñòü – ìû
óâèäåëè íåâèäèìêó.

Íî îñîáåííî ðàäîâàòüñÿ íå ïðèõîäèòñÿ. Ýòè âîëíû
ñîñòàâëÿþò äðóã ñ äðóãîì óãîë 2α , ïåðèîä èçìåíåíèÿ
èíòåíñèâíîñòè âäâîå ìåíüøå, ÷åì ïåðèîä èçìåíåíèÿ
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Ðèñ.4. Âîëíû â æèäêîñòè çà äâèæóùèìñÿ öèëèíäðîì (ìåòîä òåìíî-
ãî ïîëÿ). Àâòîð áëàãîäàðèò çà ñíèìîê Â.Ìîæàåâà è À.Øåðîíîâà
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ôàçû. Åñëè ìû çíàåì, ÷òî ðå÷ü èäåò î ñèíóñîèäàëüíîé
ðåøåòêå, ýòî ñîâñåì íåñëîæíî ó÷åñòü. Íî åñëè ñòðóêòó-
ðà îáúåêòà ñëîæíàÿ, ñïåêòð áîãàòûé, òî âàðèàöèè
èíòåíñèâíîñòè áóäóò íå î÷åíü-òî ïîõîæè íà êàðòèíó
âàðèàöèé ôàçû. Ìû çàìåòèì ÷òî-òî, íàâåðíîå, óâèäèì
êîíòóðû îáúåêòà, ðàçãëÿäåòü æå åãî ïîäðîáíî íàì âðÿä
ëè óäàñòñÿ.

Âïðî÷åì, íå òîëüêî ñàìûå ïðîñòûå îáúåêòû ïîñèëü-
íû ìåòîäó òåìíîãî ïîëÿ. Øèðîêîå ïðèìåíåíèå îí
íàõîäèò äî ñèõ ïîð, íàïðèìåð, â ãèäðîàýðîìåõàíèêå.
Ïðè îáòåêàíèè ïðåãðàäû èëè ïðè íàëè÷èè òåïëîâîé
êîíâåêöèè â æèäêîñòÿõ è ãàçàõ âîçíèêàþò âàðèàöèè
ïëîòíîñòè, âàðèàöèè êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ.

Íà ðèñóíêå 4 ïðåäñòàâëåíà ôîòîãðàôèÿ, ïîëó÷åí-
íàÿ ìåòîäîì òåìíîãî ïîëÿ. Îíà ïîçâîëÿåò âûÿâèòü
ìíîãèå äåòàëè ñòðîåíèÿ ïîòîêîâ, íå âèäèìûå íà îáû÷-
íîì ñíèìêå.

Íîæ Ôóêî. Ýòî èñòîðè÷åñêè ïåðâûé (1859 ã.) ìåòîä
íàáëþäåíèÿ ôàçîâûõ îáúåêòîâ. Äàâàéòå çàãîðîäèì íå
öåíòðàëüíûé ìàêñèìóì, à îäèí èç áîêîâûõ. Òîãäà íà
ðèñóíêå 3,â îñòàåòñÿ íåïîäâèæíûé âåêòîð è òîëüêî
îäèí âðàùàþùèéñÿ. Îïÿòü äâå âîëíû, îïÿòü âàðèàöèè
àìïëèòóäû, âàðèàöèè îñâåùåííîñòè, íî òåïåðü îíè
ïðîèñõîäÿò èìåííî ñ òåì ïåðèîäîì, ñ êàêèì ìåíÿåòñÿ
ôàçà.

Ìîæíî çàîäíî «îòðåçàòü» è ÷àñòü ãëàâíîãî ìàêñèìó-
ìà: ïðè ìàëîé âåëè÷èíå m ýòî ïîäðàâíÿåò èíòåíñèâíî-
ñòè äâóõ îñòàâøèõñÿ âîëí è òåì ñàìûì ïîâûñèò êîíòðà-
ñòíîñòü êàðòèíû. Â ñèòóàöèÿõ ñ áîëåå áîãàòûì ñïåêò-
ðîì ïîäîáíîå ïðîèñõîäèò, ìîæíî ñêàçàòü, àâòîìàòè-
÷åñêè – çàãîðàæèâàþò ïîëîâèíó ñïåêòðà.

Äâà ðàññìîòðåííûõ ìåòîäà ïîÿñíÿþò ïðîèñõîæäå-
íèå òåðìèíà «îïòè÷åñêàÿ ôèëüòðàöèÿ», êîòîðûé èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îïåðàöèé, ïðîèçâîäèìûõ
â ôóðüå-ïëîñêîñòè: ìû äåéñòâèòåëüíî ôèëüòðîâàëè
ñïåêòð – ÷òî-òî óáèðàëè, ÷òî-òî ïðîïóñêàëè. Íî òåì
æå òåðìèíîì îáîçíà÷àþòñÿ è äðóãèå îïåðàöèè, êàêèì-
òî îáðàçîì ïðåîáðàçóþùèå îòäåëüíûå êîìïîíåíòû
ñïåêòðà.

Ìåòîä ôàçîâîãî êîíòðàñòà. Êàðòèíû, ïîëó÷åííûå
ïðè èñïîëüçîâàíèè íîæà Ôóêî èëè ìåòîäà òåìíîãî
ïîëÿ, íåàäåêâàòíî ïåðåäàþò êàðòèíó âàðèàöèé ôàçû.
Êðîìå òîãî, òåðÿåòñÿ ìíîãî ñâåòà. Âîçìîæíî, â êàêèõ-
òî ñëó÷àÿõ ïîñëåäíåå äàæå ïîëåçíî. Íî âîò â ìèêðîñêî-
ïèè, ãäå îñâåùåííîñòü ÷àñòî è áåç òîãî ìàëà, õîòåëîñü
áû èñïîëüçîâàòü âåñü ñâåò.

Ýòîãî äîáèëñÿ Ô.Öåðíèêå. Ðàçðàáîòàâ ìåòîä ôàçîâî-
ãî êîíòðàñòà (1934 ã.), îí íà åãî îñíîâå ñîçäàë òàê
íàçûâàåìûé ôàçîêîíòðàñòíûé ìèêðîñêîï (1935 ã.),
çà ÷òî â 1953 ãîäó áûë óäîñòîåí Íîáåëåâñêîé ïðåìèè.

Öåðíèêå ïðåäëîæèë «ïîâåðíóòü» âåêòîð a
�

 íà 2π .
Òîãäà ìû îò äèàãðàììû ðèñóíêà 3,â äîëæíû âîçâðà-
òèòüñÿ ê ðèñóíêó 3,á. Äëÿ ýòîãî íàäî çàãîðîäèòü
íóëåâîé ìàêñèìóì â ôóðüå-ïëîñêîñòè ïðîçðà÷íîé ïëà-
ñòèíêîé, à òîëùèíó ïëàñòèíêè âûáðàòü òàêîé, ÷òîáû

îíà âíîñèëà äîïîëíèòåëüíóþ ðàçíîñòü õîäà λ 4 , ò.å.

äàâàëà ñäâèã ôàç 2π . Ìîæíî, êîíå÷íî, ÷òîáû ðàç-

íîñòü õîäà ñîñòàâëÿëà ( )1 2 2n λ+ , à, çíà÷èò, ðàçíîñòü

ôàç ( )1 2n π+ . Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ âåêòîð a
�

 ïîâåð-

Ðèñ.5. Ìèêðîôîòîãðàôèè êëåòêè æèâîãî îðãàíèçìà: à) îáû÷íàÿ;
á) ôàçîêîíòðàñòíàÿ

íåòñÿ íà 90°. Ôàçîâàÿ ìîäóëÿöèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â
àìïëèòóäíóþ áåç èñêàæåíèé è áåç ïîòåðü ñâåòà.

Íàêîíåö-òî ìû ïî-íàñòîÿùåìó óâèäåëè íåâèäèìêó!
Íà ðèñóíêå 5 ïðèâåäåíû äâå ìèêðîôîòîãðàôèè êëåò-

êè. Êîíå÷íî, êîå-÷òî âèäíî è ïðè îáû÷íîì ôîòîãðàôè-
ðîâàíèè. Íî ôàçîêîíòðàñòíûé ñíèìîê ïîçâîëÿåò óâè-
äåòü íàìíîãî áîëüøå äåòàëåé êëåòêè.

Ìåòîä ðàñôîêóñèðîâêè. Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì
ìåòîä, â êîòîðîì âîîáùå íå èñïîëüçóþòñÿ îïåðàöèè ñî
ñïåêòðîì, íî êîòîðûé òîæå îñíîâàí íà èäåÿõ ôóðüå-
îïòèêè.

Îòîéäåì íåìíîãî îò ïëîñêîñòè èçîáðàæåíèé. Ðàñ-
ïðîñòðàíÿþùèåñÿ äàëüøå ïëîñêèå âîëíû ïîëó÷àþò
äîïîëíèòåëüíûé ñäâèã ôàç, è, ÷òî äëÿ íàñ ñàìîå
âàæíîå, ýòîò ñäâèã ôàç ðàçëè÷åí äëÿ âîëí ðàçíûõ
íàïðàâëåíèé.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ôàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ â
òî÷êàõ íà îñè, îòñòîÿùèõ íà zΔ  (ñì. ðèñ.1). Èìåííî íà
ýòî ðàññòîÿíèå óäàëåíû äðóã îò äðóãà ñîîòâåòñòâóþùèå
âîëíîâûå ôðîíòû äëÿ íîðìàëüíî ïàäàþùåé âîëíû. À
äëÿ íàêëîííîé âîëíû (êàê âèäíî èç òîãî æå ðèñóíêà)
ðàññòîÿíèå ìåæäó ôðîíòàìè ðàâíî òîëüêî coszΔ α .

Åñëè â ïëîñêîñòè È íàêëîííûå âîëíû, íàïðèìåð,
îòñòàþò îò íîðìàëüíîé âîëíû ïî ôàçå íà 2π  è ìû
èìååì êàðòèíó ôàçîâîé ìîäóëÿöèè, òî íà íåêîòîðîì
ðàññòîÿíèè zΔ  îò ýòîé ïëîñêîñòè, òàêîì, ÷òî

( )1 cos 4zΔ α λ- = , âñå âîëíû (íà îñè) îêàæóòñÿ â
îäíîé ôàçå, è ïîëó÷èòñÿ êàðòèíà àìïëèòóäíîé ìîäóëÿ-
öèè. Êîíå÷íî, ìîæíî â êà÷åñòâå èñõîäíîé ïëîñêîñòè
âçÿòü íå È, à ñàìó ïëîñêîñòü Ï, ò.å. ïðîñòî ãëÿäåòü íå
íà ïëàñòèíêó, à íà íåñêîëüêî óäàëåííóþ îò íåå ïëîñ-
êîñòü.

Åñëè æå ( )1 coszΔ α-  ðàâíî λ  èëè ëþáîìó öåëîìó
÷èñëó äëèí âîëí λn , òî ôàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ áóäóò
òî÷íî òàêèìè æå, êàêèìè îíè áûëè â ïëîñêîñòè èçîá-
ðàæåíèé. À ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû óâèäèì òî÷íî òàêóþ
æå êàðòèíó: åñëè â ïëîñêîñòè èçîáðàæåíèé áûëà
ôàçîâàÿ êàðòèíêà, òî è â ýòèõ ïëîñêîñòÿõ îíà áóäåò
ôàçîâîé, åñëè áûëà àìïëèòóäíîé – è áóäåò àìïëè-
òóäíîé. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî íà íåêîòîðûõ ðàññòîÿíèÿõ
îò òàêîãî ïðåäìåòà (èëè åãî èçîáðàæåíèÿ) «ñàìî
ñîáîé», áåç êàêèõ-ëèáî îïòè÷åñêèõ èíñòðóìåíòîâ,
âíîâü ïîëó÷àåòñÿ èçîáðàæåíèå.

Íî ýòî, êàê ãîâîðèòñÿ, óæå äðóãàÿ èñòîðèÿ.

à) á)
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Äåííèñ Ãàáîð
À.ÂÀÑÈËÜÅÂ

È
ÇÎÁÐÅÒÀÒÅËÜ ÃÎËÎÃÐÀÔÈÈ, ÀÍÃËÈÉÑÊÈÉ
ôèçèê   âåíãåðñêîãî   ïðîèñõîæäåíèÿ   Äåííèñ
(Äåíåø) Ãàáîð (1900–1979) ðîäèëñÿ â Áóäà-

ïåøòå è óâëåêñÿ îïòè÷åñêèìè èññëåäîâàíèÿìè åùå â
øêîëå. Èç ïðî÷èòàííîãî èì ñàìîñòîÿòåëüíî ïî ôèçèêå
åãî îñîáåííî çàèíòåðåñîâàëà òåîðèÿ ìèêðîñêîïà Àááå è
ìåòîä öâåòíîé ôîòîãðàôèè Ëèïìàíà. Âìåñòå ñî ñâîèì
áðàòîì Äåííèñ ïîñòðîèë äîìà íåáîëüøóþ ôèçè÷åñêóþ
ëàáîðàòîðèþ è ïðîâîäèë îïûòû ïî àêòóàëüíûì â
íà÷àëå XX âåêà íàïðàâëåíèÿì.

Â 1924 ãîäó Ãàáîð ïîëó÷èë äèïëîì èíæåíåðà â
Âûñøåé òåõíè÷åñêîé øêîëå Áåðëèíà, à åùå ÷åðåç òðè
ãîäà òàì æå çàùèòèë äèññåðòàöèþ. Â ýòè ãîäû ôèçèêà
â Ãåðìàíèè è, â ÷àñòíîñòè, â Áåðëèíñêîì óíèâåðñèòåòå
äîñòèãëà ñâîåãî àïîãåÿ. Çäåñü îäíîâðåìåííî ðàáîòàëè
Ýéíøòåéí, Ïëàíê, Íåðíñò è Ëàóý. Â 1927 ãîäó Ãàáîð
ïîñòóïèë íà ôèðìó «Ñèìåíñ» è ñäåëàë ñâîå ïåðâîå
êðóïíîå èçîáðåòåíèå – ñîçäàííàÿ èì êâàðöåâàÿ ðòóò-
íàÿ ëàìïà øèðîêî èñïîëüçîâàëàñü äëÿ óëè÷íîãî îñâå-
ùåíèÿ.

Â 1933 ãîäó, ñ ïðèõîäîì Ãèòëåðà ê âëàñòè, Ãàáîð
óåõàë ñíà÷àëà â Âåíãðèþ, à çàòåì â Àíãëèþ. Çäåñü îí
òàêæå ðàáîòàë â ïðîìûøëåííîé êîìïàíèè è ïðîäîë-
æàë ñâîè íàó÷íûå èçûñêàíèÿ. Â 1947 ãîäó Ãàáîð
ïðèäóìàë, à åùå ÷åðåç ãîä ïðîâåë ïåðâûå ýêñïåðèìåí-
òû ïî ãîëîãðàôèè, íàçûâàâøåéñÿ òîãäà «ðåêîíñòðóê-
öèåé âîëíîâîãî ôðîíòà». Îäíàêî ýòè ðàáîòû èç-çà
îòñóòñòâèÿ èñòî÷íèêîâ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ
íà äâàäöàòü ëåò îïåðåäèëè ñâîå âðåìÿ è íå ïðèâåëè ê
ñîçäàíèþ ãîëîãðàìì. Ýòî ñòàëî âîçìîæíûì ëèøü ñ
èçîáðåòåíèåì è âíåäðåíèåì ëàçåðà.

Â 1949 ãîäó Ãàáîð ïåðåøåë â Èìïåðñêèé êîëëåäæ
íàóêè è òåõíîëîãèè â Ëîíäîíå, ãäå ïðîðàáîòàë äî
ñâîåãî óõîäà íà ïåíñèþ â 1967 ãîäó. Çäåñü îí ðàçðàáî-
òàë ãîëîãðàôè÷åñêèé ìèêðîñêîï, ïëîñêóþ öâåòíóþ
òåëåâèçèîííóþ òðóáêó è èçîáðåë òåðìîèîííûé êîíâåð-
òåð. Òåîðåòè÷åñêèå ðàáîòû Ãàáîðà ýòîãî ïåðèîäà âêëþ-
÷àëè ðàñ÷åòû ïî òåîðèè êîììóíèêàöèè, òåîðèè ïëàçìû
è òåîðèè òåðìîÿäåðíîãî ñèíòåçà. Ïîñëåäíÿÿ èç íèõ
ïðåäïîëàãàëà ñõåìó, â êîòîðîé âûñîêîòåìïåðàòóðíàÿ
ïëàçìà ñîçäàâàëàñü 1000-àìïåðíûì ðàçðÿäîì â ïîòîêå,
ñêîðîñòü êîòîðîãî ïðåâîñõîäèëà ñêîðîñòü ôîðìèðîâà-
íèÿ ìíîãî÷èñëåííûõ íåñòàáèëüíîñòåé. Ê ñ÷àñòüþ, îäíà
íåñòàáèëüíàÿ ìîäà âñåãäà îñòàâàëàñü, òàê ÷òî íå ïðè-
øëîñü òðàòèòü äåíüãè íà ïðîâåðêó ýòîé ãèïîòåçû.

Ê êîíöó æèçíè Ãàáîð óâëåêñÿ ôóòóðèñòè÷åñêèìè
èçûñêàíèÿìè è ìíîãî çàíèìàëñÿ ïðåîäîëåíèåì ðàçðû-
âà ìåæäó âûñîêèìè òåõíîëîãèÿìè è ñîöèàëüíûìè
èíñòèòóòàìè. Ñâîè èäåè â ýòîé îáëàñòè Ãàáîð èçëîæèë
â ìîíîãðàôèÿõ «Èçîáðåòàÿ áóäóùåå», «Èííîâàöèè» è
«Çðåëîå îáùåñòâî».

Â 1971 ãîäó Äåííèñ Ãàáîð áûë óäîñòîåí Íîáåëåâñêîé
ïðåìèè ïî ôèçèêå çà îòêðûòèå ãîëîãðàôèè.

Ñîáñòâåííî ãîëîãðàììà, êàê ñèñòåìà òðåõìåðíîé
ëèøåííîé ëèíç ôîòîãðàôèè, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà,
íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáúåêò ôîòîãðàôèðî-
âàíèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ â àáñîëþòíî òåìíîé êîìíàòå íà
ñòîëå, çàùèùåííîì îò âèáðàöèè (ñìåùåíèå äàæå íà
ïîëîâèíó äëèíû âîëíû âèäèìîãî ñâåòà ïðèâåäåò ê
ðàçìûòîñòè èçîáðàæåíèÿ íà ïëåíêå). Ïðè ñíÿòèè ãî-
ëîãðàììû ïîòîê ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ ðàñùåïëÿåòñÿ íà
äâà ëó÷à. Îäèí èç íèõ – îïîðíûé – íàïðàâëÿåòñÿ ÷åðåç
äèôôóçîð íà ãîëîãðàôè÷åñêóþ ïëåíêó, òàê ÷òî îíà
îêàçûâàåòñÿ îñâåùåííîé ðàâíîìåðíî è ïîëíîñòüþ.
Âòîðîé ëó÷, òàêæå ÷åðåç äèôôóçîð, íàïðàâëÿåòñÿ íà
îáúåêò ñúåìêè è ïîñëå îòðàæåíèÿ ïîïàäàåò íà ïëåíêó.
Îòðàæåííûé ëó÷ íåñåò èíôîðìàöèþ î ïîëîæåíèè,
ðàçìåðàõ, ôîðìå è òåêñòóðå îáúåêòà. Íàêëàäûâàÿñü íà
îïîðíûé ëó÷ íà ïëåíêå, îí îáðàçóåò èíòåðôåðåíöèîí-
íóþ êàðòèíó, êîòîðàÿ çàïèñûâàåòñÿ ñâåòî÷óâñòâèòåëü-
íîé ýìóëüñèåé.

Â êà÷åñòâå ïëåíîê è ðåàêòèâîâ äëÿ ãîëîãðàìì, â
ïðèíöèïå, èñïîëüçóþòñÿ òå æå ìàòåðèàëû, ÷òî è â
îáû÷íîé ôîòîãðàôèè. Ïîñëå ïðîÿâëåíèÿ ïëåíêè ãîëîã-
ðàììà îñâåùàåòñÿ ïîä òåì æå óãëîì, ïîä êîòîðûì áûë
íàïðàâëåí îïîðíûé ëó÷ âî âðåìÿ ñúåìêè. Äëÿ îñâåùå-
íèÿ è ïîëó÷åíèÿ òðåõìåðíîãî èçîáðàæåíèÿ òåïåðü

(Ïðîäîëæåíèå ñì. íà ñ. 23)
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Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåíòà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå  â
íåì çàäà÷è  íåñòàíäàðòíû, íî  äëÿ  èõ ðåøåíèÿ íå òðåáóåòñÿ çíàíèé, âûõîäÿùèõ  çà ðàìêè  øêîëüíîé
ïðîãðàììû. Íàèáîëåå òðóäíûå çàäà÷è îòìå÷àþòñÿ çâåçäî÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ìû
îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëîæèë. Ðàçóìååòñÿ, íå âñå ýòè  çàäà÷è ïóáëèêóþòñÿ âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ýòîãî íîìåðà ñëåäóåò îòïðàâëÿòü íå ïîçäíåå 1 îêòÿáðÿ 2006 ãîäà ïî àäðåñó:
119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò». Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ðàçíûõ íîìåðîâ æóðíàëà èëè
ïî ðàçíûì ïðåäìåòàì (ìàòåìàòèêå è ôèçèêå) ïðèñûëàéòå â ðàçíûõ êîíâåðòàõ. Íà êîíâåðòå â ãðàôå
«Êîìó» íàïèøèòå: «Çàäà÷íèê «Êâàíòà» ¹4–2006» è íîìåðà çàäà÷, ðåøåíèÿ êîòîðûõ Âû ïîñûëàåòå,
íàïðèìåð «Ì2006» èëè «Ô2013». Â ãðàôå «Îò êîãî» ôàìèëèþ è èìÿ ïðîñèì ïèñàòü ðàçáîð÷èâî.
Â ïèñüìî âëîæèòå êîíâåðò ñ íàïèñàííûì íà íåì Âàøèì àäðåñîì è íåîáõîäèìûé íàáîð ìàðîê (â
ýòîì êîíâåðòå Âû ïîëó÷èòå ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè ðåøåíèé).

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äëÿ ïóáëèêàöèè, ïðèñûëàéòå â îòäåëü-
íîì êîíâåðòå â äâóõ  ýêçåìïëÿðàõ âìåñòå ñ Âàøèì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è (íà êîíâåðòå ïîìåòüòå:
«Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ôèçèêå» èëè «Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ìàòåìà-
òèêå»).

Â íà÷àëå êàæäîãî ïèñüìà ïðîñèì óêàçûâàòü íîìåð øêîëû è êëàññ, â êîòîðîì Âû ó÷èòåñü.
Çàäà÷è Ì2006 è M2009 ïðåäëàãàëèñü íà XXXII Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäå øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå. Çàäà÷à M2008 ïðåäëàãàëàñü íà ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäå ÔÌË 239 Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãà.

Çàäà÷è Ô2013–Ô2017 ïðåäëàãàëèñü íà Ìîñêîâñêîé ôèçè÷åñêîé îëèìïèàäå ýòîãî ãîäà.

Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Ç À Ä À × Í È Ê  « Ê Â À Í Ò À »

Çàäà÷è Ì2006–Ì2010, Ô2013–Ô2017

Ì2006. Ãðàôèê ëèíåéíîé ôóíêöèè êàñàåòñÿ ãðàôèêà
êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ( )y f x= , à ãðàôèê êâàäðàòà
ýòîé ëèíåéíîé ôóíêöèè ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà ôóíê-
öèè ( )y f x=  ñäâèãîì âíèç íà âåëè÷èíó p. Íàéäèòå p.

Í.Àãàõàíîâ

Ì2007. ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD îïèñàí îêîëî îêðóæ-
íîñòè ñ öåíòðîì I. Íà îòðåçêàõ AI è IC âûáðàíû òî÷êè

M è N ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî 
1

2
MBN ABC– = – .

Äîêàæèòå, ÷òî 
1

2
MDN ADC– = – .

Ë.Åìåëüÿíîâ

Ì2008. Íàçîâåì äåëèòåëü ÷èñëà n ìàëåíüêèì, åñëè îí
íå ïðåâîñõîäèò n/10000, è áîëüøèì – â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå. Êîíå÷íî ëè ìíîæåñòâî ÷èñåë, ó êîòîðûõ ïðî-
èçâåäåíèå âñåõ áîëüøèõ äåëèòåëåé, îòëè÷íûõ îò ñàìî-
ãî ÷èñëà, ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ âñåõ ìàëåíüêèõ?

À.Ãîëîâàíîâ

Ì2009. Äàíû  n > 1 ïðèâåäåííûõ êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëå-

íîâ 2 2

1 1
, , n nx a x b x a x b- + - +… , ïðè÷åì âñå 2n ÷èñåë

1 1
, , , , ,n na a b b… …  ðàçëè÷íû. Ìîæåò ëè ñëó÷èòüñÿ, ÷òî

êàæäîå èç ÷èñåë 
1 1
, , , , ,n na a b b… …  ÿâëÿåòñÿ êîðíåì

îäíîãî èç ýòèõ òðåõ÷ëåíîâ?
À.Áàäçÿí

M2010*. Äëÿ  íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m è n îáîçíà÷èì
÷åðåç ( ),F m n  êîëè÷åñòâî âñåõ ñâÿçíûõ êëåòî÷íûõ
ôèãóð â ïðÿìîóãîëüíèêå m n¥ . Äîêàæèòå, ÷òî ÷åò-

íîñòü ÷èñëà ( ),F m n  ñîâïàäàåò ñ ÷åòíîñòüþ ÷èñëà

( ) ( )1 1

2 2

n n m m+ +
◊ . (Ñâÿçíàÿ êëåòî÷íàÿ ôèãóðà – ýòî

òàêîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî êëåòîê, ÷òî èç ëþáîé êëåò-
êè ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæíî ïðîéòè â ëþáóþ äðóãóþ
êëåòêó ýòîãî ìíîæåñòâà ïî êëåòêàì ýòîãî ìíîæåñòâà,
ïåðåõîäÿ êàæäûé ðàç â ñîñåäíþþ ïî ñòîðîíå êëåòêó.)

À.Áàäçÿí
Ô2013. Íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ñèäèò ëÿãóøêà.
Íàâñòðå÷ó åé èçäàëåêà êàòèòñÿ áàðàáàí ðàäèóñîì R.
Öåíòð áàðàáàíà äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v. Ñ êàêîé
íàèìåíüøåé ñêîðîñòüþ äîëæíà ïîäïðûãíóòü ëÿãóøêà,
÷òîáû ïåðåïðûãíóòü áàðàáàí, ñëåãêà êîñíóâøèñü åãî
òîëüêî â âåðõíåé òî÷êå? Ðàçìåðàìè ëÿãóøêè ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü.

Ì.Ðîìàøêà

Ô2014. Â ñèñòåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 1, ìàññû
âñåõ òðåõ ãðóçîâ îäèíàêîâû è ðàâíû m. Íèòü, ñîåäèíÿ-
þùàÿ ãðóçû 1 è 2, íåâåñî-
ìà è íåðàñòÿæèìà; åå ó÷à-
ñòêè, íå ëåæàùèå íà áëî-
êàõ, âåðòèêàëüíû èëè ãî-
ðèçîíòàëüíû; áëîêè íåâå-
ñîìû; òðåíèÿ íåò. Ãðóç 3
äâèæåòñÿ ïî ãîðèçîíòàëü-
íîé ïëîñêîñòè íå îïðîêè-
äûâàÿñü. Íàéäèòå óñêîðå-
íèÿ âñåõ òðåõ ãðóçîâ. Óñ-
êîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ðàâíî g.

Ì.Ñåìåíîâ

Ô2015. Íàéäèòå ñîïðîòèâëåíèå ìåæäó êëåììàìè À è Â
öåïè, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 2 è ñîñòîÿùåé èç

Ðèñ. 1



áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà îäèíàêîâûõ ðåçèñòîðîâ ñ ñîïðî-
òèâëåíèåì R êàæäûé.

Ä.Õàðàáàäçå

Ô2016. Âî âñåõ òî÷êàõ êðèâîé À, èçîáðàæåííîé íà
ðèñóíêå 3, ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñîçäàííîãî

íåïîäâèæíûìè òî÷å÷-
íûìè çàðÿäàìè 1

q =
4 …jë=  è 

2
1 …jëq = ,

ðàâåí 900 bϕ = . Îï-
ðåäåëèòå ðàññòîÿíèå l
ìåæäó çàðÿäàìè. Ïîñòî-
ÿííàÿ â çàêîíå Êóëîíà

9 2 2
9 10  m ì jëk = ◊ ◊ .

È.Ãîðáàòûé

Ô2017. Â âîäó ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ 
"

n  ÷àñòè÷-
íî ïîãðóæåíà òîíêàÿ ñòåêëÿííàÿ ïëîñêîâûïóêëàÿ ëèí-
çà, ïðè÷åì åå ïëîñêàÿ ñòîðîíà ãîðèçîíòàëüíà è íàõî-

äèòñÿ ïîä âîäîé, à
òîëùèíà ëèíçû Í
(ðèñ.4). Íà ýòó ñèñ-
òåìó âåðòèêàëüíî ïà-
äàåò ïàðàëëåëüíûé
ïó÷îê ñâåòà. Íà ãëó-
áèíàõ l è L > l â âîäå
âîçíèêàþò äâà îäè-

íàêîâî ÿðêèõ èçîáðàæåíèÿ. Êàêîâû ðàäèóñ R âûïóê-
ëîé ïîâåðõíîñòè ëèíçû, ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ n
ìàòåðèàëà ëèíçû è ãëóáèíà h åå ïîãðóæåíèÿ â âîäó?
Îòðàæåíèåì ñâåòà îò âîäû è îò ëèíçû, à òàêæå
ïîãëîùåíèåì ñâåòà ïðåíåáðå÷ü.

Ñ.Âàðëàìîâ, Ì.Ñåìåíîâ

Ðèñ. 2

Ðèñ. 4

Ðèñ. 3

Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì1981–Ì1990, Ô1998–Ô2002

M1981. Â êëåòêàõ òàáëèöû 11 11¥  ðàññòàâëåíû âñå
íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 121. Äèìà ïîñ÷èòàë
ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå, à Ñàøà – ïðîèç-
âåäåíèå ÷èñåë â êàæäîì ñòîëáöå. Ìîãëè ëè îíè
ïîëó÷èòü îäèíàêîâûå íàáîðû èç 11 ÷èñåë?

Îòâåò: íå ìîãëè.
Èç 13 ÷èñåë 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107,
109, 113 (ýòî ïðîñòûå ÷èñëà èç ïðîìåæóòêà [61;121])
íàéäóòñÿ äâà ÷èñëà p è q, ðàñïîëîæåííûå â îäíîé
ñòðîêå. Çíà÷èò, â íàáîðå ÷èñåë Äèìû åñòü ÷èñëî A
(ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë ýòîé ñòðîêè), êîòîðîå äåëèòñÿ íà
pq. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñòîë-
áåö (à èìåííî, ñòîëáåö, ñîäåðæàùèé ÷èñëî p), ïðîèç-
âåäåíèå ÷èñåë êîòîðîãî äåëèòñÿ íà p. Íî â ýòîì ñòîëáöå
íåò ÷èñëà q, ïîýòîìó â íàáîðå ÷èñåë Ñàøè îòñóòñòâóåò
÷èñëî A.

Ñ.Áåðëîâ

M1982. Íà ýêðàíå íàïèñàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Êàæ-
äóþ ñåêóíäó ê íàïèñàííîìó â äàííûé ìîìåíò ÷èñëó

ïðèáàâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå öèôð åãî äåñÿòè÷íîé çà-
ïèñè. Äîêàæèòå, ÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà
÷èñëî íà ýêðàíå íå áóäåò èçìåíÿòüñÿ.

Ñíà÷àëà äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó: íàéäåòñÿ òàêîå
íàòóðàëüíîå 

0
k , ÷òî ïðè 

0
k k>  ëþáîå k-çíà÷íîå

÷èñëî áîëåå ÷åì â 10 ðàç ïðåâîñõîäèò ïðîèçâåäåíèå
ñâîèõ öèôð.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáîå k-çíà÷íîå ÷èñëî íå ìåíüøå

110k- , à ïðîèçâåäåíèå åãî öèôð íå áîëüøå 9
k
; ïîýòîìó

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ k âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

1
10 10 9

k k-

> ◊ , èëè 
10 1

1 100
9 9

k k
Ê ˆ Ê ˆ= + >Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯

.

Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì Áåðíóëëè ( )1 1
n

x nx+ ≥ +
ïðè 1x ≥ -  è ëþáîì íàòóðàëüíîì n (ýòî íåðàâåíñòâî
íåòðóäíî äîêàçàòü èíäóêöèåé ïî n), ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè

0
900k k> =  íåðàâåíñòâî 

1
1 100

9

k
Ê ˆ+ >Á ˜Ë ¯

 âåðíî. Ëåììà

äîêàçàíà.
Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Åñëè íà ýêðàíå âîçíèêëî
÷èñëî, ó êîòîðîãî â äåñÿòè÷íîé çàïèñè åñòü íîëü, òî ñ
ýòîãî ìîìåíòà ÷èñëî íå áóäåò èçìåíÿòüñÿ. Ïðåäïîëî-
æèì ïðîòèâíîå – ïóñòü â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñåë

1 2
, ,a a … , ïîñëåäîâàòåëüíî ïîÿâëÿþùèõñÿ íà ýêðàíå,

íåò íóëåé. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1 2
, ,a a …  ñòðîãî

âîçðàñòàåò. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå 
0

k k>
òàêîå, ÷òî 1

10
k a> , è íàéäåì â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

1 2
, ,a a …  ïîñëåäíåå ÷èñëî ma , êîòîðîå ìåíüøå 10k , ò.å.

1
10

k
m ma a +< £ . Ñîãëàñíî ëåììå, ïðîèçâåäåíèå öèôð

÷èñëà ma  ìåíüøå 110
10

kma -< , ïîýòîìó

1 1

1
10 10 10

k k k
m ma a - -

+ < + < + .

Íåðàâåíñòâà
1

110 10 10k k k
ma -

+£ < +

ïîêàçûâàþò, ÷òî 
1ma +  — ýòî ( )1k + -çíà÷íîå ÷èñëî,

ïðè÷åì åãî ïåðâàÿ öèôðà åäèíèöà, à âòîðàÿ íîëü.
Ïðîòèâîðå÷èå.

À.Áåëîâ

M1983. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçíûõ ñïîñîáîâ ðàç-
áèòü ÷èñëî 2006 íà íàòóðàëüíûå ñëàãàåìûå, êîòîðûå
ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíû? Ñëàãàåìûõ ìîæåò áûòü îäíî
èëè íåñêîëüêî. ×èñëà íàçûâàþòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî
ðàâíûìè, åñëè èõ ðàçíîñòü íå áîëüøå 1. Ñïîñîáû,
îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì ñëàãàåìûõ, ñ÷èòà-
þòñÿ îäèíàêîâûìè.

Îòâåò: 2006.
Äîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî öåëîãî k îò 1 äî 2006 ÷èñëî
2006 ìîæíî ðàçáèòü ðîâíî íà k ïðèáëèçèòåëüíî ðàâ-
íûõ ñëàãàåìûõ, ïðè÷åì åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì. Îò-
ñþäà áóäåò ñëåäîâàòü ðåøåíèå.
Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîì ðàçáèåíèè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
íà k ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíûõ ñëàãàåìûõ íàéäåòñÿ íå
áîëåå äâóõ ðàçíûõ ñëàãàåìûõ, ò.å. íåñêîëüêî (x > 0
øòóê) ñëàãàåìûõ ðàâíû m, à îñòàëüíûå ( 0y ≥  øòóê)

ðàâíû m + 1. Èìååì: x + y = k, ( )2006 1m x m y= ◊ + + ◊ =
m k y= ◊ + .
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Ê Â À Í T · 2 0 0 6 / ¹ 418

Òàê êàê 0 y k£ < , òî y è m îïðåäåëÿþòñÿ ïî k
îäíîçíà÷íî – ýòî, ñîîòâåòñòâåííî, îñòàòîê è íåïîëíîå
÷àñòíîå ïðè äåëåíèÿ 2006 íà k; x òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íî: x = k – y. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðè
ôèêñèðîâàííîì k èìååòñÿ íå áîëåå îäíîãî òðåáóåìîãî
ðàçáèåíèÿ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ êàæäîãî k îò 1 äî 2006
ðàçáèåíèå âîçìîæíî: ðàçäåëèâ 2006 íà k ñ îñòàòêîì
(2006 k m y= ◊ + , 0 y k£ < ), ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå
÷èñëà 2006 â âèäå ñóììû x = k – y ñëàãàåìûõ, ðàâíûõ
m, è y ñëàãàåìûõ, ðàâíûõ m + 1.

Ñ.Äîðè÷åíêî, Ï.Êîæåâíèêîâ

M1984. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû 1000 òî÷åê, íèêàêèå
òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæè-
òå, ÷òî íàéäåòñÿ íå áîëåå 1000000 ðàâíîáåäðåííûõ
òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ.

Ðàññìîòðèì îäèí èç 
1000 999

2
N

◊
=  îòðåçêîâ, ñîåäèíÿ-

þùèõ ïàðó îòìå÷åííûõ òî÷åê. Ýòîò îòðåçîê ÿâëÿåòñÿ
îñíîâàíèåì äëÿ äâóõ èëè ìåíåå ðàâíîáåäðåííûõ òðåó-
ãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ, òàê êàê
èíà÷å íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê ýòîìó îòðåçêó
íàõîäÿòñÿ õîòÿ áû 3 îòìå÷åííûå òî÷êè, ÷òî íåâîçìîæ-
íî ïî óñëîâèþ. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî ðàâíîáåä-
ðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ
òî÷êàõ íå ïðåâîñõîäèò 2N < 1000000.

Ñ.Áåðëîâ, È.Áîãäàíîâ

M1985. ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD, ó êîòîðîãî íåò
ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí, îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè ñ
öåíòðîì O. Ñåðåäèíû ñòîðîí AB, BC, CD, DA
îáîçíà÷åíû K, L, M, N ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå,
÷òî åñëè òî÷êè O, K, M ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî
òî÷êè O, L, N òàêæå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Èçâåñòíî (íî íå ïðîñòî äîêàçûâàåòñÿ – ñì., íàïðèìåð,
çàäà÷ó Ì448 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà»), ÷òî äëÿ îïèñàí-
íîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç

ñåðåäèíû åãî äèàãîíà-
ëåé (íàçûâàåìàÿ ïðÿ-
ìîé Ãàóññà ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà), ïðîõîäèò
÷åðåç öåíòð âïèñàííîé
îêðóæíîñòè. Ïóñòü P
è Q – ñåðåäèíû äèàãî-
íàëåé AC è BD ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêà ABCD
(ñì. ðèñóíîê). Òîãäà
PQ ïðîõîäèò ÷åðåç O.
Çàìåòèì, ÷òî KQ è
PM – ñðåäíèå ëèíèè

òðåóãîëüíèêîâ ABD è ACD, KQ AD PM� � . Àíàëî-
ãè÷íî, KP BC QM� � . Ïîñêîëüêó AD è BC íåïàðàë-

ëåëüíû, òî KQMP – ïàðàëëåëîãðàìì. Òàê êàê O ëåæèò
íà PQ è, ïî óñëîâèþ çàäà÷è, íà KM, òî O – òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà KQMP, ò.å.
ñåðåäèíà îòðåçêà PQ.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, LPNQ – ïàðàëëåëîãðàìì,
ïîýòîìó åãî äèàãîíàëü LN ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó O
äðóãîé äèàãîíàëè PQ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Óêàæåì åùå íåñêîëüêî ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé, çàäà-
þùèõ êëàññ îïèñàííûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ABCD áåç
ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí, î êîòîðîì èäåò ðå÷ü â çàäà÷å.
Óñëîâèå 0: KM ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó O.
Óñëîâèå 1: òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ÷åòûðåõ ðàâíûõ
ìàññ, ðàçìåùåííûõ â âåðøèíàõ A, B, C, D.
Óñëîâèå 2: âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî OA OC OB OD◊ = ◊ .
Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñëåäóþùèõ óñëîâèé ââåäåì äîïîë-
íèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ: ïóñòü K ¢  è M ¢  – òî÷êè
êàñàíèÿ îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè AB è CD, K ¢¢  è M ¢¢
– òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå òî÷êàì K ¢  è M ¢  îòíîñèòåëüíî
K è M ñîîòâåòñòâåííî.
Óñëîâèå 3: KM K M¢ ¢� .
Óñëîâèå 4: ïðÿìûå K M¢¢ ¢¢ , BC, AD ïåðåñåêàþòñÿ â
îäíîé òî÷êå.
Óñëîâèå 5: öåíòð òÿæåñòè âåðøèí ÷åòûðåõóãîëüíèêà,
öåíòð òÿæåñòè åãî ïåðèìåòðà è öåíòð òÿæåñòè ñïëîø-
íîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé 0 è 1 ÿâëÿåòñÿ ôàêòè÷åñêè
ïåðåôîðìóëèðîâêîé äàííîé çàäà÷è. Îá óñëîâèè 2 ñì.
çàäà÷ó 7 äëÿ 11 êëàññà çàêëþ÷èòåëüíîãî ýòàïà XXXI
Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ («Êâàíò» ¹5
çà 2005 ã.). Îá óñëîâèÿõ 3 è 4 ñì. çàäà÷ó 7 äëÿ 11 êëàññà
çàêëþ÷èòåëüíîãî ýòàïà XXVI Âñåðîññèéñêîé îëèìïè-
àäû øêîëüíèêîâ («Êâàíò» ¹5 çà 2000 ã.).

À.Çàñëàâñêèé, Ï.Êîæåâíèêîâ

M1986. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ 2n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

1 2 1 2n nx x x y y y£ £ £ £ £ £ £… …  âûïîëíÿåòñÿ íå-
ðàâåíñòâî

( )
2

1 2 1 2n nx x x y y y+ + + + + + + ≥… …

≥ ( )1 1 2 2
4 n nn x y x y x y+ + +… .

Ðàññìîòðèì n êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ  ( ) 2

iP t t= -
( ) ( ) ( )i i i i i ix y t x y t x t y- + + = - - , i = 1, 2,..., n. Åñëè

[ ];i it x yŒ , òî ( ) 0iP t £ , ïîýòîìó â òî÷êå 1

0 2
nx y

t
+

=

(íàõîäÿùåéñÿ íà îòðåçêå [ ]1
;nx y ) êàæäûé èç òðåõ÷ëå-

íîâ ïðèíèìàåò íåïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå. Ñëåäîâà-
òåëüíî, êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ

( ) ( ) ( ) ( )1 2 nF t P t P t P t= + + + =…

= ( )2

1 2 1 2n nnt x x x y y y t- + + + + + + + +… …

+ ( )1 1 2 2 n nx y x y x y+ + +…

â òî÷êå 0
t  òàêæå ïðèíèìàåò íåïîëîæèòåëüíîå çíà÷å-

íèå, ò.å. ãðàôèê ôóíêöèè ( )F t  ïåðåñåêàåò îñü Ox (èëè

êàñàåòñÿ åå). Çíà÷èò, òðåõ÷ëåí ( )F t  èìååò âåùåñòâåí-

íûé êîðåíü, è åãî äèñêðèìèíàíò ( 1 2 1nx x x y+ + + + +…

)
2

2 ny y+ + + -… ( )1 1 2 2
4 n nn x y x y x y+ + +…  íåîòðèöà-

òåëåí.
Ïîëó÷åíî íåðàâåíñòâî, êîòîðîå è íóæíî áûëî äîêà-
çàòü.

Ï.Ñàìîâîë, Ì.Àïïåëüáàóì

M1987. Äàíû èêîñàýäð è äîäåêàýäð ñ ðàâíûìè ðàññòî-
ÿíèÿìè îò öåíòðà äî ðåáðà. Ó êàêîãî èç ìíîãîãðàííè-
êîâ áîëüøå îáúåì?

Îòâåò: ó èêîñàýäðà.



Ðàññìîòðèì äîäåêàýäð D ñ öåíòðîì O, ðàññòîÿíèåì d
îò öåíòðà äî ðåáðà è ðàññòîÿíèåì h îò öåíòðà äî ãðàíè.
Öåíòðû ãðàíåé äîäåêàýäðà – âåðøèíû èêîñàýäðà I ñ
öåíòðîì O. Ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì O è êîýôôèöè-

åíòîì 
2

2

d

h
 èêîñàýäð I ïåðåéäåò â òàêîé èêîñàýäð I¢ , ÷òî

ñåðåäèíû ðåáåð
ìíîãîãðàííèêîâ D

è I¢  áóäóò ñîâïà-
äàòü, ïðè÷åì ðåáðà
ñ ñîâïàäàþùèìè ñå-
ðåäèíàìè áóäóò
ïåðïåíäèêóëÿðíû.
Â èêîñàýäðå I¢  ðàñ-
ñòîÿíèå îò öåíòðà
äî ðåáðà áóäåò ðàâ-
íî d. Íà ðèñóíêå 1
ïîêàçàíî, êàê öåíò-
ðû A è B ñîñåäíèõ
ãðàíåé ïåðåéäóò ïðè
ãîìîòåòèè â A¢  è
B¢ . Íà ðèñóíêå 2

ìû âèäèì ñå÷åíèå OAMB, ïåðïåíäèêóëÿðíîå ðåáðó
PQ è ïðîõîäÿùåå ÷åðåç åãî ñåðåäèíó M. Òàê êàê

2

2

OA d

OA h

¢
= , òî òðåóãîëüíèêè MOA¢  è AOM ïîäîáíû,

è óãîë OMA¢  ïðÿìîé. Àíàëîãè÷íî, óãîë OMB¢  ïðÿ-
ìîé, ïîýòîìó A¢ , M, B¢  ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Óäàëèì îáùóþ ÷àñòü

ìíîãîãðàííèêîâ D è I¢ . Ïîñëå ýòîãî îò äîäåêàýäðà
îñòàíåòñÿ 20 ñèíèõ ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíûõ ïèðàìèä,
à îò èêîñàýäðà – 12 æåëòûõ ïðàâèëüíûõ ïÿòèóãîëüíûõ
ïèðàìèä (ðèñ.3), ïðè÷åì ðåáðà îñíîâàíèÿ è äâóãðàí-
íûå óãëû ïðè ýòèõ ðåáðàõ ó âñåõ ïèðàìèä îäèíàêîâû.
Ïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç âûñîòó è êàæäîå èç
áîêîâûõ ðåáåð, ðàçðåæåì êàæäóþ ïÿòèóãîëüíóþ ïèðà-
ìèäó íà ïÿòü òðåóãîëüíûõ ïèðàìèä, ðàâíûõ 

1 1 1 1
S A B H ,

à êàæäóþ òðåóãîëüíóþ ïèðàìèäó – íà òðè òðåóãîëüíûõ

ïèðàìèäû, ðàâíûõ 
2 2 2 2

S A B H  (ðèñ.4). Èòîãî, æåëòûå
ïèðàìèäû ðàçáèòû íà 60 ïèðàìèä, ðàâíûõ 

1 1 1 1
S A B H ,

à ñèíèå – íà 60 ïèðàìèä, ðàâíûõ 
2 2 2 2

S A B H .
Îñòàåòñÿ  ïîêàçàòü,  ÷òî îáúåì 

1 1 1 1
S A B H  áîëüøå

îáúåìà 2 2 2 2
S A B H . Ïóñòü 1 1 2 2

2A B A B a= = ,

( ) ( )1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2
, ,S A B H A B S A B H A B α– = – = . Ïðîâå-

äåì âûñîòû 1 1
H M  è 2 2

H M  â òðåóãîëüíèêàõ 1 1 1
H A B  è

2 2 2
H A B . Òîãäà

1 1 1 1 1 1 1

3
tg tg

10
H M A M H A M a

π
= – = >

> 2 2 2 2 2 2 2
tg tg

6
a A M H A M H M

π
= – = ,

1 1 1 1 1 1 1 1 1
tg tgS H H M S M H H M α= – = >

> 2 2 2 2 2 2 2 2 2
tg tgH M H M S M H H Mα = – = .

Çíà÷èò, â ïèðàìèäå 
1 1 1 1

S A B H  áîëüøå è ïëîùàäü
îñíîâàíèÿ è âûñîòà, îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè ó èêîñàýäðà è äîäåêàýäðà ðàâíû
ðàäèóñû îïèñàííîé (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, âïèñàííîé)
ñôåðû, òî áîëüøèé îáúåì, íàîáîðîò, èìååò äîäåêàýäð.

À.Çàñëàâñêèé

M1988. Äëÿ êàêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a íàéäóòñÿ
òàêèå öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà k, m, n, ÷òî åñëè
âûïèñàòü äðóã çà äðóãîì ÷èñëà n

a  è m
a  â äåñÿòè÷íîé

çàïèñè, òî ïîëó÷èòñÿ äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà k
a ?

Îòâåò: 5a =  ( )0 2 3125 5 5 5= =  è 11a =  ( 0 011 11 11= =

)111= .

Çàïèøåì óñëîâèå â âèäå 10n x m ka a a◊ + = , ãäå x –
êîëè÷åñòâî öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà m

a , ò.å.
110 10x m xa- £ < . ßñíî, ÷òî 2a ≥ , k > m è k > n.

Ïóñòü n > m. Òîãäà, ñîêðàòèâ íà ma , ïîëó÷èì

10 1n m x k ma a- -◊ + = , èëè 10 1n m x k ma a- -◊ - = - . Íî
ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà äåëèòñÿ íà a, à
ïðàâàÿ – íåò. Ïðîòèâîðå÷èå.
Åñëè n = m, òî 10 1x k ma -+ = . Çàìåòèì, ÷òî

110 10k m x m xa a- -> > ≥ , îòêóäà 
1

10 1

10

k m x

m x

a
a

a

-

-

+
£ £ =

1

1
10 11

10x-
= + £ . Ïðè a = 11, ò.å. êîãäà ïîñëåäíÿÿ

öåïî÷êà – öåïî÷êà ðàâåíñòâ, èìååì m = n = 0, k = 1. Ïðè

÷åòíîì a èëè a, êðàòíîì 5, ðàâåíñòâî 10 1x k ma -+ =
íåâîçìîæíî. Ëåâàÿ ÷àñòü äàåò îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà
3, ïîýòîìó ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî, åñëè a äàåò îñòàòîê
0 èëè 1 ïðè äåëåíèè íà 3. Òàêèì îáðàçîì, íè îäíî èç
çíà÷åíèé a = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 íå ïîäõîäèò.
Ïóñòü n < m. Îáîçíà÷èâ z = m – n > 0, t = k – m > 0,

ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó ( )1 10 2 5z t x x xa a - = = ◊ , ãäå
x > 0. Åñëè a = 2 è t = 1, òî ëåâàÿ ÷àñòü íå äåëèòñÿ íà
5. Ïóñòü õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ðàâåíñòâ íå âûïîëíÿåòñÿ.
Òîãäà êàæäûé èç âçàèìíî ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé za  è

1ta -  áîëüøå 1, ïîýòîìó îäèí èç íèõ ÿâëÿåòñÿ íàòó-
ðàëüíîé ñòåïåíüþ äâîéêè, à äðóãîé – íàòóðàëüíîé
ñòåïåíüþ ïÿòåðêè.
Ïóñòü 2z xa =  è 1 5t xa - = . Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2 Ðèñ. 3

Ðèñ. 4
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âûòåêàåò, ÷òî a ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè. Â ðàâåíñòâå

( )5 1 4 1 1
xt xa = + = + +  ïðàâàÿ ÷àñòü äàåò îñòàòîê 2

ïðè äåëåíèè íà 4, çíà÷èò, íå äåëèòñÿ íà 22 . Îòñþäà
a = 2 è t = 1. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü òåïåðü 5z xa =  è 1 2t xa - = . Òîãäà a ÿâëÿåòñÿ

ñòåïåíüþ ïÿòåðêè, 5sa = . Èìååì: 5 1 2r x- = , ãäå r =

= ts. Åñëè r ÷åòíî, òî ëåâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà 25 1 24- = ,
÷òî íåâîçìîæíî. Åñëè r  íå÷åòíî, òî

( ) ( )2 15 1 5 1 1 5 5 5r r-- = - + + + +… , ãäå ÷èñëî
2 11 5 5 5r-+ + + +…  íå÷åòíî, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ ñóììîé

íå÷åòíîãî êîëè÷åñòâà íå÷åòíûõ ñëàãàåìûõ. Ïîýòîìó
âîçìîæíî òîëüêî r = 1. Îòñþäà s = t = 1, a = 5. Äàëåå,
x = 2, îòêóäà m = 2, z = 2. Èç ðàâåíñòâ z = m – n è t =
= k – m ïîëó÷àåì n = 0 è k = 3.

Â.Ñåíäåðîâ

M1989. Â êîðîëåâñòâå N ãîðîäîâ è r äîðîã, êàæäàÿ
äîðîãà ñîåäèíÿåò äâà ãîðîäà, è èç ëþáîãî ãîðîäà
ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî ïî äîðîãàì. Â ãîðîäàõ
æèâóò ãîíöû. Â íà÷àëå êàæäîãî ãîäà îäèí èç ãîðîäîâ
îòïðàâëÿåò âî âñå ñîñåäíèå (ò.å. ñîåäèíåííûå ñ íèì
äîðîãàìè) ãîðîäà ïî ãîíöó (â òàêîì ãîðîäå äîëæíî
áûòü äîñòàòî÷íîå äëÿ ýòîãî êîëè÷åñòâî ãîíöîâ).
Åñëè â êàæäîì ãîðîäå ãîíöîâ íåäîñòàòî÷íî, òî äâè-
æåíèÿ ãîíöîâ ïðåêðàùàþòñÿ.
à) Ïóñòü ÷åðåç íåñêîëüêî ëåò äâèæåíèå ãîíöîâ ïðå-
êðàòèëîñü. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ãîðîäà, îòïðàâëÿþ-
ùèå ãîíöîâ, âûáèðàòü ïî-äðóãîìó, òî äâèæåíèå ãîí-
öîâ âñå ðàâíî ïðåêðàòèòñÿ; ïðè ýòîì êîíå÷íîå êîëè-
÷åñòâî ãîíöîâ â êàæäîì ãîðîäå íå çàâèñèò îò âûáîðà
ãîðîäîâ.
á*) Ïóñòü ÷åðåç íåñêîëüêî ëåò â êàæäîì ãîðîäå
îêàçàëîñü ñòîëüêî æå ãîíöîâ, ñêîëüêî áûëî èçíà÷àëü-
íî. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ãîíöîâ ìîæåò áûòü
â êîðîëåâñòâå?

Ïóñòü èç íåêîòîðîé ñèòóàöèè (ò.å. íåêîòîðîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ãîíöîâ ïî ãîðîäàì) X, ïîñëåäîâàòåëüíî îò-
ïðàâëÿÿ ãîíöîâ èç ãîðîäîâ 

1 2
, , , mA A A… , ìû ïîëó÷èì

ñèòóàöèþ Y. Óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ýòî ñëåäóþùèì

îáðàçîì: ( )1 1m mY A A A X-= … .
à) Îáîçíà÷èì ÷åðåç X íà÷àëüíóþ êîíôèãóðàöèþ ãîí-
öîâ. Íàçîâåì ñèòóàöèþ ôèíàëüíîé, åñëè â íåé íåëüçÿ
îòïðàâèòü ãîíöîâ íè èç îäíîãî ãîðîäà.
Ïóñòü èç X ìîæíî çà n ëåò äîñòè÷ü ôèíàëüíîé ñèòóàöèè

Y ( ( )1 1n nY A A A X…-= ). Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî
n ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå, ò.å. çà ìåíüøåå êîëè÷åñòâî
ëåò íèêàêîé ôèíàëüíîé ñèòóàöèè äîñòè÷ü íåâîçìîæíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çà n ëåò èç X ìîæíî áûëî òàêæå

ïîëó÷èòü ñèòóàöèþ Z: ( )1 1n nZ B B B X-= … . Åñëè ìû
ïîêàæåì, ÷òî Z = Y, òî çàäà÷à áóäåò ðåøåíà. Äåéñòâè-
òåëüíî, â ñèòóàöèè X â ëþáîì ñëó÷àå ïðîèçîéäåò õîòÿ
áû n îòïðàâîê ãîíöîâ; ìû æå äîêàæåì, ÷òî ïîñëå ýòèõ
n îòïðàâëåíèé îáÿçàòåëüíî ïîëó÷èòñÿ îäíà è òà æå
ôèíàëüíàÿ ñèòóàöèÿ Y.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãîðîäîâ

1
, , nA A…  íåò ãîðîäà 

1
B . Òîãäà â ñèòóàöèè Y â ãîðîäå

1
B  íå ìåíüøå ãîíöîâ, ÷åì â ñèòóàöèè X, è èç ýòîãî
ãîðîäà ìîæíî îòïðàâèòü ãîíöîâ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò

ôèíàëüíîñòè Y. Ïîýòîìó 
1kA B=  äëÿ íåêîòîðîãî k,

ïðè÷åì ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî k âûáðàíî ìèíè-
ìàëüíûì.
Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ X è îòïðàâèì â íåé ãîíöîâ èç 

1
B ,

ïîëó÷èâ ñèòóàöèþ ( )1 1
X B X= . Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî

ãîíöîâ â ãîðîäàõ 1 1
, , kA A -…  íå óìåíüøèëîñü, òî çàòåì

ìîæíî îòïðàâèòü ãîíöîâ ïîñëåäîâàòåëüíî èç ýòèõ ãîðî-
äîâ, ïîëó÷èâ ñèòóàöèþ ( )1 1 1kA A B X- … . Çàìåòèì, ÷òî
êîëè÷åñòâî ãîíöîâ â ãîðîäå çàâèñèò òîëüêî îò òîãî,
ñêîëüêî ðàç èç íåãî îòïðàâëÿëè ãîíöîâ, íî íå îò
ïîðÿäêà îòïðàâêè. Ïîýòîìó ( )1 1 1kA A B X- =…

( )1 1 1kB A A X-= =… ( )1 1k kA A A X- … .

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ( )1 1 1 1n k kY A A A A B X+ -= … … .

Â òàêîì ñëó÷àå ( )1 1 1 1n k kY A A A A X+ -= … … , nZ B= …

( )2 1
B X… . Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåì, ÷òî ñðåäè ãîðîäîâ,

ó÷àñòâóþùèõ â ïîëó÷åíèè Y èç 
1

X , åñòü 
2

B , è ïîýòîìó

( )2 1 2nY A A X-= ¢ ¢… , ( )3 2nZ B B X= … , ãäå 2
X =

( )2 1
B X= . Áóäåì ïðîäîëæàòü òàêîé ïðîöåññ ïåðåñòà-

íîâêè ãîðîäîâ äàëüøå. Ïîñëå n-é ïåðåñòàíîâêè ìû

ïîëó÷èì, ÷òî ( )1n nY X B B X Z…= = = , ÷òî è òðåáîâà-
ëîñü.
á) Îòâåò: r ãîíöîâ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ( )1 1n nX A A A X-= … , ò.å. ñèòóàöèÿ
ïîâòîðèëàñü.
Çàìåòèì äëÿ íà÷àëà, ÷òî èç êàæäîãî ãîðîäà áûë
îòïðàâëåí õîòÿ áû îäèí ãîíåö. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èç
ãîðîäà A ãîíöîâ íå îòïðàâëÿëîñü, òî êîëè÷åñòâî ãîíöîâ
â íåì íå óìåíüøàëîñü. Çíà÷èò, îíî è íå óâåëè÷èâàëîñü,
è ãîíöû íå îòïðàâëÿëèñü òàêæå èç âñåõ ñîñåäåé ãîðîäà
A. Àíàëîãè÷íî, ñîñåäè ñîñåäåé A òàêæå íå îòïðàâëÿëè
ãîíöîâ è ò.ä. Ïîñêîëüêó èç ãîðîäà A ìîæíî äîáðàòüñÿ
äî ëþáîãî, òî ìû â ðåçóëüòàòå äîêàæåì, ÷òî íèêàêîé
ãîðîä ãîíöîâ íå îòïðàâëÿë. Ïðîòèâîðå÷èå.
Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàòü ñèòóàöèè X,

( ) ( )1 1 2 1, , n nA X A A A X- -… …  è ñîïîñòàâëÿòü íåêîòî-
ðûì ãîíöàì íåêîòîðûå äîðîãè. Ïðè ýòîì áóäóò âûïîë-
íåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) åñëè ãîíöó â íåêîòîðûé ìîìåíò ñîïîñòàâèëè äîðîãó
AB (ò.å. äîðîãó ìåæäó ãîðîäàìè A è B), òî ïîñëå ýòîãî
îí ìîæåò äâèãàòüñÿ òîëüêî ïî äîðîãå AB;
2) íèêàêèì äâóì ãîíöàì íå áóäåò ñîïîñòàâëåíà îäíà è
òà æå äîðîãà.
Â íà÷àëüíîé ñèòóàöèè X ñîïîñòàâèì êàæäîìó âûåçæà-
þùåìó èç 

1
A  ãîíöó òó äîðîãó, ïî êîòîðîé îí âûåçæàåò.

Òîãäà îáà óñëîâèÿ, î÷åâèäíî, âûïîëíåíû.

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ ( )1 2 1k kA A A X- - …  è îòïðàâëå-
íèå ãîíöîâ èç kA . Åñëè â kA  íàõîäÿòñÿ ãîíöû, óæå
ñîïîñòàâëåííûå êàêèì-òî äîðîãàì, òî ïî óñëîâèþ 1 ýòè
äîðîãè âûõîäÿò èç kA . Ïóñòèì êàæäîãî òàêîãî ãîíöà
ïî ñîïîñòàâëåííîé åìó äîðîãå (ïî óñëîâèþ 2 ýòî
âîçìîæíî). ßñíî, ÷òî òî, êàêîé èìåííî ãîíåö ïîéäåò ïî
êàêîé äîðîãå, íå ïîâëèÿåò íà ñèòóàöèþ. Äàëåå, ïóñòèì
ïî âñåì îñòàëüíûì äîðîãàì èç kA  íåêîòîðûõ èç
îñòàâøèõñÿ ãîíöîâ (òåõ, êîòîðûì åùå íå ñîïîñòàâëåíû
äîðîãè). Ïðè ýòîì, åñëè êàêîé-òî ãîíåö åäåò ïî åùå «íå
ñîïîñòàâëåííîé íèêîìó» äîðîãå, òî ñîïîñòàâèì åìó ýòó
äîðîãó. ßñíî, ÷òî ïîñëå ýòîãî óñëîâèÿ 1, 2 îñòàþòñÿ
âûïîëíåííûìè. Êðîìå òîãî, åñëè äî ýòîãî äåéñòâèÿ



êàêîé-òî äîðîãå, âåäóùåé èç kA , íå áûë ñîïîñòàâëåí
íèêàêîé ãîíåö, òî ïîñëå íåãî òàêîé ãîíåö ïîÿâèòñÿ.
Ïîýòîìó êàæäîé äîðîãå, âûõîäÿùåé èç kA , áóäåò
ñîïîñòàâëåí ãîíåö.
Â êîíöå êîíöîâ ïîñëå ðàññìîòðåíèÿ ñèòóàöèè

( )1 2 1n nA A A X- - …  êàæäîé äîðîãå áóäåò ñîïîñòàâëåí
ãîíåö (òàê êàê èç êàæäîãî ãîðîäà ãîíöû îòïðàâëÿ-
ëèñü), çíà÷èò, ãîíöîâ íå ìåíüøå, ÷åì äîðîã.
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî r ãîíöîâ äîñòàòî÷íî. Îáîçíà-
÷èì ãîðîäà 1 2

, , , NA A A… . Ðàññòàâèì âíà÷àëå íà êàæ-
äîé äîðîãå ïî ãîíöó, à çàòåì ïåðåìåñòèì ãîíöà, íàõî-
äÿùåãîñÿ íà äîðîãå i jA A  (i < j), â ãîðîä iA . Â
ðåçóëüòàòå â êàæäîì ãîðîäå iA  áóäåò ñòîëüêî ãîíöîâ,
ñêîëüêî èç íåãî âåäåò äîðîã â ãîðîäà ñ íîìåðàìè,
áîëüøèìè i.
Èç 

1
A  ìîæíî îòïðàâèòü ãîíöîâ – â íåì ñòîëüêî æå

ãîíöîâ, ñêîëüêî èç íåãî âûõîäèò äîðîã. Îòïðàâèì
ãîíöîâ è ïåðåíóìåðóåì ãîðîäà ïî öèêëó: 

1
A  ñòàíåò NA ,

à iA   ñòàíåò 
1iA -  ïðè 2i ≥ . Òîãäà ïî-ïðåæíåìó èç

êàæäîãî ãîðîäà áóäåò èäòè ñòîëüêî äîðîã â ãîðîäà ñ
áóëüøèìè íîìåðàìè, ñêîëüêî â íåì ãîíöîâ. Ïðîäîë-
æèâ ýòîò ïðîöåññ, ïîñëå N-é ïåðåíóìåðàöèè ìû ïîëó-
÷èì, ÷òî â êàæäîì ãîðîäå áóäåò ñòîëüêî æå ãîíöîâ,
ñêîëüêî áûëî âíà÷àëå, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

È.Áîãäàíîâ, Ï.Êîæåâíèêîâ

M1990*. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Íà ïðîäîëæåíèè
ñòîðîíû BC çà òî÷êó C âûáèðàåòñÿ òî÷êà X. Îêðóæ-
íîñòè, âïèñàííûå â òðåóãîëüíèêè ABX è ACX, ïåðå-
ñåêàþòñÿ â òî÷êàõ P è Q. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïðÿìûå
PQ ïðîõîäÿò ÷åðåç íåêîòîðóþ òî÷êó, íå çàâèñÿùóþ
îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè X.

Ïðåæäå äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå (ýòî
óòâåðæäåíèå ñîäåðæèòñÿ, íàïðèìåð, â çàäà÷íèêå Øà-

ðûãèíà «Ãåîìåòðèÿ
9–11», çàäà÷à 255):
ïóñòü â òðåóãîëüíè-
êå ABC âïèñàííàÿ îê-
ðóæíîñòü èìååò
öåíòð I è êàñàåòñÿ
ñòîðîí BC, CA â òî÷-
êàõ D, E ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òîãäà ïðÿ-
ìûå AI è DE ïåðåñå-
êàþòñÿ â òàêîé òî÷-
êå G, ÷òî AGB– =
= 900∞  (ðèñ. 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà

CDE íàõîäèì 90
2

C
CDE CED

–
– = – = ∞ - , ïîýòîìó

AGE CED GAE– = – - – =

= 90
2 2 2

C A B
IBD

– – –
∞ - - = = – .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè B, D, I, G ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè. Ïîñêîëüêó 90IDB– = ∞ , ýòî îêðóæíîñòü
ñ äèàìåòðîì BI, ñëåäîâàòåëüíî, 90IGB– = ∞ .
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Ïóñòü îêðóæíîñòè, âïè-
ñàííûå â òðåóãîëüíèêè ABX è ACX, êàñàþòñÿ ïðÿìûõ

Ô1998. Àâòîìîáèëü åäåò ïî ïðÿìîé äîðîãå. Çà ïåðâûé
÷àñ ïóòè åãî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ñîñòàâèëà 50 êì/÷,
åùå ÷àñ îí åõàë ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ 70 êì/÷, çàòåì
ðîâíî ÷àñ ïðîñòîÿë â ïðîáêå. Îñòàòîê ïóòè îí åõàë
ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ 40 êì/÷. Íàéäèòå ñðåäíþþ
ñêîðîñòü àâòîìîáèëÿ íà âñåì ïóòè.

Çà ïåðâûå òðè ÷àñà àâòîìîáèëü ïðîåõàë 120 êì, çíà÷èò,
åãî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü áûëà 40 êì/÷. È îñòàëüíóþ ÷àñòü
ïóòè îí ïðîåõàë ñî ñêîðîñòüþ 40 êì/÷. ßñíî, ÷òî
ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü íà âñåì ïóòè òàêæå ðàâíà 40 êì/÷.
Òàêîå ïðîñòîå ðåøåíèå ïîëó÷èëîñü òîëüêî ïîòîìó, ÷òî
÷èñëà â óñëîâèè áûëè ñïåöèàëüíî ïîäîáðàíû. Åñëè áû
àâòîìîáèëü ïðîåõàë, íàïðèìåð, 60 êì çà ïåðâûé ÷àñ, òî
äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòâåòà äàííûõ îêàçàëîñü áû ïðîñòî
íåäîñòàòî÷íî.

Î.Ïðîñòîâ

Ô1999. Ñïóòíèê âðàùàåòñÿ âîêðóã Çåìëè ïî êðóãî-
âîé îðáèòå, âñå âðåìÿ íàõîäÿñü íàä îäíîé è òîé æå
òî÷êîé ýêâàòîðà («ñóòî÷íûé» ñïóòíèê). Ïî ñîâåð-
øåííî íåïîíÿòíîé ïðè÷èíå ñïóòíèê âäðóã îñòàíîâèë-
ñÿ (åãî ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî öåíòðà Çåìëè ñòàëà
íóëåâîé). Îöåíèòå âðåìÿ ïàäåíèÿ ñïóòíèêà íà Çåìëþ
ñ òî÷íîñòüþ íå õóæå 1%.

Âíà÷àëå ðàçáåðåìñÿ ñ ðàäèóñîì îðáèòû «ñóòî÷íîãî»
ñïóòíèêà. Ïóñòü ðàäèóñ Çåìëè R, à ðàäèóñ îðáèòû
ñïóòíèêà nR. Òîãäà óñêîðåíèå ñïóòíèêà íà îðáèòå â 2n
ðàç ìåíüøå, ÷åì ó ïîâåðõíîñòè Çåìëè, è äëÿ ñêîðîñòè
ñïóòíèêà ìîæíî çàïèñàòü

2

2

v g

nR n
= .

AX è BC â òî÷êàõ
K, L, M, N (ðèñ.2).
Ïóñòü áèññåêòðèñà
óãëà ABC ïåðåñå-
êàåò ïðÿìóþ KM â
òî÷êå U. Ñîãëàñíî
äîêàçàííîìó óòâåð-
æäåíèþ, U ÿâëÿåò-
ñÿ ïðîåêöèåé òî÷-
êè A íà ýòó áèññåê-
òðèñó, è ïîýòîìó U
íå çàâèñèò îò âûáî-
ðà òî÷êè X. Àíàëî-
ãè÷íî, ïðÿìàÿ LN
ïðîõîäèò ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó V – ïðîåêöèþ
òî÷êè A íà áèññåêòðèñó óãëà ACX.
Ïðÿìûå KM è LN ïàðàëëåëüíû, òàê êàê îíè ïåðïåí-
äèêóëÿðíû áèññåêòðèñå óãëà AXB. Ïóñòü ïðÿìàÿ PQ
ïåðåñåêàåò ïðÿìûå AX è BC â òî÷êàõ R è S ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïî òåîðåìå î êàñàòåëüíîé è ñåêóùåé,

2 2RK RP RQ RL= ◊ = , ò.å. RK = RL. Àíàëîãè÷íî,
SM = SN. Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ PQ ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé
ëèíèåé òðàïåöèè KLNM. Çíà÷èò, ïðÿìàÿ PQ äåëèò
ïîïîëàì ëþáîé îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè íà ïðÿ-
ìûõ KM è LN, â ÷àñòíîñòè, ïðîõîäèò ÷åðåç ôèêñèðî-
âàííóþ òî÷êó – ñåðåäèíó îòðåçêà UV.

Ë.Åìåëüÿíîâ

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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Âðåìÿ ïîëíîãî îáîðîòà ñïóòíèêà ñîñòàâëÿåò
2 nR

T
v

π
= ,

îòêóäà

3 2

2

T g
n

Rπ
= ,   n = 6,63.

Ïîëó÷àåòñÿ î÷åíü áîëüøîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà Çåìëè
– ðàäèóñ îðáèòû áîëüøå 42 òûñÿ÷ êèëîìåòðîâ. Åñëè áû
ñïóòíèê íà÷àë ñ ýòîé âûñîòû ïàäàòü íà Çåìëþ áåç
íà÷àëüíîé ñêîðîñòè è åñëè áû ðàçìåð Çåìëè áûë î÷åíü
ìàëûì (ïðè òîé æå ìàññå Çåìëè, íàïðèìåð, íåñêîëüêî
ìåòðîâ), òî äâèæåíèå ýòî íàïîìèíàëî áû äâèæåíèå ïî
Î×ÅÍÜ óçêîìó ýëëèïñó ñ äëèíîé áîëüøîé îñè nR.
Âðåìÿ òàêîãî äâèæåíèÿ ðàâíî ïîëîâèíå ïåðèîäà îáðà-
ùåíèÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå ñ òîé æå áîëüøîé îñüþ –
ðàäèóñ òàêîé îðáèòû 0,5nR. Ïðè óìåíüøåíèè ðàäèóñà

îðáèòû âäâîå âðåìÿ îáîðîòà óìåíüøàåòñÿ â 3 2
2 2,828ª

ðàç. Òîãäà âðåìÿ ïîëóîáîðîòà ñîñòàâëÿåò

24 3600 c
15300

2 2,828

◊
ª

◊
c.

Íî ðàäèóñ Çåìëè íå òàê ìàë, ìû ïîñ÷èòàëè âðåìÿ
ïàäåíèÿ «ñ èçáûòêîì» – äîëåòåâ äî ïîâåðõíîñòè,
ñïóòíèê äàëüøå óæå íå ëåòèò. Ñêîðîñòü ïðè ïîäëåòå
ê ïîâåðõíîñòè Çåìëè ïðèáëèæåííî ðàâíà âòîðîé êîñ-
ìè÷åñêîé ñêîðîñòè, ò.å. ïðèìåðíî 11 êì/ñ. Ñ ýòîé
ñêîðîñòüþ ðàññòîÿíèå 6400 êì (äî öåíòðà Çåìëè)
åùå ëåòåòü ïðèìåðíî 600 ñ, ìîæíî ïðîñòî âû÷åñòü èõ
èç íàéäåííîãî ðåçóëüòàòà è ïîëó÷èòü îòâåò:

14700 “�*3…ä≈ .
Îäíàêî ñêîðîñòü ñïóòíèêà äîëæíà áûëà áû åùå âîçðà-
ñòè ïðè ïðèáëèæåíèè ê öåíòðó «ìàëåíüêîé Çåìëè»,
âðåìÿ ïîëåòà ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ ìåíüøå 600 ñ. Ýòî
âðåìÿ τ  ìîæíî ïîñ÷èòàòü ïîòî÷íåå. Ïóñòü äî öåíòðà
Çåìëè îñòàëîñü ëåòåòü õ ìåòðîâ, òîãäà ñêîðîñòü ìîæíî
íàéòè èç ñîîòíîøåíèÿ

( )2

2

mv xGMm GMm

x nR
- = .

Åñëè ïðåíåáðå÷ü â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ âòîðûì
ñëàãàåìûì (ïîãðåøíîñòü íåâåëèêà, à èíòåãðàë ïîëó-
÷èòñÿ ñîâñåì ïðîñòûì!), òî

( ) 2

2GM R
v x v

x x
= = .

Òîãäà

( ) 2

2
400 c

3

dx R

v x v
τ = = ªÚ .

Îêîí÷àòåëüíî, âðåìÿ ïàäåíèÿ ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçè-
òåëüíî 15000 ñ.

Ð.Àëåêñàíäðîâ

Ô2000. Â ãîðèçîíòàëüíîì öèëèíäðè÷åñêîì ñîñóäå
íàõîäèòñÿ ïîðöèÿ ãåëèÿ. Ñîñóä çàêðûò ìàññèâíûì
ïîðøíåì, êîòîðûé ìîæåò äâèãàòüñÿ ïî ãîðèçîíòàëè
áåç òðåíèÿ. Ñ ãàçîì â ñîñóäå ïðîâîäÿò äâà îïûòà:
íàðóæíîå äàâëåíèå óâåëè÷èâàþò â òðè ðàçà – îäèí
ðàç î÷åíü áûñòðî, äðóãîé ðàç î÷åíü ìåäëåííî. Â êàêîì

èç îïûòîâ êîíå÷íûé îáúåì ãàçà îêàæåòñÿ ìåíüøå? Âî
ñêîëüêî ðàç?

Ïðè î÷åíü ìåäëåííîì ïîâûøåíèè äàâëåíèÿ ïîëó÷èòñÿ
îáû÷íîå àäèàáàòè÷åñêîå ñæàòèå ãàçà. Äëÿ îäíîàòîìíî-
ãî ãàçà ñâÿçü äàâëåíèÿ è îáúåìà ïðè àäèàáàòè÷åñêîì
ïðîöåññå òàêîâà:

3 5

3 51 2

2 1

3 1,93
V p

V p

Ê ˆ
= = ªÁ ˜Ë ¯

.

Åñëè äàâëåíèå ïîâûøàåòñÿ ñêà÷êîîáðàçíî, òî ïîðøåíü
íå îñòàíîâèòñÿ, êîãäà äàâëåíèÿ âíóòðè è ñíàðóæè â
ïåðâûé ðàç ñðàâíÿþòñÿ, – â ýòîò ìîìåíò îí îáëàäàåò
çíà÷èòåëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé è áóäåò äîâîëüíî
äîëãî êîëåáàòüñÿ, ïîíåìíîãó óìåíüøàÿ àìïëèòóäó.
Ïîñëå îêîí÷àòåëüíîé îñòàíîâêè åãî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-
ãèÿ «äîñòàíåòñÿ» ãàçó. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ýòà ýíåðãèÿ ïåðåé-
äåò ãàçó, íàõîäÿùåìóñÿ âíóòðè ñîñóäà (êîíå÷íî, ýòî
íåâåðíî, íî ìû ïîëó÷èì «êðàéíþþ» îöåíêó), ìîæíî
çàïèñàòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ñ ó÷åòîì ðàáîòû
âíåøíèõ ñèë. Äàâëåíèå ñíàðóæè ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòî-
ÿííûì è ðàâíûì 3ð (ãäå ð – ïåðâîíà÷àëüíîå äàâëåíèå),
îáúåì ìåíÿåòñÿ îò 1

V  äî 2
V , òîãäà ðàáîòà âíåøíèõ ñèë

ðàâíà

( )"… 1 2
3A p V V= - .

Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ãàçà óâåëè÷èëàñü íà ýòó âåëè÷èíó,
ïîýòîìó

( )2 1 1 2

3 3
3

2 2
RT RT p V Vν ν- = - .

Çàïèøåì òåïåðü óðàâíåíèÿ äëÿ íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî
ñîñòîÿíèé ãàçà â ñîñóäå:

1 1
pV RTν=  è 

2 2
3pV RTν= .

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

1

2

5
1,67

3

V

V
= ª .

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî íàãðåâàåòñÿ è «âíåøíèé» ãàç, òî
ïîâûøåíèå òåìïåðàòóðû îêàæåòñÿ íå òàêèì áîëüøèì,
à ñëåäîâàòåëüíî, è îòíîøåíèå îáúåìîâ áóäåò áëèæå ê
ðàíåå ïîëó÷åííîìó çíà÷åíèþ. Àêêóðàòíûé ðàñ÷åò äî-
âîëüíî ñëîæåí — îí äîëæåí ó÷èòûâàòü è íåîäèíàêî-
âîñòü êîíöåíòðàöèé ãàçà ïî îáå ñòîðîíû ïîðøíÿ, è
ðàçëè÷èå ñêîðîñòåé äâèæåíèÿ ÷àñòèö èç-çà ðàçíèöû
òåìïåðàòóð ñíàðóæè è âíóòðè.

À.Ãàçîâ

Ô2001. Î÷åíü òîíêèé íåïðîâîäÿùèé ñòåðæåíü äëè-
íîé L ðàâíîìåðíî çàðÿæåí ïî äëèíå ïîëíûì çàðÿäîì
Q. Ìàëåíüêîå ïðîâîäÿùåå êîëüöî ðàäèóñîì R ñäåëàíî
èç î÷åíü òîíêîé ïðîâîëîêè, åãî öåíòð ñîâïàäàåò ñ
îäíèì èç êîíöîâ ñòåðæíÿ, à ïëîñêîñòü êîëüöà ïåðïåí-
äèêóëÿðíà ñòåðæíþ. Çàðÿä êîëüöà q. Ñ êàêîé ñèëîé
ñòåðæåíü äåéñòâóåò íà êîëüöî?

Ïîñ÷èòàåì ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà ñòåðæåíü ñî ñòîðîíû
êîëüöà, — îíà ïî âåëè÷èíå òàêàÿ æå, êàê è èñêîìàÿ
ñèëà. Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî â ðàçíûõ ìåñòàõ ñòåðæíÿ
íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ êîëüöà ðàçëè÷íà, ìîæíî ïîñ÷è-



òàòü èíòåãðàë, íî îí ïîëó÷àåòñÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêèì.
Ïîïðîáóåì ïî-äðóãîìó.
Ïóñòü â íåêîòîðîì ìåñòå ñòåðæíÿ íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ
îò çàðÿäîâ êîëüöà ðàâíà Å, òîãäà íà î÷åíü ìàëåíüêèé
êóñî÷åê ñòåðæíÿ äëèíîé xΔ  äåéñòâóåò ñèëà

EQ x
F E Q

L

ΔΔ Δ= = .

Òåïåðü íóæíî ïðîñóììèðîâàòü ñèëû, äåéñòâóþùèå íà
âñå êóñî÷êè ñòåðæíÿ. Íî òàêàÿ æå ñóììà (òîëüêî áåç
ìíîæèòåëÿ Q/L) ïîëó÷àåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè ðàçíîñòè
ïîòåíöèàëîâ ïîëÿ çàðÿäîâ êîëüöà ìåæäó êîíöàìè
ñòåðæíÿ, à åå ìîæíî íàéòè ñîâñåì ïðîñòî:

2 2

kq kQ

R R L
Δϕ = -

+
.

Îñòàëîñü óìíîæèòü ýòî âûðàæåíèå íà Q/L. Èòàê,

2 2

1 1kQq
F

L R R L

Ê ˆ
= -Á ˜

Ë ¯+
.

Ç.Ðàôàèëîâ

Ô2002. Ê áàòàðåéêå ñ ÝÄÑ E  è âíóòðåííèì ñîïðî-
òèâëåíèåì r ïîäêëþ÷àþò ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûå
ðåçèñòîð ñîïðîòèâëåíèåì R è êàòóøêó èíäóêòèâíî-
ñòüþ L. Êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû âûäåëèòñÿ â
ðåçèñòîðå çà áîëüøîå âðåìÿ?

Äëÿ ðåçèñòîðà è êà-
òóøêè ìîæíî çàïèñàòü
(ñì. ðèñóíîê):

1 2
RI LI= + ¢ .

Äëÿ êîíòóðà, ñîäåðæà-
ùåãî áàòàðåéêó è ðå-
çèñòîð, çàïèøåì:

( )1 2 1
r I I RI+ + = E .

Âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòåé ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ:

( ) 1 2 0r R I rI+ + =¢ ¢ , èëè 2 1

r R
I I

r

+
= -¢ ¢ .

Çà ìàëûé èíòåðâàë âðåìåíè tΔ  â ðåçèñòîðå âûäåëèòñÿ
êîëè÷åñòâî òåïëîòû

2

1 1 1
W I R t I R I tΔ Δ Δ= = ◊ =

=
( )

2 1 1 1

L r R
LI I t I I t

r
Δ Δ

+
+ ◊ = - ◊ =¢ ¢

( ) 2

1

2

L r R I

r
Δ
Ê ˆ+

- ◊ Á ˜Ë ¯
.

Òîê ÷åðåç ðåçèñòîð ìåíÿåòñÿ îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ
( )r R+E  äî íóëÿ, ïîýòîìó ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî

òåïëîòû áóäåò ðàâíî

( )

( )

2

2
0

2

L r R
W

r r R

Ê ˆ+
= - - =Á ˜

+Ë ¯

E

( )

2

2

L

r r R+
E

.

À.Òåïëîâ
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Äåííèñ Ãàáîð

(Íà÷àëî ñì. íà ñ. 15)

äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ëþáîé èñòî÷íèê ñâåòà. Ïðè
íàáëþäåíèè ãîëîãðàôè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ íóæíî
ñìîòðåòü íà ïëåíêó – ñàìî èçîáðàæåíèå «ïîÿâëÿåò-
ñÿ» â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó ïëåíêîé è íàáëþäàòåëåì.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ñóùåñòâóåò òåõíîëîãèé, äî-
ïóñêàþùèõ ôîêóñèðîâêó èçîáðàæåíèÿ â ïóñòîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Äëÿ ñîçäàíèÿ èçîáðàæåíèÿ íóæåí äûì,
òóìàí, ïëåíêà èëè æå âîãíóòîå çåðêàëî. Ãîëîãðàôè-
÷åñêèå èçîáðàæåíèÿ íåâîçìîæíî ïðîåöèðîâàòü íà óäà-
ëåííûå îáúåêòû. Ãîëîãðàììà ñîçäàåò òðåõìåðíîå èçîá-
ðàæåíèå â ïðîñòðàíñòâå òîëüêî ïðè ïðîñìîòðå ÷åðåç
ïëåíêó èëè ïðè îòðàæåíèè ñâåòà îò íåå.

Ãàáîð íå ìîã ïîëó÷èòü êà÷åñòâåííûõ ãîëîãðàìì ïî
òîé ïðè÷èíå, ÷òî èìåâøèåñÿ â åãî ðàñïîðÿæåíèè ðòóò-
íûå äóãîâûå ëàìïû íå äàâàëè êîãåðåíòíîãî (ìîíî-
õðîìàòè÷åñêîãî, èëè îäíîöâåòíîãî) ñâåòà. Ñàì òåð-
ìèí «ãîëîãðàììà», ïðåäëîæåííûé Ãàáîðîì, èìååò
ãðå÷åñêîå ïðîèñõîæäåíèå è îçíà÷àåò «âñåîáùàÿ ïåðå-
äà÷à».

Ïåðâûå ãîëîãðàììû ñ èñïîëüçîâàíèåì ëàçåðà áûëè
ïîëó÷åíû Ý.Ëåéòîì è Þ.Óïàòíèåêñîì â Ìè÷èãàíñ-
êîì óíèâåðñèòåòå â 1962 ãîäó. Äëÿ ïðîñìîòðà ïîëó-

÷åííûõ èìè ãîëîãðàìì òîæå èñïîëüçîâàëñÿ ëàçåð. Â
òîì æå 1962 ãîäó Þ.Í.Äåíèñþê â Ãîñóäàðñòâåííîì
îïòè÷åñêîì èíñòèòóòå â Ëåíèíãðàäå, âïåðâûå îáúåäè-
íèâ ãîëîãðàôèþ Ãàáîðà ñ ïðèíöèïàìè öâåòíîé ôîòî-
ãðàôèè Ëèïìàíà, ïîëó÷èë ãîëîãðàììû, ïðîñìàòðèâà-
åìûå ïðè îáû÷íîì îñâåùåíèè. Ñ èçîáðåòåíèåì èì-
ïóëüñíûõ ëàçåðîâ, êîòîðûå äàþò ìîùíûé ïîòîê ñâå-
òà â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ íàíîñåêóíä, îòêðûëàñü âîç-
ìîæíîñòü áóêâàëüíî îñòàíàâëèâàòü ìãíîâåíèå è ïî-
ëó÷àòü ãîëîãðàììû áûñòðîòåêóùèõ ïðîöåññîâ (íà-
ïðèìåð, ïîëåò ïóëè).

Ãîëîãðàììû ìîæíî ïîëó÷àòü ñ ïîìîùüþ íå òîëüêî
ëàçåðîâ, ðàáîòàþùèõ â äèàïàçîíå âèäèìîãî ñâåòà, íî
è çâóêîâûõ âîëí èëè äðóãèõ ó÷àñòêîâ ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ñïåêòðà. Òàê, ãîëîãðàììû, ñäåëàííûå ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ðåíòãåíîâñêèõ èëè óëüòðàôèîëåòîâûõ ëó-
÷åé, ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü òðåõìåðíûå èçîáðàæåíèÿ
îáúåêòîâ ñ ðàçìåðàìè, ìåíüøèìè äëèíû âèäèìîãî
ñâåòà. Óíèêàëüíàÿ ñïîñîáíîñòü ãîëîãðàìì çàïèñûâàòü
è ðåêîíñòðóèðîâàòü îáúåêòû îäíîâðåìåííî ñ ïîìî-
ùüþ çâóêîâûõ è ñâåòîâûõ âîëí îòêðûâàåò ïðîñòîð
äëÿ ìíîãî÷èñëåííûõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé.
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Çàäà÷è
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Ýòè çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû ïðåæäå âñåãî ó÷àùèìñÿ 6 – 8
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1. Â êðàñíûé êðóã âïèñàí òðåóãîëüíèê, ïîêðàøåííûé
â ñèíèé öâåò. Êîãäà êðóã ðàçðåçàëè íà äâå ÷àñòè è
ñëîæèëè èõ âìåñòå, òî ñíîâà ïîëó÷èëñÿ êðàñíûé êðóã
ñ ñèíèì òðåóãîëüíèêîì. Îáÿçàòåëüíî ëè ýòîò òðåóãîëü-
íèê âïèñàííûé?

Ì.Àõìåäæàíîâà

2. Ôðåêåí Áîê íà êëåò÷àòîé áóìàãå ñ ðàçìåðàìè
êëåòêè ¥1 1  ïî ëèíèÿì ñåòêè ðèñóåò ïðÿìîóãîëüíèê,
ñîäåðæàùèé íå ìåíåå 3 êëåòîê. Ìàëûø è Êàðëñîí ïî
î÷åðåäè çàïîëíÿþò êëåòêè íàðèñîâàííîãî ïðÿìî-

óãîëüíèêà êðåñòèêàìè è íîëèêàìè, ïðè÷åì íà÷èíàåò
Ìàëûø è ñòàâèò êðåñòèêè. Êàðëñîí ñòàâèò íîëèêè.
Âûèãðûâàåò òîò, êòî ïîñòàâèò 3 ñâîèõ çíàêà ïîäðÿä íà
îäíîé ãîðèçîíòàëè èëè íà îäíîé âåðòèêàëè. Ïðÿìî-
óãîëüíèê êàêîãî íàèìåíüøåãî ïåðèìåòðà äîëæíà íà-
÷åðòèòü ôðåêåí Áîê, ÷òîáû Ìàëûø ìîã íàâåðíÿêà
âûèãðàòü ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

Â. Ñåíäåðîâ

3. Ìàðòûøêà, Ïîïóãàé, Óäàâ è Ñëîíåíîê óñòðîèëè
êîíöåðò ïî ñëó÷àþ ïðèåçäà áàáóøêè Óäàâà. Íà êîíöåð-
òå áûëî èñïîëíåíî ñåìü íîìåðîâ, ïðè÷åì êàæäûé
íîìåð ïðåäñòàâëÿë ñîáîé ëèáî ïåíèå âäâîåì, ëèáî
òàíåö âòðîåì. Íèêàêèå äâà íîìåðà íå èñïîëíÿëèñü
îäíèì è òåì æå ñîñòàâîì. Óäàâ ó÷àñòâîâàë â èñïîëíå-
íèè îäíîé ïåñíè è äâóõ òàíöåâ. Ìàðòûøêà èñïîëíèëà
áîëüøå íîìåðîâ, ÷åì Ñëîíåíîê. Ñêîëüêî íîìåðîâ
èñïîëíèë Ñëîíåíîê?

Å.Áàðàáàíîâ

4. Àíÿ íàïèñàëà íà áóìàãå íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå
(âåðíîå èëè íåâåðíîå – íèêòî íå çíàåò), à Áîðÿ íà
äðóãîì ëèñòå áóìàãè íàïèñàë ñâîå óòâåðæäåíèå (òîæå

íåèçâåñòíî, âåðíîå îíî èëè íåâåðíîå). Âèòÿ ïîñëå
ýòîãî íàïèñàë: «Èç Áîðèíîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò
Àíèíî», à Ãåíà íàïèñàë: «Èç Àíèíîãî óòâåðæäåíèÿ
ñëåäóåò Âèòèíî». Äîêàæèòå, ÷òî èç Âèòèíîãî óòâåðæäå-
íèÿ îáÿçàòåëüíî ñëåäóåò Ãåíèíî, íî èç Ãåíèíîãî óòâåðæ-
äåíèÿ íå îáÿçàòåëüíî ñëåäóåò Âèòèíî.

Ã.Ãàëüïåðèí

5. Ãèðüêè ìàññîé 1 ã, 2 ã, … , 200 ã ïî 100 øòóê êàê
ïîïàëî ðàçëîæèëè íà äâå ÷àøêè âåñîâ. Ðàçðåøåíî ñ
êàæäîé ÷àøêè 50 ãèðåê ïåðåìåñòèòü íà äðóãóþ. Ìîæíî
ëè çà ñ÷åò ýòîãî îáìåíà ïîëó÷èòü ðàâíîâåñèå?

Â.Ïðîèçâîëîâ



Ëåãåíäà î çàäà÷å Ãàóññà
Ñ . ÄÂÎÐßÍÈÍÎÂ

Ìû íà÷èíàåì î÷åðåäíîé êîíêóðñ ïî ðåøåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ ó÷àùèõñÿ 6–8 êëàññîâ.
Ðåøåíèÿ çàäà÷ âûñûëàéòå â òå÷åíèå ìåñÿöà ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ýòîãî íîìåðà æóðíàëà ïî àäðåñó:
119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò» (ñ ïîìåòêîé «Êîíêóðñ «Ìàòåìàòèêà 6–8»). Íå
çàáóäüòå óêàçàòü èìÿ, êëàññ è äîìàøíèé àäðåñ.

Êàê è ïðåæäå, ìû ïðèâåòñòâóåì ó÷àñòèå â êîíêóðñå íå òîëüêî îòäåëüíûõ øêîëüíèêîâ, íî è
ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóæêîâ. Ðóêîâîäèòåëåé êðóæêîâ ïðîñèì óêàçàòü ýëåêòðîííûé àäðåñ èëè êîíòàêò-
íûé òåëåôîí. Ïî òðàäèöèè, êðóæêè-ïîáåäèòåëè çàî÷íîãî êîíêóðñà ïðèãëàøàþòñÿ íà ôèíàëüíûé
î÷íûé òóðíèð.

Êîíêóðñ èìåíè À.Ï.Ñàâèíà

«Ìàòåìàòèêà 6–8»

1. Â ðÿä âûëîæåíû 28 îäèíàêîâûõ ïî âíåøíåìó âèäó
ìîíåò. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè íèõ åñòü 2 ôàëüøèâûå
ìîíåòû – áîëåå òÿæåëûå ïî âåñó, ÷åì íàñòîÿùèå.
Ìîæíî ëè çà 3 âçâåøèâàíèÿ íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç
ãèðü íàéòè âñå ôàëüøèâûå ìîíåòû, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
îíè ëåæàò ðÿäîì äðóã ñ äðóãîì?

È.Íèêîëàåâà

2. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 
���������

101 åäèíèöà

10101010...10101 ÿâëÿåòñÿ ñî-

ñòàâíûì â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ ïðîèçâîëüíûì íàòó-
ðàëüíûì îñíîâàíèåì, áîëüøèì 1.

À.Æóêîâ, À.Çàé÷èê

3. Êâàäðàòíîå ïîëå 2005 âåðòèêàëüíûìè è 2005
ãîðèçîíòàëüíûìè ëèíèÿìè ðàçäåëèëè íà ïðÿìîóãîëü-
íûå ó÷àñòêè, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ïîñåëèëñÿ ðûöàðü
èëè ëæåö. Ðûöàðè âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, à ëæåöû

âñåãäà ëãóò. Êàæäûé âëàäåëåö çàÿâèë, ÷òî ïëîùàäü åãî
ó÷àñòêà áîëüøå ïëîùàäåé ñîñåäíèõ ïî ñòîðîíå ó÷àñò-
êîâ. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî âëàäåëüöåâ ìîãëè
áûòü ðûöàðÿìè?

Â. Áðàãèí (ó÷åíèê 8 êë.)

4. Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ âçÿòû òî÷êè 
1 1
, ,A B

1
C  òàê, ÷òî îòðåçêè 

1
AA , 

1
BB , 

1
CC  äåëÿò ñîîòâåòñòâó-

þùèå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà 
1 1 1

A B C  ïîïîëàì. Âåðíî
ëè, ÷òî òî÷êè 1 1 1

, ,A B C  íåïðåìåííî ÿâëÿþòñÿ ñåðåäè-
íàìè ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ?

Â.Ïðîèçâîëîâ

5. Íàéäèòå íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, êîòî-
ðîå äåëèòñÿ íà âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íå ïðåâûøàþ-
ùèå n .

È.Àêóëè÷

È
ÇÂÅÑÒÍÀ ËÅÃÅÍÄÀ Î ÌÀËÅÍÜÊÎÌ ÍÅÌÅÖÊÎÌ ÌÀËÜ-

÷èêå Ãàóññå, êîòîðûé âïîñëåäñòâèè ñòàë âåëèêèì
Êàðëîì Ôðèäðèõîì Ãàóññîì è êîòîðûé åùå ïðè æèçíè
íîñèë ïîëóîôèöèàëüíûé òèòóë «êîðîëü ìàòåìàòè-
êîâ».

Ñëó÷èëîñü ýòî â òó ïîðó, êîãäà ìàëåíüêèé Ãàóññ
åùå ïîñåùàë íà÷àëüíóþ øêîëó. Îäíàæäû ó÷èòåëü
çàäàë ñâîèì ó÷åíèêàì íåëåãêóþ çàäà÷ó: ñëîæèòü âñå
íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 20. Îí íàäåÿëñÿ îñâîáî-
äèòü ñåáå íåìíîãî âðåìåíè, ïîêà ó÷åíèêè áóäóò çà-
íÿòû íàõîæäåíèåì ñóììû, è ïîòîìó áûë íåñêàçàííî
óäèâëåí, êîãäà ìàëåíüêèé Ãàóññ øàãíóë âïåðåä, â òî
âðåìÿ êàê îñòàëüíûå åãî òîâàðèùè åùå òîëüêî ñîáè-
ðàëèñü ïðèñòóïèòü ê ðàáîòå, ïîëîæèë ãðèôåëüíóþ
äîñêó íà ó÷èòåëüñêóþ êàôåäðó è ñêàçàë: «Ãîòîâî».
Ó÷èòåëü äàæå íå âçãëÿíóë íà äîñêó þíîãî Ãàóññà, òàê
êàê áûë ñîâåðøåííî óáåæäåí, ÷òî îòâåò íåâåðåí. Îí

äàæå íàìåðåâàëñÿ íàêàçàòü ìàëü÷èêà çà íåñêðîì-
íîñòü.

Äîæäàâøèñü, ïîêà îñòàëüíûå ó÷åíèêè çàâåðøèëè
ðàáîòó è ñëîæèëè ñâîè äîñêè íà äîñêó ìàëåíüêîãî
Ãàóññà, ó÷èòåëü âûòàùèë åå (âåäü îíà ëåæàëà â ñàìîì
íèçó) è âçãëÿíóë íà íåå. Êàêîâî æå áûëî åãî óäèâëå-
íèå, êîãäà îí îáíàðóæèë íà äîñêå îäíî-åäèíñòâåííîå
÷èñëî è ïðèòîì âåðíîå. Íà ÷åðíîé ãðèôåëüíîé äîñêå
êðàñîâàëîñü àêêóðàòíî íàïèñàííîå ìåëîì ÷èñëî 210.

Êàê ìàëåíüêèé Ãàóññ íàøåë åãî? Ìû, êîíå÷íî, òî÷íî
íå çíàåì, êàê îí ýòî ñäåëàë, è íèêîãäà íå ñìîæåì ýòîãî
óçíàòü. Îäíàêî ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü ñëåäóþùåå.

Ãàóññ, äîëæíî áûòü, «âèäåë» çàäà÷ó íå òàê, êàê
äðóãèå åãî ñâåðñòíèêè, à áîëåå ãëóáîêî. Âñå åãî îäíî-
êëàññíèêè íàìåðåâàëèñü ñêëàäûâàòü äàííûå ÷èñëà
ïîñëåäîâàòåëüíî, ïðèáàâëÿÿ ê óæå íàéäåííîé ñóììå
ñëåäóþùåå ñëàãàåìîå. Ãàóññ æå îáðàòèë ñâîå âíèìà-

Ê  Ì  Ø 25
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íèå íà äâà êðàéíèõ ÷èñëà (ñàìîå ïåðâîå è ñàìîå
ïîñëåäíåå) – íà ÷èñëà 1 è 20. Çàòåì – íà âòîðîå è
ïðåäïîñëåäíåå, ò.å. íà ÷èñëà 2 è 19. È âîîáùå, íà ÷èñëà,
ðàâíîóäàëåííûå îò êîíöîâ ýòîé ñóììû èç äâàäöàòè
ñëàãàåìûõ. Ýòè ïàðû äàþò â ñóììå îäíî è òî æå ÷èñëî:

1 + 20 = 2 + 19 = 3 + 18 = … = 9 + 12 = 10 + 11 = 21.

Ïàð òàêèõ âñåãî äåñÿòü, ïîýòîìó ñóììà âñåõ ýòèõ ÷èñåë
ðàâíà ◊ =21 10 210 .

Êîãäà Ãàóññ ðàññêàçàë ñâîå ðåøåíèå ó êëàññíîé
äîñêè, ó÷èòåëü áûë êðàòîê: «Ìîëîäåö». Òåïåðü îí óæå
íå ïîìíèë ñâîþ ìèíóòíóþ äîñàäó è áûë ðàä òîìó, ÷òî
åãî ó÷åíèê «óâèäåë èñòèíó ÿñíî è ÷åòêî», êàê ñêàçàë áû
Äåêàðò, è íàøåë ëåãêèé, íå òðåáóþùèé íàïðÿæåíèÿ,
óäîáíûé äëÿ ïðèìåíåíèÿ ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ èñêîìîé
ñóììû. Òàêèìè ó÷åíèêàìè, êàê Ãàóññ, ó÷èòåëü ìîæåò
ãîðäèòüñÿ!

Óïðàæíåíèå 1. Íàéäèòå ïî ìåòîäó Ãàóññà ñóììó 1 + 2 +

+ 3 + … + 100.

Â íàøè äíè ìàëî êòî çíàåò, ÷òî ïðîèçîøëî â ýòîé
íåìåöêîé øêîëå äàëüøå. À äàëüøå ó÷èòåëü çàäàë
ñâîèì ó÷åíèêàì äîìàøíåå çàäàíèå: ðàññòàâèòü çíàêè
â âûðàæåíèè …+ ± ± ± ± ±1 2 3 99 100 òàê, ÷òîáû ïî-
ëó÷èòü íîëü.

Øóìíîé ãóðüáîé øêîëÿðû âûñûïàëè íà íåáîëüøóþ
ïëîùàäü ïåðåä ãèìíàçèåé. Ðåáÿòà íàïåðåáîé îáðàùà-
ëèñü ê ìàëåíüêîìó Ãàóññó: êàê áûòü ñ íîâîé çàäà÷åé?

– Ïîêà ÷òî î ñïîñîáå ðåøåíèÿ ñêàçàòü íè÷åãî íåëüçÿ.
– Íó, õîðîøî, îñòàâèì ó÷åáó è äàâàéòå-êà ëó÷øå

ñîâåðøèì âîñõîæäåíèå íà Øïèöáåðã, – ïðåäëîæèë

êòî-òî èç ðåáÿò. – Ñ âåðøèíû ýòîé ãîðû îòêðûâàåòñÿ
÷óäåñíûé âèä! Êàðë, òû èäåøü ñ íàìè?

Òîò íå îòâåòèë. Íåñïåøíî äâèãàÿñü ïî óëèöàì òèõîãî
ãîðîäêà ê äîìó ñâîèõ ðîäèòåëåé, Ãàóññ äóìàë î íîâîé
çàäà÷å. Êîíå÷íî, èíòåðåñíî áûëî áû âìåñòå ñ äðóçüÿìè
åùå ðàç ïîäíÿòüñÿ íà ãîðó. Ñ âûñîòû âèäíî äàëåêî-
äàëåêî, ïðèÿòíî îùóùàòü ïîáåäó íàä ýòîé âûñîòîé. Íî
ñåé÷àñ Ãàóññ ðàçìûøëÿë î çàäà÷å. Íè÷åãî äðóãîãî äëÿ
íåãî â ýòè ìèíóòû íå ñóùåñòâîâàëî. Äëÿ Êàðëà ðåøåíèå
êàæäîé íîâîé òðóäíîé çàäà÷è áûëî ñâîåãî ðîäà
ïîáåäîé, ñâîåîáðàçíîé âûñîòîé. È ñåé÷àñ ýòó íîâóþ
âûñîòó îí íàìåðåâàëñÿ ïîêîðèòü. Êàê ýòî ñäåëàòü?

Åñëè âíà÷àëå ðàññòàâèòü çíàêè òàê: 1 + 2 – 3, òî
ïîëó÷èòñÿ íîëü. Íî êàê âûáèðàòü çíàêè ïîòîì, ñîâåð-
øåííî íåÿñíî. Ãàóññ íå çàìå÷àë ïðîåçæàâøèõ ìèìî
êàðåò, íå ñëûøàë íè áîÿ ÷àñîâ íà ãîðîäñêîé ðàòóøå, íè
øóìà âîäû, ïàäàâøåé íà ëîïàñòè âîäÿíîé ìåëüíèöû.
Ïëþñ, ìèíóñ, ìèíóñ, ïëþñ,… – çíàêè ïåðåïðûãèâàëè îò
îäíîãî ÷èñëà ê äðóãîìó, êàê êóçíå÷èêè â ïðèäîðîæíîé
òðàâå.

Ñòîï! À åñëè ïîñòóïèòü òàê: 1 – 2 – 3 + 4? Íîëü
ïîëó÷àåòñÿ, õîðîøî. À ïîòîì? ×òî ïîòîì? Ãàóññ ïðåä-
ñòàâèë, êàê âñå ñòî åãî ñëàãàåìûõ, ñëîâíî æèâûå,
íà÷àëè ãðóïïèðîâàòüñÿ ïî ÷åòûðå:

(1 – 2 – 3 + 4) + (5 – 6 – 7 + 8) +

+ (9 – 10 – 11 + 12) + …

Ðàññìîòðèì ÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñëà k, k + 1, k + 2, k + 3. Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü çíàêîâ + – – +. Ìàëü÷óãàí îò ðàäîñòè äàæå
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òèõî ïîïûòàëñÿ ïðîïåòü íà ìîòèâ çíàêîìîé ïåñåíêè,
÷òî ïåëè åãî äðóçüÿ:

Âåñåëûé ïëþñ è ðàäîñòíûé ìèíóñ,
Äîëãîæäàííûé ìèíóñ è íóæíûé ïëþñ!...

Êëþ÷îì ê ðåøåíèþ íîâîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà

k – (k + 1) – (k + 2) + (k + 3) = 0.

Ãàóññ ñíîâà óâåðåííî ïîâòîðèë íàðàñïåâ:

Âîò òàêîé ïëþñ è âîò òàêîé ìèíóñ,
Âîò òàêîé ìèíóñ, âîò òàêîé ïëþñ!...

Çàäà÷à áûëà ðåøåíà:

(1 – 2 – 3 + 4) +

 + (5 – 6 – 7 + 8) + (9 – 10 – 11 + 12) + ...

...+ ( 93 – 94 – 95 + 96) + (97 – 98 – 99 + 100) =

 = ¥ =0 25 0 .

Òàê, à åñëè ñëàãàåìûõ íå ñòî? À ñêîëüêî? Ñêîëüêî èõ
ìîæåò áûòü? Êîíå÷íî, òàêàÿ ðàññòàíîâêà çíàêîâ ïîçâî-
ëÿåò â ñóììå ïîëó÷èòü íîëü, åñëè êîëè÷åñòâî ñëàãàå-
ìûõ n êðàòíî 4, ò.å. n = 4k. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ k
÷åòâåðîê, à êàæäàÿ ÷åòâåðêà ñîäåðæèò ÷åòûðå ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà ñî çíàêàìè + – – +. È
åñëè âñïîìíèòü ðàâåíñòâî + 1 + 2 – 3 = 0, òî ñëàãàåìûõ
â ñóììå + ± ± ± ±…1 2 3 n  ìîæåò áûòü 3 + 4k. Ïðè
n = 3 + 4k ðàññòàíîâêà çíàêîâ òàêîâà: (+ + –)(+ – –
+)(+ – – +)(+ – – +)…(+ – – +). Â ýòîé «ïåñåíêå»
èç çíàêîâ ïåðâûé òàêò íåïîëíûé – ñîäåðæèò âñåãî òðè
çíàêà è òðè ñëàãàåìûõ ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå . Ïðè n = 1 + 4k è ïðè n = 2 + 4k ÷èñëî 0

ïîëó÷èòü íåëüçÿ. Ïðè÷èíà â ñëåäóþùåì. Ëåãêî óáåäèòüñÿ,

÷òî â îáîèõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ñóììà 1 + 2 + 3 + … + n ÿâëÿåòñÿ

íå÷åòíûì ÷èñëîì. Ïðè çàìåíå îäíîãî çíàêà «+» íà çíàê

«–» íîâàÿ ñóììà òàêæå áóäåò ÷èñëîì íå÷åòíûì, èáî ïðè ýòî

èñõîäíàÿ ñóììà óìåíüøèòñÿ íà ÷åòíîå ÷èñëî (ïðîäóìàéòå,

ïî÷åìó ýòî òàê), è ïîýòîìó ÷åòíîå ÷èñëî 0 íèêîãäà íå

ïîëó÷èòñÿ.

Âå÷åðîì òîãî æå äíÿ, óæå ëåæà â êðîâàòè, ìàëåíüêèé
Ãàóññ ñíîâà äóìàë î ðåøåííîé çàäà÷å è î òåõ ÷óâñòâàõ,
êîòîðûå îí èñïûòàë îò åå ðåøåíèÿ. Ïîòîìó è íðàâè-
ëàñü åìó ìàòåìàòèêà, ÷òî ðåøåíèÿ çàäà÷ è ìàëåíüêèå
îòêðûòèÿ, êîòîðûå îí ñîâåðøàë ïðè ýòîì, äîñòàâëÿëè
åìó íè ñ ÷åì íå ñðàâíèìóþ ðàäîñòü.

Ñîí íå øåë ê þíîìó ìàòåìàòèêó. À åñëè ðàññìîòðåòü

âûðàæåíèå + ± ± ± ±…
2 2 2 2
1 2 3 n , òî êàê çäåñü ñëåäóåò

ðàññòàâèòü çíàêè ± , ÷òîáû â ñóììå ïîëó÷èòü íîëü?
Ñêîëüêî ïðîøëî âðåìåíè, ñêîëüêî ðàç ïðîáèëè ÷àñû

íà ãîðîäñêîé ðàòóøå – Êàðë íå ìîã ñêàçàòü. Îí

ïðåäñòàâèë ñåáå ôîðìóëó ( )- + = - -22
1 2 1k k k , âû-

ðàæàþùóþ ðàçíîñòü äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ êâàäðà-
òîâ. ßñíî, ÷òî ìèíóñû çäåñü – â çàäà÷å î ðàññòàíîâêå
çíàêîâ – íå èãðàþò ñóùåñòâåííîé ðîëè, è ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî ðàçíîñòü åñòü óäâîåííîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî ïëþñ åäèíèöà. Ñíîâà â ñîçíàíèè çàçâó÷àëà
çíàêîìàÿ ôîðìóëà:

+1, –1, –1, +1

– âñå ýòè åäèíèöû óíè÷òîæàþòñÿ, è ÷åòûðå ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ÷èñëà âèäà 2k + 1 òîæå äàþò â ñóììå íîëü:

(2k + 1) – (2(k + 1) + 1) – (2(k + 2) + 1) +

+ (2(k + 3) + 1) = 0.

Òåïåðü ïîíÿòíî, êàê ñëåäóåò âûáèðàòü çíàêè â ñóììå
± ± ± ±…

2 2 2 2
1 2 3 n :

( ) ( ) ( ) ( ){ }- - - - - + - +2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 5 6 7 8

+ ( ) ( ) ( ) ( ){ }- - - - - + - +…2 2 2 2 2 2 2 2
9 10 11 12 13 14 15 16

Â ýòîé ñóììå âñå ñëàãàåìûå ïîñëåäîâàòåëüíî ãðóïïè-
ðóþòñÿ ïî âîñåìü. Â èòîãå ïîëó÷èòñÿ íîëü, åñëè èçíà-
÷àëüíî ÷èñëî n êðàòíî 8, ò.å. n = 8k. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
àëãåáðàè÷åñêîé ñóììû êâàäðàòîâ íîëü ïîëó÷àåòñÿ ïðè
òàêîì âûáîðå çíàêîâ: ( + – – + – + + – ). Äàëüøå
çíàêè ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþòñÿ. Ýòà íîâàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü çíàêîâ ïîëó÷àåòñÿ èç îñíîâíîé ïðîñòåé-
øåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (+ – – +) çàìåíîé çíàêà
ïëþñ íà ïàðó çíàêîâ + – è çàìåíîé çíàêà ìèíóñ íà
ïàðó çíàêîâ – +.

Àçàðò îõâàòèë è óæå áîëüøå íå ïîêèäàë Ãàóññà. À ê
êàêîé åùå ñóììå ìîæíî ïðèìåíèòü åãî âîëøåáíóþ
ôîðìóëó «ïëþñ, ìèíóñ, ìèíóñ, ïëþñ»?

Ïåðåä åãî ìûñëåííûì âçîðîì ïðåäñòàëà òàêàÿ êðà-
ñèâàÿ ôîðìóëà:

+ ◊ ± ◊ ± ◊ ± ◊ ± ± ◊…1 2 2 3 3 4 4 5 96 97 .

Êàê  â íåé ðàññòàâèòü çíàêè òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü íîëü?
Çäåñü ðàçíîñòü äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë ðàâíà

( ) ( ) ( ) ( )+ - + + = - +1 1 2 2 1k k k k k .

ßñíî, ÷òî äëÿ òàêèõ ÷åòûðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë
îñíîâíàÿ êîìáèíàöèÿ çíàêîâ (+ – – +) âíîâü äàåò
íîëü:

( ) ( )( ) ( )( )+ - + + - + + +2 2 2 1 2 2 2 2k k k

+ ( )( )+ + =2 3 2 0k .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà

+ ◊ ± ◊ ± ◊ ± ◊ ± ± ◊…1 2 2 3 3 4 4 5 96 97

ïðåâðàùàåòñÿ â íîëü ïðè âûáîðå çíàêîâ ( + – – + –
+ + – ). Êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ çäåñü (à èìåííî, 96)
êðàòíî 8.

Ìû íå ìîæåì àáñîëþòíî òî÷íî ñêàçàòü, î êàêèõ åùå
ñóììàõ ðàçìûøëÿë áóäóùèé êîðîëü ìàòåìàòèêîâ â òîò
ïîçäíèé âå÷åð. Âîçìîæíî, î ðàññòàíîâêå çíàêîâ â
âûðàæåíèè

( ) ( )+ ◊ ± ◊ ± ◊ ± ± - +…1 3 3 5 5 7 16 1 16 1k k ,

ñíîâà ïðèâîäÿùåé ê íóëþ (íàéäèòå ýòó ðàññòàíîâêó
ñàìîñòîÿòåëüíî, è ïóñòü ýòî áóäåò Óïðàæíåíèå 2), èëè
î äðóãîé ïîäîáíîé çàäà÷å. Ãàäàòü íå áóäåì. Âìåñòî
ýòîãî ðàññêàæåì, â êàêîé ôîðìå çàäà÷à, êîòîðóþ
ðåøàë Ãàóññ ïðèìåðíî 220 ëåò íàçàä, ñóùåñòâóåò â
íàøè äíè.

Âåñíîé 2006 ãîäà ó÷àñòíèêàì îëèìïèàäû â Ìîñêîâ-
ñêîì ïåäàãîãè÷åñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå
ïðåäëàãàëàñü òàêàÿ çàäà÷à:  ðàññòàâèòü çíàêè â âûðà-
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æåíèè

…1 2 3 2 3 4 3 4 5 2005 2006 2007+ ◊ ◊ ± ◊ ◊ ± ◊ ◊ ± ± ◊ ◊
òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü 0.

Çäåñü ðå÷ü èäåò î ñëàãàåìûõ âèäà

( ) ( )= + +1 2na n n n ,   n = 1, 2, …, 2005.

Ïðè ýòîì ðàâíà íóëþ ñëåäóþùàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóì-
ìà ïåðâûõ ïÿòè ñëàãàåìûõ:

+ ◊ ◊ + ◊ ◊ + ◊ ◊ +1 2 3 2 3 4 3 4 5 ◊ ◊ - ◊ ◊ =4 5 6 5 6 7

= + + + - =6 24 60 120 210 0 .

Åñëè ðàññìîòðåòü 16 ïîñëåäîâàòåëüíûõ òàêèõ ÷èñåë, òî,
âûáèðàÿ çíàêè ±  îïðåäåëåííûì îáðàçîì, ìîæíî
ïîëó÷èòü ñóììó + +± ± ±…

1 15k k k
a a a , ðàâíóþ íóëþ. Ýòà

ñïåöèàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíàêîâ òàêîâà:

+ – – + – + + – – + + – + – – +.

Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî ôàêòà óäîáíî íàéòè ñíà÷àëà
ñóììó ïåðâûõ ÷åòûðåõ ñëàãàåìûõ, ðàâíóþ ( )+3 4 10k

(ïðîâåäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå âûêëàäêè). Îòñþäà ñðàçó
(çàìåíîé k íà k + 4) è ñ ó÷åòîì çíàêà ïîëó÷àåòñÿ ñóììà
ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ ñëàãàåìûõ: ( )( )- + +3 4 4 10k , çà-

òåì ñóììà åùå ÷åòûðåõ ñëàãàåìûõ: ( )( )- + +3 4 8 10k  è,
íàêîíåö, ñóììà ïîñëåäíèõ ÷åòûðåõ ñëàãàåìûõ:

( )( )+ +3 4 12 10k . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñóììà ïîëó÷åííûõ
÷åòûðåõ âûðàæåíèé ðàâíà 0.

 Ïîñêîëüêó äàííàÿ ñóììà ñîäåðæèò 2005 ñëàãàåìûõ
è = + ¥2005 5 16 125 , òî óêàçàííàÿ ðàññòàíîâêà çíàêîâ
äåéñòâèòåëüíî ïðèâîäèò ê íóëþ.

Òåïåðü îáúÿñíèì, êàê ìîæíî äîãàäàòüñÿ äî òàêîé
ðàññòàíîâêè çíàêîâ. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü äâóõ ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ ÷èñåë èç äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñëàãàåìûõ:

+
- =

1k k
a a ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ + - + + + =1 2 1 2 3k k k k k k

= ( ) ( ) ( )- + + = - + +2
3 1 2 3 3 2k k k k .

Äëÿ ñóììû êâàäðàòîâ + ± ± ± ±…
2 2 2 2
1 2 3 k  Ãàóññ íà-

øåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíàêîâ ( + – – + – + + – ).
Ýòà æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîäèòñÿ è äëÿ ñóììû âèäà
+ ± ± ±…1 2 k . Î÷åâèäíî, ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà-
êîâ ïîäõîäèò è äëÿ ñóììû

+ ± ± ± ± ±…2 2 2 2 2 ,

è äëÿ ñóììû

( ) ( ) ( )+ + + + +
- + - + + -…

1 2 3 14 15k k k k k k
a a a a a a .

Äëÿ èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }na  ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü çíàêîâ îêàçûâàåòñÿ òàêîé:

+ + + + – (+ – – +  – + + – – + + – + – – +).

Êàê è ðàíåå, ïåðèîä ïîñëåäíåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(ñîäåðæàùèé 16 çíàêîâ) ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðèîäà ïðå-
äûäóùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñîäåðæàùåé 8 çíàêîâ)
çàìåíîé çíàêà ïëþñ íà ïàðó çíàêîâ + – è çàìåíîé
çíàêà ìèíóñ íà ïàðó çíàêîâ – +.

Óïðàæíåíèÿ

Âûáåðèòå çíàêè ±  â ñëåäóþùèõ ñóììàõ òàê, ÷òîáû ïîëó-

÷èòü íîëü:

3. + ◊ ± ◊ ± ◊ ± ± ◊…1 5 5 9 9 13 29 33

4. ( ) ( )+ ◊ ± ◊ ± ◊ ± ± - ◊ +…1 5 5 9 9 13 32 3 32 1n n .

5. + ◊ ◊ ± ◊ ◊ ±1 3 5 3 5 7

± ( ) ( ) ( )…◊ ◊ ± ± - ◊ + ◊ +5 7 9 32 1 32 1 32 3n n n

6. + ◊ ◊ ◊ ± ◊ ◊ ◊ ±1 2 3 4 2 3 4 5

± ◊ ◊ ◊ ± ± ◊ ◊ ◊…3 4 5 6 32 33 34 35

7. + ◊ ◊ ◊ ± ◊ ◊ ◊ ±1 2 3 4 2 3 4 5

± ( ) ( ) ( )…◊ ◊ ◊ ± ± ◊ + ◊ + ◊ +3 4 5 6 32 32 1 32 2 32 3n n n n

8. Óêàæèòå äâà-òðè çíà÷åíèÿ n, ïðè êîòîðûõ â âûðàæåíèè

+ ± ± ± ±…
5 5 5 5
1 2 3 n

ìîæíî ðàññòàâèòü çíàêè ±  òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü íîëü.

Óêàæèòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíàêîâ.

Ðîâíî 100 ëåò íàçàä, â 1906 ãîäó, íîðâåæñêèé ìàòå-
ìàòèê Àêñåëü Òóý ïðèâåë ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ñîñòàâëåííîé èç íóëåé è åäèíèö:

0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1…

Â 1921 ãîäó àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê Ìàðñòîí Ìîðñ
îáíàðóæèë ýòó æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðîâîäÿ èññëå-
äîâàíèÿ íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
Â ÷åñòü ýòèõ ìàòåìàòèêîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëó÷è-
ëà íàçâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìîðñà–Òóý.

Ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìîðñà–Òóý íà÷è-
íàåòñÿ ñ íóëÿ. Íà êàæäîì ñëåäóþùåì øàãå ê íàáîðó
íóëåé è åäèíèö, êîòîðûé ïîëó÷åí íà ïðåäûäóùåì
øàãå, ñïðàâà ïðèïèñûâàåòñÿ åãî äîïîëíåíèå – íàáîð
öèôð, â êîòîðîì êàæäûé íîëü çàìåíåí åäèíèöåé, à
êàæäàÿ åäèíèöà çàìåíåíà íóëåì:

1-é øàã 0

2-é øàã 01

3-é øàã 0110

4-é øàã 01101001

5-é øàã 0110100110010110

6-é øàã 01101001100101101001011001101001

è òàê äàëåå.

Îêàçûâàåòñÿ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìîðñà–Òóý ïîìî-
ãàåò ðåøàòü çàäà÷è, íàä êîòîðûìè çàäóìûâàëñÿ è
ìàëåíüêèé Ãàóññ.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñóììó = + ± ± ± ±…
1

1 2 3 4S

±… 100 . Òðåáóåòñÿ âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà-
êîâ { }±  òàê, ÷òîáû ñóììà ñòàëà ðàâíîé íóëþ: =

1
0S .

Ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûé îòðåçîê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìîðñà–Òóý 0110 ñ çàìåíîé Æ +0 ,
Æ -1 :

( )1
1 2 3 4S = - - + +

+ ( ) ( ) …- - + + - - + +5 6 7 8 9 10 11 12

( ) ( )… + - - + + - - + =93 94 95 96 97 98 99 100

= ¥ =0 25 0 .

Îòðåçîê çíàêîâ + – – + (èëè, ÷òî òî æå, êîíå÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0110) èñïîëüçóåòñÿ çäåñü 25 ðàç.

Ïîäóìàéòå, êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìîðñà–Òóý ïî-
ìîãàåò ðåøàòü è äðóãèå çàäà÷è.
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øèå ëèñòû «Äèàëîãîâ» Ãàëèëåÿ. Òðè áðàòà ñèäåëè íà
âåðàíäå äîìà, çàäóì÷èâî ñêëîíèâ ãîëîâû. Áûëî ãðóñò-
íî. Çàêîí÷èëàñü ÷åòûðåõäíåâíàÿ «áåñåäà», êîòîðîé áåç
ìàëîãî ÷åòûðåñòà ëåò, áåñåäà î äâóõ âàæíåéøèõ ñèñòå-
ìàõ ìèðà – ïòîëåìååâîé è êîïåðíèêîâîé.

Êàêîé áû èíòåðåñíîé íè áûëà êíèãà, åé âñåãäà
ïðèõîäèò êîíåö. Íî êíèãà íå óìèðàåò, òåì áîëåå òàêàÿ.
Îíà îñòàåòñÿ æèòü â íàøåé ïàìÿòè, â íàøèõ ìûñëÿõ. È
âîò, ÷òîáû îæèâèòü íà âðåìÿ ïîòåðÿííîå ÷óâñòâî,
çàäóìàëè òðè áðàòà – à áûëè îíè ìàòåìàòèêîì, àñòðî-
íîìîì è ëèíãâèñòîì (òàê ìû è áóäåì íàçûâàòü èõ â
äàëüíåéøåì) –  ñàìèì ïîâåñòè áåñåäó èëè ñïîð ïî
êàêîìó-íèáóäü ñõîæåìó âîïðîñó.

Ó÷àñòíèêîâ «Äèàëîãà» áûëî òðîå: Ñàãðåäî, Ñàëüâèàòè
è Ñèìïëè÷èî, è áðàòüåâ êàê ðàç òðîå. Íàøëàñü è
ïîäõîäÿùàÿ òåìà áåñåäû, óñòðàèâàâøàÿ êàæäîãî. À
èìåííî, ðàç Ãàëèëåé äîêàçàë, ÷òî Çåìëÿ âåðòèòñÿ, òî
ðàçóìíî çàäàòüñÿ òàêèì âîïðîñîì: «Ïî÷åìó Çåìëÿ
âåðòèòñÿ èìåííî ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè?» Íà òîì è
ïîðåøèëè.

Ïåðâûì, íà ïðàâàõ ñòàðøåãî áðàòà, âçÿë ñëîâî Ìàòå-
ìàòèê. Îí óòî÷íèë, ÷òî íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ –  õàðàê-
òåðèñòèêà îòíîñèòåëüíàÿ. Åñëè ñìîòðåòü ñ Ñåâåðíîãî
ïîëþñà, òî Çåìëÿ âðàùàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à
åñëè ñ Þæíîãî – ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Çíà÷èò, âîïðîñ íå
èìååò ñìûñëà.

– Òóò òû îøèáàåøüñÿ, – âîçðàçèë Àñòðîíîì, ÿâëÿþ-
ùèéñÿ ñðåäíèì áðàòîì. – Ñåâåðíîå ïîëóøàðèå Çåì-
ëè ñ÷èòàåòñÿ âåðõíèì, è ñìîòðÿò îáû÷íî ñ åãî ñòîðî-
íû. Íåäàðîì ãëîáóñû ñ ôèêñèðîâàííîé îñüþ èìåþò
âåðõíèì èìåííî ñåâåðíîå ïîëóøàðèå. Äàæå ìû, àñò-
ðîíîìû, íàðîä ñòðîãèé, ãîâîðèì: «íàä ïëîñêîñòüþ
ýêëèïòèêè», ò.å. ïëîñêîñòüþ îðáèòû Çåìëè, êîãäà èìå-
åì â âèäó ïîëóïðîñòðàíñòâî ñî ñòîðîíû ñåâåðíîãî
ïîëóøàðèÿ, è – «ïîä», êîãäà ñî ñòîðîíû þæíîãî.
Õîòÿ ìîðÿêè âûñîêèìè íàçûâàþò øèðîòû, áëèçêèå íå
òîëüêî ê Ñåâåðíîìó, íî è ê Þæíîìó ïîëþñó, à íèçêè-
ìè – áëèçêèå ê ýêâàòîðó. Ïðàâäà, òóò äåëî ñêîðåå â
òîì, ÷òî àáñîëþòíîå çíà÷åíèå øèðîòû ðàñòåò ïðè
äâèæåíèè â îáå ñòîðîíû îò ýêâàòîðà. Íî ñàìî ïîíÿ-
òèå î âûñîêîé øèðîòå âîçíèêëî â ñåâåðíîì ïîëóøà-
ðèè.

– Áðàò Àñòðîíîì ïðàâ, – ïîäòâåðäèë Ëèíãâèñò,
ìëàäøèé áðàò. – È õîòÿ äåòñêîå óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî
ó Çåìëè åñòü âåðõ è íèç, ýòî èñòîðè÷åñêèé ïåðåæèòîê
è ñëåäñòâèå çàðîæäåíèÿ öèâèëèçàöèè â ñåâåðíîì
ïîëóøàðèè, íî òàê ïðèíÿòî è òàê óäîáíåå. Åñëè çàäàâàòü
âîïðîñ ñòðîãî, òî îí çâó÷èò ñëèøêîì ãðîìîçäêî: «Ïî÷å-

ìó Çåìëÿ, âèäèìàÿ ñî ñòîðîíû Ñåâåðíîãî ïîëþñà,
âðàùàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè?»

– Õîðîøî, ÿ îòâå÷ó è íà òàêîé âîïðîñ, – ñêàçàë
Ìàòåìàòèê, õèòðî óëûáíóâøèñü. – Òîëüêî ñíà÷àëà
îòâåòüòå ìíå, – îí ïîäáðîñèë ìîíåòêó è ïîêàçàë åå
âñåì, – ïî÷åìó âûïàë èìåííî îðåë, à íå ðåøêà? Âèäèòå
ëè, ïîÿâëåíèå âðàùåíèÿ ïî èëè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë-
êè, òàê æå, êàê è âûïàäåíèå îðëà èëè ðåøêè, ñóòü
ñîáûòèÿ ñëó÷àéíûå è ðàâíîâåðîÿòíûå.

– Íó, çäåñü âû îøèáàåòåñü, – ïåðåáèë Àñòðîíîì. – Â
Ñîëíå÷íîé ñèñòåìå âðàùåíèå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè
(åñëè ñìîòðåòü ñî ñòîðîíû Ñåâåðíîãî ïîëþñà ýêëèïòè-
êè) ÿâëÿåòñÿ ïðåîáëàäàþùèì, à çíà÷èò, è áîëåå âåðî-
ÿòíûì. Ïîýòîìó ìû, àñòðîíîìû, íàçûâàåì ýòî äâèæå-
íèå ïðÿìûì, õîòÿ îíî è «ïðîòèâ», à äâèæåíèå ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå – îáðàòíûì, õîòÿ îíî è «ïî». Äà è
ôèçèêè ñ ìàòåìàòèêàìè, âèäèìî, ïîýòîìó ïðèíÿëè çà

Ïî÷åìó Çåìëÿ âðàùàåòñÿ
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè?

Ñ . Ñ ÅÌÈÊÎÂ
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ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ è îáõîäà èìåí-
íî äâèæåíèå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Òàê äâèæåòñÿ âñå,
÷òî òîëüêî âîçìîæíî: ïîâåðõíîñòü Ñîëíöà, ïëàíåòû ïî
îðáèòàì è âîêðóã îñè, ñïóòíèêè è êîëüöà âîêðóã ïëàíåò
è âîêðóã îñè, ïîÿñ àñòåðîèäîâ. Ëèøü íåìíîãèå íåáåñ-
íûå òåëà èìåþò îáðàòíîå äâèæåíèå: ëåæåáîêà-Óðàí
âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ñïóòíèêàìè, ñêëîíèâøèé îñü
âðàùåíèÿ ïîä ïëîñêîñòü îðáèòû íà âîñåìü ãðàäóñîâ;
ëåíòÿéêà-Âåíåðà, èìåþùàÿ ñàìûé äëèííûé äåíü ïðî-
äîëæèòåëüíîñòüþ â 243 çåìíûõ äíÿ; íåêîòîðûå âíå-
øíèå ñïóòíèêè ïëàíåò-ãèãàíòîâ äà íåñêîëüêî êîìåò è
àñòåðîèäîâ. Îáúÿñíÿåòñÿ ïðåîáëàäàíèå ïðÿìîãî äâè-
æåíèÿ â Ñîëíå÷íîé ñèñòåìå òåì, ÷òî òàêîå íàïðàâëåíèå
âðàùåíèÿ èìåëî ïðîòîïëàíåòíîå îáëàêî, èç êîòîðîãî
îíà âîçíèêëà. Òàê ÷òî øàíñ òîãî, ÷òî Çåìëÿ ñòàëà áû
âðàùàòüñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, êðàéíå ìàë.

Â îòâåò íà ýòî Ìàòåìàòèê, óìåâøèé èçãîòîâèòü ìî-
äåëü èç ÷åãî óãîäíî, âûòàùèë èç êàðìàíà áèëåò íà
àâòîáóñ è ñïðîñèë:

– À òû çíàåøü, ÷òî øàíñ òîãî, ÷òî íîìåð ýòîãî áèëåòà
ìîã îêàçàòüñÿ èìåííî «847935», áûë îäèí ê ìèëëèîíó
è, òåì íå ìåíåå, âûïàë, êàê âèäèøü, èìåííî îí. À âñå
ïîòîìó, ÷òî íå èìååò ñìûñëà èñêàòü âåðîÿòíîñòü ñîáû-
òèÿ óæå ïîñëå òîãî, êàê îíî ïðîèçîøëî. Êðîìå òîãî, î
âåðîÿòíîñòè èìååò ñìûñë ãîâîðèòü ëèøü äëÿ ñîáûòèé,
êîòîðûå ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ, êîòîðûå ìîæíî âîñïðîèç-
âîäèòü èëè íàáëþäàòü â áîëüøîì êîëè÷åñòâå, à â
îäíîì ñîáûòèè íå ìîæåò áûòü íèêàêèõ çàêîíîìåðíî-
ñòåé. Èìåííî ïîýòîìó, íàïðèìåð, íåëüçÿ ãîâîðèòü î
òåìïåðàòóðå èëè äàâëåíèè ãàçà â îáúåìå, âêëþ÷àþùåì
âñåãî îäíó èëè íåñêîëüêî ìîëåêóë. Êðîìå òîãî, òû
óòâåðæäàåøü, ÷òî íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ Çåìëè îáóñ-
ëîâëåíî íàïðàâëåíèåì âðàùåíèÿ ïðîòîîáëàêà, à, ìåæ-
äó òåì, òû çàáûâàåøü, ÷òî îíî è ñàìî ñëó÷àéíî. Òû ìîã
áû, íàïðèìåð, èçó÷èòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðè áðîñà-
íèè ìîíåòû è ðàññ÷èòàòü, êàêîé ñòîðîíîé îíà óïàäåò.
Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî â ïðèíöèïå âûïàäåíèå ìîíåòû
ýòî íå ñëó÷àéíîå ñîáûòèå. Íî äåëî çäåñü íå â òîì, ÷òî
ðåçóëüòàò íåëüçÿ ïðåäóãàäàòü, à â òîì ÷òî îí íåïðåäñ-
êàçóåì áåç çíàíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, êîòîðûå ñàìè
ñëó÷àéíû. Ïîýòîìó è îáà íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ äëÿ
Çåìëè ðàâíîâåðîÿòíû. Òåïåðü âû, íàäåþñü, ïîíèìàåòå,
÷òî ñïîðèòü áåññìûñëåííî, – çàêîí÷èë Ìàòåìàòèê ñ
âèäîì ïîáåäèòåëÿ. – Ïðàâ ÿ, áðàò Ëèíãâèñò?

– Îáà âû ïî ñóòè ïðàâû. Ñïîð æå ó âàñ èäåò î ñëîâàõ
è ôîðìóëèðîâêàõ. Âñå çàâèñèò îò òîãî, êàêîé ñìûñë âû
âêëàäûâàåòå â âîïðîñ. Åñòåñòâåííî, êàæäûé èñêàë è
íàøåë ðåøåíèå âîïðîñà â áëèçêîì åìó çíà÷åíèè:
ìàòåìàòèê èùåò ÷åðåç âåðîÿòíîñòè, àñòðîíîì – ÷åðåç
êîñìîãîíèþ, à ÿ ñåé÷àñ äàì âàì òðåòüþ òðàêòîâêó.
Ïîñêîëüêó ÿ ëèíãâèñò, òî èùó ñìûñë, ïðåæäå âñåãî, â
çíà÷åíèè ñëîâ. – Âçãëÿä åãî óïàë íà ÷àñû. – Âîò êòî
íàñ ðàññóäèò. Âû, êîãäà ñëûøèòå î âðàùåíèè ïî ÷àñî-
âîé ñòðåëêå, ïðåäñòàâëÿåòå ñåáå êîíêðåòíîå íàïðàâëå-
íèå, à ÿ âèæó ñëîâî «÷àñû». Äëÿ ìåíÿ «ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå» – ýòî íàïðàâëåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ õîäîì
÷àñîâîé ñòðåëêè íàøèõ ÷àñîâ. Ñïðàøèâàåòñÿ, ïî÷åìó
æå ëþäè çà ãëàâíîå íàïðàâëåíèå âûáðàëè èìåííî õîä
÷àñîâîé ñòðåëêè, à íå, ñêàæåì, íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ
ãîí÷àðíîãî êðóãà èëè âðàùåíèå ìèíóòíîé ñòðåëêè? È

âîîáùå, ïî÷åìó ëþäè ñäåëàëè ÷àñîâóþ ñòðåëêó âðà-
ùàþùåéñÿ â èçâåñòíóþ íàì ñòîðîíó? ß äóìàþ, ÷òî ýòî
íå ñëó÷àéíî. Çà íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ñòðåëêè â
ìåõàíè÷åñêèõ ÷àñàõ áûëî ïðèíÿòî íàïðàâëåíèå âðà-
ùåíèÿ óêàçàòåëÿ â ïåðâûõ ÷àñàõ, ñîçäàííûõ ÷åëîâå-
êîì, – â ñîëíå÷íûõ. Èìåííî îíè îïðåäåëèëè íå òîëü-
êî âèä ñîâðåìåííûõ ìåõàíè÷åñêèõ ÷àñîâ è ñêîðîñòü
âðàùåíèÿ èõ ÷àñîâîé ñòðåëêè (òîëüêî îíà ñòàëà âðà-
ùàòüñÿ â äâà ðàçà ìåäëåííåå òåíè è ñòðåëêè â íåêîòî-
ðûõ ïðåæíèõ 24-÷àñîâûõ öèôåðáëàòàõ), íî è âîîáùå
âèä ïðèáîðîâ ñ êðóãîâîé øêàëîé è ñòðåëî÷íûì óêàçà-
òåëåì. Òîëüêî äâèæåíèå ÷àñîâîé ñòðåëêè-òåíè â ñîë-
íå÷íûõ ÷àñàõ îáëàäàëî íåèçìåííûì íàïðàâëåíèåì
âðàùåíèÿ è ìîãëî áûòü âñåãäà âîñïðîèçâåäåíî – âîò
ïî÷åìó ëþäè è âçÿëè åãî çà ýòàëîí. Çàìåòüòå, òåíü îò
ñòîëáà, êàê èçâåñòíî, ïîâîðà÷èâàåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå
– â òó æå ñòîðîíó, â êîòîðóþ ïðîèñõîäèò âèäèìîå
äâèæåíèå Ñîëíöà ïî íåáîñâîäó. Íî, êàê áûëî ïîêàçà-
íî Ãàëèëååì, â äåéñòâèòåëüíîñòè Ñîëíöå íåïîäâèæíî,
à âèäèìîå åãî äâèæåíèå âûçâàíî âðàùåíèåì Çåìëè â
îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, ò.å. èìåííî ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè. Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòíî, ÷òî Çåìëÿ ìîæåò
âðàùàòüñÿ òîëüêî ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè ïîä
ýòèì ïîíèìàòü íå êîíêðåòíîå íàïðàâëåíèå, à èìåííî
íàïðàâëåíèå õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè-òåíè â ñîëíå÷íûõ
èëè ìåõàíè÷åñêèõ ÷àñàõ. Åñëè áû Çåìëÿ âðàùàëàñü â
äðóãóþ ñòîðîíó, òî äðóãèì áûëî áû è äâèæåíèå ÷àñî-
âîé ñòðåëêè.

– Íó òû, áðàò, ñèëåí, – âîñõèùåííî ïðîãîâîðèë
Ìàòåìàòèê. – Ýòî æå íåâåðîÿòíî. Ïîëó÷àåòñÿ, åñëè áû
öèâèëèçàöèÿ âîçíèêëà â þæíîì ïîëóøàðèè, òî îáíàðó-
æèëà áû, ÷òî è ñ èõ ñòîðîíû Çåìëÿ âðàùàåòñÿ ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè. Âåäü èõ ñîëíöå äâèæåòñÿ ïî íåáó â
ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ äâèæåíèþ íàøåãî, à çíà-
÷èò, è èõ ÷àñîâàÿ ñòðåëêà âðàùàëàñü áû ïðîòèâîïîëîæ-
íî. Îòíîñèòåëüíîå âðàùåíèå Çåìëè è ñòðåëêè èíâàðè-
àíòíî ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèþ íàïðàâëåíèÿ
âðàùåíèÿ Çåìëè!

– Äà ÷òî òàì Çåìëè, ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé
ïëàíåòû ñ êîðåííîé öèâèëèçàöèåé, – âìåøàëñÿ Àñòðî-
íîì, êîòîðûé, êàê è âñå àñòðîíîìû, â ãëóáèíå äóøè
ëåëåÿë ìå÷òó î êîíòàêòå ñ èíîïëàíåòíîé ðàçóìíîé
æèçíüþ. – Ïðåäñòàâëÿåòå, êàê áóäóò óäèâëåíû èíîïëà-
íåòÿíå, êîãäà, ñâÿçàâøèñü ñ íèìè, ìû ñîîáùèì, ÷òî èõ
ïëàíåòà âðàùàåòñÿ ïðîòèâ èõ ÷àñîâîé ñòðåëêè, èíûìè
ñëîâàìè, ÷òî ìû çíàåì íå òîëüêî èõ ýòàëîí âðàùåíèÿ,
íî è íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ ïëàíåòû è ýòîãî ýòàëîíà. ß
áû íà èõ ìåñòå óäèâèëñÿ.

– Íó, ÿ áû íå ñòàë ïðèïèñûâàòü äàííîìó ïðàâèëó
òàêóþ óíèâåðñàëüíîñòü, – îõëàäèë åãî ïûë Ëèíãâèñò. –
Âåäü òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå ñðàçó ìíîãèõ óñëîâèé. Òàê,
ýòà öèâèëèçàöèÿ ìîãëà óæå ïîçàáûòü, ÷òî òàêîå ìåõà-
íè÷åñêèå ÷àñû, èëè ñîëíå÷íûå ÷àñû íå áûëè èçîáðåòå-
íû, íàïðèìåð èç-çà ïëîòíîé îáëà÷íîé àòìîñôåðû, êàê
íà Âåíåðå. ß æå ïðîèçâîäèë àíàëèç äëÿ çåìíîé öèâè-
ëèçàöèè... Íà ýòîì ïðåäëàãàþ ïîêà çàêîí÷èòü îáñóæäå-
íèå. Áûòü ìîæåò, çàâòðà ìû ñíîâà ñîáåðåìñÿ, ÷òîáû
îáñóäèòü ýòîò è, âîçìîæíî, äðóãèå âîïðîñû. – Ëèíãâèñò
ïîåæèëñÿ. – À ñåé÷àñ ñòàíîâèòñÿ òåìíî è ïðîõëàäíî,
ïðåäëàãàþ ïîéòè âûïèòü ÷àþ. Âîçðàæåíèé íå èìååòñÿ?
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Ò
ÅÌÀ  «ÂÏÈÑÀÍÍÛÅ  È  ÎÏÈÑÀÍÍÛÅ  ÌÍÎÃÎÓÃÎËÜÍÈ-
êè»  ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ â êóðñå ãåîìåòðèè 7–

9 êëàññîâ. Îäíàêî åå èçó÷åíèå îãðàíè÷èâàåòñÿ âïèñàííûìè
è îïèñàííûìè òðåóãîëüíèêàìè è ïðàâèëüíûìè ìíîãîóãîëü-
íèêàìè.

Â íîâûõ ñòàíäàðòàõ ïî ìàòåìàòèêå ïðîôèëüíîãî óðîâíÿ
îáó÷åíèÿ â êóðñå ãåîìåòðèè 10–11 êëàññîâ ïðåäóñìàòðèâàåò-
ñÿ èçó÷åíèå âïèñàííûõ è îïèñàííûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ, â
÷àñòíîñòè – íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé âïèñàííî-
ñòè è îïèñàííîñòè, òåîðåìû Ïòîëåìåÿ è äð.

Çäåñü ìû ïðåäëàãàåì ìàòåðèàë î âïèñàííûõ è îïèñàííûõ
ìíîãîóãîëüíèêàõ, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ óãëóáëåííîãî èçó-
÷åíèÿ ãåîìåòðèè, ïîäãîòîâêè ê ðàçëè÷íûì òóðíèðàì, êîí-
êóðñàì è îëèìïèàäàì ïî ìàòåìàòèêå.

Âïèñàííûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè

Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ íåêîòîðûõ ñâîéñòâ âïèñàííûõ
÷åòûðåõóãîëüíèêîâ. Â îòëè÷èå îò òðåóãîëüíèêîâ, íå îêîëî
êàæäîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü.
Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Åñëè ÷åòûðåõóãîëüíèê âïèñàí â îêðóæíîñòü,
òî ñóììà åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ ðàâíà ∞180 .

Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, óãëû A è C âïèñàííîãî â
îêðóæíîñòü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD (ðèñ.1) îïèðàþòñÿ íà

äóãè, â ñóììå ñîñòàâëÿþùèå âñþ
îêðóæíîñòü. Ïîñêîëüêó âïèñàí-
íûé óãîë èçìåðÿåòñÿ ïîëîâèíîé
äóãè, íà êîòîðóþ îí îïèðàåòñÿ,
ñóììà óãëîâ A è C ðàâíà ∞180 .

Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäå-
íèå, à èìåííî:

Òåîðåìà 2. Åñëè ñóììà ïðî-
òèâîïîëîæíûõ óãëîâ ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà ðàâíà ∞180 , òî îêîëî
íåãî ìîæíî îïèñàòü îêðóæ-
íîñòü.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ABCD – ÷åòûðåõóãîëüíèê, ó êîòîðîãî
– + – = ∞180A C . Çàìåòèì, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê
C, èç êîòîðûõ îòðåçîê BD âèäåí ïîä óãëîì ∞ - –180 A ,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äóãó îêðóæíîñòè, ñòÿãèâàåìóþ õîðäîé
BD. Òàê êàê ïî óñëîâèþ – + – = ∞180A C , òî òî÷êà C äîëæíà
ïðèíàäëåæàòü äàííîé îêðóæíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà òàêàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 3. Îêîëî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ìîæíî îïèñàòü

îêðóæíîñòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà åãî ïðîòè-
âîïîëîæíûõ óãëîâ ðàâíà ∞180 .

Óïðàæíåíèÿ

1. Ìîæíî ëè îïèñàòü îêðóæíîñòü îêîëî: à) ïðÿìîóãîëüíèêà;
á) ïàðàëëåëîãðàììà; â) ðîìáà; ã) êâàäðàòà; ä) ðàâíîáåäðåííîé

òðàïåöèè; å) ïðÿìîóãîëüíîé òðà-
ïåöèè?

2. Ìîæíî ëè îïèñàòü îêðóæ-
íîñòü îêîëî ÷åòûðåõóãîëüíèêà,
óãëû êîòîðîãî ïîñëåäîâàòåëüíî
ðàâíû: à) 70°, 130°, 110°, 50°; á)
90°, 90°, 60°, 120°; â) 45°, 75°, 135°,
105°; ã) 40°, 125°, 55°, 140?

Âûÿñíèì, êàêèì óñëîâèÿì
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñòîðîíû
÷åòûðåõóãîëüíèêà, âïèñàííîãî
â îêðóæíîñòü.

Ïóñòü ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD ñî ñòîðîíàìè a, b, c, d
âïèñàí â îêðóæíîñòü (ðèñ.2). Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ,

ϕ= + - =
2 2 2

2 cosAC a b ab

= ( )ϕ+ - ∞ - =
2 2

2 cos 180c d cd ϕ+ +
2 2

2 cosc d cd ,

îòêóäà

( )
ϕ

+ - -
=

+

2 2 2 2

cos
2

a b c d

ab cd

è, ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

( )

+ - -
£

+

2 2 2 2

1
2

a b c d

ab cd
.

Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè äëÿ ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà âûïîë-
íÿåòñÿ óêàçàííîå íåðàâåíñòâî, òî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü óãîë
ϕ , ïîëîæèâ

( )
ϕ

+ - -
=

+

2 2 2 2

arccos
2

a b c d

ab cd
.

Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

( )+ - - £ +
2 2 2 2

2a b c d ab cd

è, çíà÷èò, ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

( ) ( )- + £ + - - £ +
2 2 2 2

2 2ab cd a b c d ab cd .

Ñäåëàåì íåñêîëüêî ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ýòîé ñèñ-
òåìû:

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

, ,c d a b c d a b

a b c da b c d

Ï - £ + - £ +ÏÔ Ô
¤ ¤Ì Ì

- £ +Ô- £ +Ô ÓÓ

,

, ,

,

.

a b c d

a b c d a b b a c d

c d a b c d c a b d

d a b c

£ + +Ï

Ô
- - £ - £ + £ + +Ï Ô

¤ ¤Ì Ì
- - £ - £ + £ + +Ó Ô

Ô £ + +
Ó

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ ñïðàâåäëè-
âà äëÿ ëþáîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè a, b, c, d.

Èòàê, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD

ñóùåñòâóåò ÷åòûðåõóãîëüíèê ¢ ¢ ¢ ¢A B C D  ñ òàêèìè æå ñòî-
ðîíàìè, îêîëî êîòîðîãî ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü.

Óïðàæíåíèÿ

3. Ñóùåñòâóåò ëè ÷åòûðåõóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 1, 2, 3, 4,
îêîëî êîòîðîãî ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü?

4. Ìîæíî ëè îïèñàòü îêðóæíîñòü îêîëî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ñî
ñòîðîíàìè 1, 2, 3, 4 è îäíîé äèàãîíàëüþ 4?

Òåîðåìà Ïòîëåìåÿ äëÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â
îêðóæíîñòü, óòâåðæäàåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå åãî äèàãîíàëåé

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

(Ïðîäîëæåíèå ñì. íà ñ. 34)



Åãèïåòñêèå äðîáè
ÄÐÎÁÈ  ÂÈÄÀ 

1

n
,  ÃÄÅ n – ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÅ  ×ÈÑËÎ,

       ÷àñòî íàçûâàþò åãèïåòñêèìè. Äðóãèå íàçâàíèÿ òà-
êèõ äðîáåé: îñíîâíûå, àëèêâîòíûå (îò ëàòèíñêîãî aliquot
– íåñêîëüêî). Äðåâíååãèïåòñêèå âû÷èñëèòåëè ïî÷åìó-òî
ïèòàëè îñîáîå ïðèñòðàñòèå ê äðîáÿì, â ÷èñëèòåëå êîòî-
ðûõ ñòîèò åäèíèöà. Â Áðèòàíñêîì ìóçåå õðàíèòñÿ ïàïè-
ðóñ, ñîñòàâëåííûé ïèñöîì Àõìåñîì ïðèìåðíî çà 1600–
1700 ëåò äî íàøåé ýðû. Îäíà èç çàäà÷ ýòîãî ïàïèðóñà –
ðàçäåëèòü 7 õëåáîâ ìåæäó 8 ëþäüìè – ðåøàåòñÿ â
õàðàêòåðíîì äëÿ âñåé åãèïåòñêîé ìàòåìàòèêè ñòèëå: êàæ-

äîìó ïðîãîëîäàâøåìóñÿ íóæíî äàòü ñóììó 
1 1 1

2 4 8
+ +

äîëåé îäíîãî õëåáà, âûðàæåííûõ àëèêâîòíûìè äðîáÿìè.
Â äðóãîé çàäà÷å ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè òàêîå íàòóðàëüíîå n,

÷òî 
2 1 1 1 1

73 60 219 292 n
= + + + . Êîãäà ýòó çàäà÷ó ïðåäëî-

æèëè øåñòèêëàññíèêàì íà Ìîñêîâñêîé îëèìïèàäå â 1997
ãîäó, òî ñïðàâèëèñü ñ íåé äàëåêî íå âñå – âèäèìî,
óïîðñòâî íå êàæäîãî ñîâðåìåííîãî øêîëüíèêà ìîæåò
ñðàâíèòüñÿ ñ óñòàíîâêîé íà ïðåîäîëåíèå òðóäíîñòåé
äðåâíåãî åãèïòÿíèíà.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ íåêîòîðîé
ïðàâèëüíîé äðîáè â âèäå ñóììû ðàçëè÷íûõ åãèïåòñêèõ
äðîáåé äîñòàòî÷íî óìåòü ðàñêëàäûâàòü â òàêóþ ñóììó

âñÿêóþ äðîáü âèäà 
2

n
. Íàïðèìåð, çíàÿ ðàçëîæåíèÿ

2 1 1

15 10 30
= + , 

2 1 1

25 15 75
= + , 

2 1 1

75 50 150
= + ,

äðîáü 
7

25
 ìîæíî ëåãêî ïðåäñòàâèòü ñóììîé ðàçëè÷íûõ

åãèïåòñêèõ äðîáåé:

7 1 2 4

25 25 25 25
= + + =

1 1 1 2 2

25 15 75 15 75
+ + + + =

= 
1 1 1 1 1 1 1

10 15 25 30 50 75 150
+ + + + + + .

Ïàïèðóñ Àõìåñà ïðåäâàðÿåò òàáëèöà, â êîòîðîé âñå äðîáè

âèäà 
2

n
 äëÿ íå÷åòíûõ n îò 3 äî 101 ïðåäñòàâëåíû ñóììàìè

åãèïåòñêèõ äðîáåé. Ýòà òàáëèöà ïîìîãàëà ïðîèçâîäèòü
ñëîæíûå àðèôìåòè÷åñêèå âûêëàäêè ñîãëàñíî ïðèíÿòûì
êàíîíàì. Ïî-âèäèìîìó, ïèñöû çàó÷èâàëè åå íàèçóñòü, òàê
æå, êàê ñåé÷àñ øêîëüíèêè çàïîìèíàþò òàáëèöó óìíîæå-
íèÿ.

Ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé äðîáè â ñóììó àëèêâîòíûõ

äðîáåé íå åäèíñòâåííî. Íàïðèìåð,

3 1 1 1 1 1

25 15 25 75 10 50
= + + = + .

Åãèïòÿíå ñòðåìèëèñü èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèÿ ñ íåáîëü-
øèì êîëè÷åñòâîì ñëàãàåìûõ è ïî âîçìîæíîñòè ñ íàèìåíü-

øèìè çíàìåíàòåëÿìè. Êàêèìè èìåííî ñïîñîáàìè îíè ïðè
ýòîì ïîëüçîâàëèñü, ìû íå çíàåì. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ
äîêàçàíî, ÷òî âñÿêîå ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî
ìîæíî âûðàçèòü ñóììîé ðàçëè÷íûõ åãèïåòñêèõ äðîáåé, à
òàêæå ïðåäëîæåíî äëÿ ýòèõ öåëåé íåñêîëüêî ïðàêòè÷åñ-
êèõ àëãîðèòìîâ (âîîáùå ãîâîðÿ, ýòè àëãîðèòìû èíîãäà
äàþò ðàçëè÷íûå ðàçëîæåíèÿ).
Àëãîðèòì Ôèáîíà÷÷è (1180–1240) ðàçëîæåíèÿ ðàöèî-

íàëüíîãî ÷èñëà 
m

r
n

= , 0 < r < 1, â ñóììó ðàçëè÷íûõ

åãèïåòñêèõ äðîáåé îñíîâàí íà ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèáëè-

æåíèè. Âûáåðåì à
1
 òàê, ÷òîáû äðîáü 

1

1

a  îêàçàëàñü

íàèáîëüøåé èç äðîáåé, ïðèáëèæàþùèõ r ñíèçó:

1 1

1 1

1
r

a a
£ <

-
. Òîãäà îñòàòîê 1 1

1

1 1 1

1 ma n m
r r

a na n

-
= - = =

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 
1

1 1

1
0

( 1)
r

a a
£ <

-
, 0 <

1 1
ma n m m< - = < .

Ñëåäóþùåå ÷èñëî 
2

a  âûáèðàåì òàê, ÷òîáû äðîáü 
2

1

a
íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðèáëèæàëà ñíèçó îñòàòîê 

1
r :

1

2 2

1 1

1
r

a a
£ <

-
, òàê ÷òî 2

2 1 1 1a a a≥ - + .

Äàëåå ïîëàãàåì 1 2 1 2

2 1

2 1 2 2

1 m a n m
r r

a n a n

-
= - = = , òîãäà

1 2 1 2 1
0 m a n m m< - = < . Çàòåì ïî 

2
r  îïðåäåëÿåì 

3
a  è

ò.ä. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñëèòåëåé im  óáûâàåò,

òî ïðè íåêîòîðîì i = k < m ïîëó÷èì 
1 1

k
k k

r
n a

= = . Â èòîãå

îêîí÷àòåëüíîå ðàçëîæåíèå ïðèìåò âèä 
1 2

1 1
...r

a a
= + +

1
...

ka
+ , ïðè ýòîì ÷èñëà ia  óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

2

1
1i i ia a a+ ≥ - + , 2ia ≥ , i = 1, 2, …, k.

Àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé Ì.Â. Îñòðîãðàäñêèì (1801–
1862), ðîäñòâåíåí àëãîðèòìó Ôèáîíà÷÷è è àíàëîãè÷íî

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå 
1 1 2

1 1
...r

b b b
= + +

1 2

1
...

... kb b b
+ , ãäå ib  – íàòóðàëüíûå ÷èñëà, 

1i ib b+ ≥ ,

2ib ≥ .

Èìåþòñÿ è äðóãèå àëãîðèòìû.
Ñðåäè ëþáîïûòíûõ íàõîäîê óêàæåì ñïîñîá ðàçëîæå-

íèÿ åäèíèöû â ñóììó ðàçëè÷íûõ åãèïåòñêèõ äðîáåé,
ïðåäëîæåííûé Í.Þ.Íåöâåòàåâûì â 1985 ãîäó:

1 3 2 4 2 1 2

1 1 1 1
1 ...

n n n nf f f f f f f f+ + +

= + + + + ,

ãäå if  – ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è: 
1 2

1f f= = , 
1 1i i if f f+ -= + .

Â 1915 ãîäó àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê Î. Êåëëîã îïóá-
ëèêîâàë çàäà÷ó: êàêèå n åãèïåòñêèõ äðîáåé (äðîáè ìîãóò



ïîâòîðÿòüñÿ), âçÿòûå â ñóììå, äàþò íàèëó÷øåå ïðèáëè-
æåíèå ê 1 ñíèçó? Íàïðèìåð, ïðè n = 3 íàèëó÷øåå

ïðèáëèæåíèå äàåò ñóììà 
1 1 1 41

2 3 7 42
+ + = . Â 1922 ãîäó ýòà

çàäà÷à áûëà ðåøåíà àìåðèêàíñêèì ìàòåìàòèêîì Êåðòè-
ñîì. Îêàçàëîñü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå íàèëó÷øåå ïðèáëè-
æåíèå äàåò ñóììà n ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà
1 1 1 1 1

...
2 3 7 43 1807
+ + + + +  Çíàìåíàòåëü êàæäîãî ÷ëåíà

ýòîãî ðÿäà, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, íà 1 áîëüøå ïðîèçâåäåíèÿ
çíàìåíàòåëåé âñåõ ïðåäûäóùèõ ÷ëåíîâ. Ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ÷èñåë â çíàìåíàòåëÿõ íîñèò íàçâàíèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè Ñèëüâåñòðà (1814–1897) è ìîæåò áûòü òàêæå
çàäàíà ðåêóððåíòíîé çàâèñèìîñòüþ 1

2a = ,
2

1
1i i ia a a+ = - + , i = 1, 2, …

 Çíàåòå ëè âû, ÷òî…

i Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî 3k ≥  åäèíèöó ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû k ðàçëè÷íûõ åãèïåòñêèõ äðî-
áåé.

i Äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî 9k ≥  åäèíèöó ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ñóììû k ðàçëè÷íûõ åãèïåòñêèõ äðîáåé ñ
íå÷åòíûìè çíàìåíàòåëÿìè. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå k = 9
ãîäèòñÿ ðàçëîæåíèå

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1

3 5 7 9 11 15 21 135 10395
= + + + + + + + + .

i Åäèíèöó íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ÷åòíîãî
êîëè÷åñòâà ðàçëè÷íûõ åãèïåòñêèõ äðîáåé ñ íå÷åòíûìè
çíàìåíàòåëÿìè.

i Äðîáü 
1

n
 ïðè ïðîñòîì n ïðåäñòàâèìà ñóììîé äâóõ

åãèïåòñêèõ äðîáåé äâóìÿ ñïîñîáàìè, à ïðè ñîñòàâíîì n –
áîëåå ÷åì äâóìÿ ñïîñîáàìè.

i Äðîáü 
2

n
 ïðè ïðîñòîì n ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû

äâóõ ðàçëè÷íûõ åãèïåòñêèõ äðîáåé òîëüêî îäíèì ñïîñî-
áîì.

i Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà 
3

n
, ãäå n íå äåëèòñÿ íà 3, â âèäå

ñóììû äâóõ åãèïåòñêèõ äðîáåé âîçìîæíî â òîì è òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, êîãäà n èìååò äåëèòåëü âèäà 3k +2.

i Äðîáü 
4

n
 ïðè íå÷åòíîì n ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû

äâóõ åãèïåòñêèõ äðîáåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
n = m(4k – 1), m, k – íàòóðàëüíûå.

i  Ëþáóþ äðîáü 
4

n
 ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñóììîé òðåõ

åãèïåòñêèõ äðîáåé (Ï.Ýðä¸ø, 1913–1996).

i Â ñëó÷àå 2m n<  (m, n – íàòóðàëüíûå) ñóùåñòâóåò

ðàçëîæåíèå ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà 
m

n
 â ñóììó ðàçëè÷íûõ

åãèïåòñêèõ äðîáåé, â êîòîðîé íå áîëåå 2 1m -  ñëàãàåìûõ.

i Åñëè 1 2
1 2

... kaa a
kn p p p=  – êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè 
1 2
, , , kp p p… ,

òî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî

ðàçëîæèòü ÷èñëî 
1

n
 â ñóììó äâóõ íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷-

íûõ åãèïåòñêèõ äðîáåé, ðàâíî ( ) ( ) (( 1 2

1
2 1 2 1 ...

2
a a+ +

( ))... 2 1ka + .

i Ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ëèøü êîíå÷íûì
÷èñëîì ñïîñîáîâ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû çàäàííîãî
êîëè÷åñòâà åãèïåòñêèõ äðîáåé (Â.Ñåðïèíñêèé,1882–
1969). Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè êàæäîì s óðàâíåíèå

1 2

1 1 1
... 1

sx x x
+ + + =  ìîæåò èìåòü ëèøü êîíå÷íîå êîëè-

÷åñòâî ðåøåíèé â ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

i Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n íà ÷èñëîâîì èíòåðâàëå
(0; 1) ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, íå ïðåäñòàâèìîå â
âèäå ñóììû ðàçëè÷íûõ åãèïåòñêèõ äðîáåé ñ íå áîëåå ÷åì
n ñëàãàåìûìè.

i Âñÿêóþ äðîáü 1
m

n
<  (m, n – íàòóðàëüíûå) ìîæíî

ðàçëîæèòü â ñóììó ðàçëè÷íûõ åãèïåòñêèõ äðîáåé ñî

çíàìåíàòåëÿìè, íå ïðåâîñõîäÿùèìè 2n .

i Ëþáîå ÷èñëî, íå ìåíüøåå 
2

3
, íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â

âèäå êîíå÷íîé ñóììû ðàçëè÷íûõ äðîáåé, îáðàòíûõ êâàä-
ðàòàì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

i Ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ìåíüøåå
2

1
6

π
- , ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíå÷íîé ñóììû ðàç-

ëè÷íûõ äðîáåé, îáðàòíûõ êâàäðàòàì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
(Ï.Ýðä¸ø).

i Äðîáü 
1

2
 ðàâíà ñóììå âñåõ äðîáåé âèäà 

1

pq
, ãäå

0 p q n< < £ , p + q > n, p è q âçàèìíî ïðîñòû.

i Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ÿâëÿåòñÿ ñóììîé âñåõ

äðîáåé âèäà 
1 2

1

... ki i i
, ãäå 

1 2
1 ... ki i i n£ < < < £ .

i Èç ëþáîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè íàòóðàëüíûõ
÷èñåë ìîæíî âûáðàòü íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë

1 2
, , , na a a…  òàêèõ, ÷òî 

1 2

1 1 1
... 1

na a a
+ + + = .

Ãëàç è Ñîëíöå

«Äëÿ äðåâíèõ õàðàêòåðíî ïåðåïëåòåíèå îáðàçà Ñîëíöà è
ãëàçà. Â åãèïåòñêîé ìèôîëîãèè ÷àñòî óïîìèíàåòñÿ áîã Ãîð,
îëèöåòâîðÿþùèé êðûëàòîå Ñîëíöå è ÿâëÿþùèéñÿ îäíèì èç
ñàìûõ ðàñïðîñòðàííåíûõ ñàê-
ðàëüíûõ ñèìâîëîâ. Â áèòâå ñ
âðàãàìè Ñîëíöà, âîïëîùåííû-
ìè â îáðàçå Ñåòà, Ãîð ñíà÷àëà
òåðïèò ïîðàæåíèå. Ñåò âû-
ðûâàåò ó íåãî Ãëàç – ÷óäåñíîå
îêî – è ðàçðûâàåò åãî â êëî-
÷üÿ. Òîò – áîã ó÷åíèÿ, ðàçóìà
è ïðàâîñóäèÿ – ñíîâà ñëîæèë
÷àñòè ãëàçà â îäíî öåëîå, ñî-
çäàâ «çäîðîâûé ãëàç Ãîðà».
Èçîáðàæåíèÿ ÷àñòåé ðàçðóá-
ëåííîãî Îêà èñïîëüçîâàëèñü
ïðè ïèñüìå â Äðåâíåì Åãèïòå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ äðîáåé» – èç êíèãè Ì.Ã.Òîìèëèíà, Ñ.Ê.Ñòàôååâà
«Ïÿòü òûñÿ÷åëåòèé îïòèêè: ïðåäûñòîðèÿ».

Ìàòåðèàë ïîäãîòîâèë À.Æóêîâ

Â îôîðìëåíèè èñïîëüçîâàíà êàðòèíà
À.Ô.Ïàíêèíà, «Ãëàç è Ñîëíöå»
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ðàâíî ñóììå ïðîèçâåäåíèé ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí. Ìû
äîêàæåì áîëåå ñèëüíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 5. Ïðîèçâåäåíèå äèàãîíàëåé ïðîèçâîëüíîãî ÷å-
òûðåõóãîëüíèêà ìåíüøå èëè ðàâíî ñóììå ïðîèçâåäåíèé åãî
ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ

òîëüêî â ñëó÷àå ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêà, âïèñàí-
íîãî â îêðóæíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê ABCD. Âîñ-
ïîëüçóåìñÿ èíâåðñèåé
ñ öåíòðîì â òî÷êå A è
ðàäèóñîì R (ðèñ.3).
Íàïîìíèì, ÷òî ïðè
èíâåðñèè òî÷êàì X,
îòëè÷íûì îò A, ñîïîñ-
òàâëÿþòñÿ òî÷êè ¢X
íà ëó÷å AX, äëÿ êîòî-

ðûõ ◊ =¢
2AX AX R . Ïðè ýòîì îêðóæíîñòè, íå ïðîõîäÿùèå

÷åðåç òî÷êó A, ïåðåõîäÿò â îêðóæíîñòè, à îêðóæíîñòè,
ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó A, çà èñêëþ÷åíèåì ñàìîé òî÷êè A,
ïåðåõîäÿò â ïðÿìûå.

Ïóñòü òî÷êè B, C è D ïåðåõîäÿò â òî÷êè ¢B , ¢C  è ¢D

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà òðåóãîëüíèêè ABC è AB C′ ′ , ADC è
AD C′ ′ , ABD è AB D′ ′   ïîäîáíû è, ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò
ìåñòî ðàâåíñòâà

,
BC B C CD C D

AB AC AD AC

′ ′ ′ ′
= =′ ′ .

Ñêëàäûâàÿ ïî÷ëåííî ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

BC CD B C C D

AB AD AC

+¢ ¢ ¢ ¢
+ = ≥

¢

≥
¢ ¢ ¢ ¢

= ◊ =

¢ ¢

B D B D BD

AC BD AC

¢
◊ = ◊

¢

AB BD AC BD

AD AC AB AD
.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

◊ + ◊ ≥ ◊AD BC AB CD AC BD .

Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êè
¢B , ¢C , ¢D  ïðèíàäëåæàò îäíîé ïðÿìîé. Ýòî âûïîëíÿåòñÿ

òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè òî÷êè B, C, D ïðèíàäëåæàò îêðóæíî-
ñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A.

Âïèñàííûå ïÿòèóãîëüíèêè

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïÿòèóãîëüíèêè, âïèñàííûå â îêðóæ-
íîñòü. Íà÷íåì ñ çàäà÷è.

Çàäà÷à 1. Ìîæíî ëè îïèñàòü îêðóæíîñòü îêîëî ïÿòè-
óãîëüíèêà ñ óãëàìè 800, 900,1000,1300,1400 ?

Äëÿ åå ðåøåíèÿ óñòàíîâèì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó óãëàìè
âïèñàííîãî ïÿòèóãîëüíèêà (ðèñ.4). Çàìåòèì, ÷òî óãëû A è C

îïèðàþòñÿ íà äóãè, â ñóììå
ñîñòàâëÿþùèå âñþ îêðóæ-
íîñòü ïëþñ äóãó DE. Èç ýòîãî
âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 6. Ñóììà ëþáûõ
äâóõ íåñìåæíûõ óãëîâ âïè-
ñàííîãî ïÿòèóãîëüíèêà áîëü-
øå ∞180 .

Óêàçàííûå â çàäà÷å 1 óãëû
íå óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óñëî-
âèþ, è, çíà÷èò, îêîëî òàêîãî
ïÿòèóãîëüíèêà íåëüçÿ îïèñàòü
îêðóæíîñòü.

Åñòåñòâåííûé âîïðîñ,
êîòîðûé âîçíèêàåò ïîñëå
ýòîãî: ÿâëÿåòñÿ ëè ïîëó-
÷åííîå óñëîâèå äîñòàòî÷-
íûì, ÷òîáû îêîëî ïÿòè-
óãîëüíèêà ìîæíî áûëî
îïèñàòü îêðóæíîñòü? Îò-
âåò íà ýòîò âîïðîñ îòðèöà-
òåëüíûé.

Ïðèìåð òàêîãî ïÿòè-
óãîëüíèêà ëåãêî ïîñòðî-
èòü. Âîçüìåì êàêîé-íèáóäü
âïèñàííûé ïÿòèóãîëüíèê
ABCDE (ðèñ.5) è, ïðîäîëæèâ äâå åãî ñòîðîíû, ïîñòðîèì
ïÿòèóãîëüíèê ¢ ¢ABCD E  òàê, ÷òîáû ñòîðîíà ¢ ¢D E  áûëà
ïàðàëëåëüíà DE. Òîãäà óãëû ýòîãî ïÿòèóãîëüíèêà áóäóò
ðàâíû óãëàì èñõîäíîãî, íî îêîëî íåãî íåëüçÿ îïèñàòü
îêðóæíîñòü.

Ïîñòàâèì äðóãîé âîïðîñ, ñâÿçàííûé ñ äîñòàòî÷íûì óñëî-
âèåì âïèñàííîñòè ïÿòèóãîëüíèêà. Ïóñòü ABCDE – ïÿòè-
óãîëüíèê, ñóììà ëþáûõ äâóõ íåñìåæíûõ óãëîâ êîòîðîãî
áîëüøå ∞180 . Ñóùåñòâóåò ëè ïÿòèóãîëüíèê ¢ ¢ ¢ ¢ ¢A B C D E  ñ
òàêèìè æå óãëàìè, îêîëî êîòîðîãî ìîæíî îïèñàòü îêðóæ-
íîñòü?

Ïðåæäå ÷åì îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, ðåøèì òàêóþ çàäà÷ó.
Çàäà÷à 2. Ïî äàííûì óãëàì âïèñàííîãî ïÿòèóãîëüíèêà

ABCDE íàéäèòå óãëû ìåæäó åãî äèàãîíàëÿìè, âûõîäÿùèìè
èç îäíîé âåðøèíû.

Îòâåò: – = – + – - ∞180CAD B E  (ðèñ. 6). Àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì âûðàæàþòñÿ è äðóãèå
óãëû.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ïîñòàâ-
ëåííîìó âîïðîñó. Äëÿ îòâåòà
íà íåãî ðàññìîòðèì êàêóþ-íè-
áóäü îêðóæíîñòü è ðàçäåëèì åå
íà äóãè, ðàâíûå óäâîåííûì óã-
ëàì ìåæäó äèàãîíàëÿìè èñõîä-
íîãî ïÿòèóãîëüíèêà, âûõîäÿ-
ùèìè èç îäíîé âåðøèíû. Êîí-
öû ýòèõ äóã áóäóò âåðøèíàìè
èñêîìîãî ïÿòèóãîëüíèêà, âïè-
ñàííîãî â îêðóæíîñòü.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 7. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà ABCDE,

ñóììû ëþáûõ äâóõ íåñìåæíûõ óãëîâ êîòîðîãî áîëüøå ∞180 ,
ñóùåñòâóåò ïÿòèóãîëüíèê ¢ ¢ ¢ ¢ ¢A B C D E   ñ òàêèìè æå óãëà-
ìè, îêîëî êîòîðîãî ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü.

Çàäà÷à 3. Ïî ðàäèóñó îêðóæíîñòè è óãëàì âïèñàííîãî â
íåå ïÿòèóãîëüíèêà ABCDE íàéäèòå ñòîðîíû ýòîãî ïÿòè-
óãîëüíèêà.

Îòâåò: ( )2 sin 2 sinAB R ADB R C E= ∠ = − ∠ + ∠ . Àíàëîãè÷-
íûì îáðàçîì âûðàæàþòñÿ äðóãèå ñòîðîíû ïÿòèóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå çàäà÷è 3 ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ïÿòèóãîëüíèêà,
âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü, èìååò ìåñòî òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ
òåîðåìå ñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà. À èìåííî:

Òåîðåìà 8. Äëÿ ïÿòèóãîëüíèêà ABCDE, âïèñàííîãî â
îêðóæíîñòü ðàäèóñà R, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

( ) ( )
= = =

– + – – + –

…

sin sin

AB AE

C E B D
 –2R.      (1)

Îêàçûâàåòñÿ, âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå:
Òåîðåìà 9. Åñëè äëÿ ïÿòèóãîëüíèêà ABCDE âûïîëíÿþò-

ñÿ ðàâåíñòâà (1), òî îêîëî íåãî ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü
ðàäèóñà R.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü ðàäèóñà R è
îòëîæèì íà íåé äóãè, ðàâíûå óäâîåííûì âåëè÷èíàì

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6



– + – - ∞ …180 ,B E  Êîíöû ýòèõ äóã áóäóò âåðøèíàìè ìíîãî-
óãîëüíèêà, ðàâíîãî èñõîäíîìó.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò îòâåò íà âîïðîñ î òîì, ìîæíî ëè
îïèñàòü îêðóæíîñòü îêîëî ïÿòèóãîëüíèêà ñ äàííûìè ñòîðî-
íàìè.

Òåîðåìà 10. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà ABCDE
ñóùåñòâóåò ïÿòèóãîëüíèê ¢ ¢ ¢ ¢ ¢A B C D E  ñ òàêèìè æå ñòîðî-
íàìè, îêîëî êîòîðîãî ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñòîðîíû ïÿòèóãîëüíèêà ðàâíû a,

b, c, d, e, ãäå  e – åãî íàèáîëüøàÿ ñòîðîíà. Åñëè ïðè R = 
2

e

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

+ + = ∞…arcsin arcsin 180
2 2

a e

R R
,

òî, îòêëàäûâàÿ íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà R äóãè âåëè÷èí

2 …arcsin , ,2 arcsin
2 2

a e

R R
,

ïîëó÷èì, ÷òî êîíöû ýòèõ äóã ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè èñêîìîãî
ïÿòèóãîëüíèêà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè R = 
2

e
 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

+ + > ∞…arcsin arcsin 180
2 2

a e

R R
.

Òîãäà ïðè óâåëè÷åíèè R ëåâàÿ ÷àñòü óìåíüøàåòñÿ è ñòðåìèò-
ñÿ ê íóëþ. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ R, ïðè êîòîðîì áóäåò âûïîë-
íÿòüñÿ ðàâåíñòâî

…arcsin arcsin 180
2 2

a e

R R
+ + = ∞ ,

è, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò èñêîìûé ïÿòèóãîëüíèê.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè R = 
2

e
 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

+ + < ∞…arcsin arcsin 180
2 2

a e

R R
,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íåðàâåíñòâî

…arcsin arcsin 90
a d

e e
+ + < ∞ .

Äîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ R, äëÿ êîòîðîãî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
ðàâåíñòâî

+ + =…arcsin arcsin arcsin
2 2 2

a d e

R R R
.

Äëÿ îêðóæíîñòè ðàäèóñà R = 
2

e
 îòëîæèì õîðäû =¢ ¢A B a ,

=¢ ¢B C b , =¢ ¢C D c , =¢ ¢D E d . Òîãäà áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

íåðàâåíñòâî <¢ ¢A E e . Ïðè ñòðåìëåíèè ðàäèóñà îêðóæíîñ-
òè ê ++•  õîðäà ¢ ¢A E  áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê a + b + c + d.
Ïîñêîëüêó e < a + b + c + d, òî íàéäåòñÿ R, ïðè êîòîðîì
áóäåò âûïîëíÿòüñÿ òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. Ñîîòâåòñòâóþùèé
ïÿòèóãîëüíèê ¢ ¢ ¢ ¢ ¢A B C D E  áóäåò èñêîìûì ïÿòèóãîëüíèêîì,
âïèñàííûì â îêðóæíîñòü.

Óïðàæíåíèå 5. Ìîæíî ëè îïèñàòü îêðóæíîñòü îêîëî ïÿòè-
óãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè 1, 2, 3, 4, 5? Òî÷íåå: ñóùåñòâóåò ëè
ïÿòèóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 1, 2, 3, 4, 5, îêîëî êîòîðîãî ìîæíî
îïèñàòü îêðóæíîñòü?

Âïèñàííûå ìíîãîóãîëüíèêè
ñ áóóóóóëüøèì ÷èñëîì ñòîðîí

Ñèòóàöèÿ ñ âïèñàííûìè â îêðóæíîñòü ñåìèóãîëüíèêàìè,
äåâÿòèóãîëüíèêàìè è òàê äàëåå àíàëîãè÷íà ðàññìîòðåííîé
ñèòóàöèè ñ ïÿòèóãîëüíèêàìè. Â ÷àñòíîñòè, èìåþò ìåñòî
ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 11. Ñóììà ëþáûõ òðåõ íåñìåæíûõ óãëîâ âïèñàí-
íîãî ñåìèóãîëüíèêà áîëüøå 3600 .

Òåîðåìà 12. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñåìèóãîëüíèêà ABCDEFG,
ñóììû ëþáûõ òðåõ íåñìåæíûõ óãëîâ êîòîðîãî áîëüøå
3600 , ñóùåñòâóåò ñåìèóãîëüíèê ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢A B C D E F G  ñ òàêèìè
æå óãëàìè, îêîëî êîòîðîãî ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü.

Òåîðåìà 13. Äëÿ ñåìèóãîëüíèêà ABCDEFG, âïèñàííîãî â
îêðóæíîñòü ðàäèóñà R, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

( ) ( )
= = =

– + – + – – + – + –

…

sin sin

AB AE

C E G B D F
 2R. (2)

Òåîðåìà 14. Åñëè äëÿ ñåìèóãîëüíèêà ABCDEFG âûïîëíÿ-
þòñÿ ðàâåíñòâà (2), òî îêîëî íåãî ìîæíî îïèñàòü îêðóæ-
íîñòü ðàäèóñà R.

Òåîðåìà 15. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñåìèóãîëüíèêà ABCDEFG
ñóùåñòâóåò ñåìèóãîëüíèê ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢A B C D E F G  ñ òàêèìè æå
ñòîðîíàìè, îêîëî êîòîðîãî ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü.

Äëÿ âïèñàííûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ñ ÷åòíûì ÷èñëîì ñòîðîí
ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà ñèòóàöèè ñ âïèñàííûì ÷åòûðåõóãîëü-
íèêîì. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âïèñàííîãî øåñòèóãîëüíèêà ñïðà-
âåäëèâû òàêèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 16. Ñóììà òðåõ íåñìåæíûõ óãëîâ âïèñàííîãî
øåñòèóãîëüíèêà ðàâíà ∞360 .

Òåîðåìà 17. Åñëè ñóììà òðåõ íåñìåæíûõ óãëîâ âûïóêëîãî
øåñòèóãîëüíèêà ðàâíà ∞360 , òî ñóùåñòâóåò øåñòèóãîëü-
íèê ñ òàêèìè æå óãëàìè,
îêîëî êîòîðîãî ìîæíî îïè-
ñàòü îêðóæíîñòü.

Çàìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò
âïèñàííîãî ïÿòèóãîëüíèêà,
óãëû âïèñàííîãî øåñòèóãîëü-
íèêà è ðàäèóñ îïèñàííîé îê-
ðóæíîñòè îïðåäåëÿþò ñòîðî-
íû øåñòèóãîëüíèêà íåîäíîç-
íà÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàñ-
ñìîòðèì êàêîé-íèáóäü âïè-
ñàííûé øåñòèóãîëüíèê
ABCDEF (ðèñ.7). Ïîâåðíåì
òðåóãîëüíèê BDF âîêðóã öåí-
òðà îêðóæíîñòè íà íåêîòîðûé óãîë. Ïîëó÷èì òðåóãîëüíèê
¢ ¢ ¢B D F . Øåñòèóãîëüíèê ¢ ¢ ¢AB CD EF  âïèñàííûé è èìååò òå

æå óãëû, ÷òî è äàííûé øåñòèóãîëüíèê.

Îïèñàííûå ìíîãîóãîëüíèêè

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ îïèñàííûõ ìíîãîóãîëü-
íèêîâ. Ñèòóàöèÿ çäåñü â íåêîòîðîì ñìûñëå äâîéñòâåííàÿ ïî
îòíîøåíèþ ê âïèñàííûì ìíîãîóãîëüíèêàì. Ïðè ýòîì ñòîðî-
íû îïèñàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà äâîéñòâåííû óãëàì âïèñàí-
íîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Òàê, íàïðèìåð, åñëè äëÿ âïèñàííîñòè
÷åòûðåõóãîëüíèêà íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî ñóìì ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ, òî äëÿ
îïèñàííîñòè âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà íåîáõîäèìûì è
äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî ñóìì ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ ñòîðîí. À èìåííî,
èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå òåî-
ðåìû.

Òåîðåìà 18. Ñóììû ïðî-
òèâîïîëîæíûõ ñòîðîí îïè-
ñàííîãî îêîëî îêðóæíîñòè
÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ÷å-
òûðåõóãîëüíèê  ABCD îïè-
ñàí îêîëî îêðóæíîñòè, ¢,A

¢ ¢ ¢, ,B C D – òî÷êè êàñàíèÿ
(ðèñ.8). Òîãäà AA AD′ ′= ,
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=¢ ¢BA BB , =¢ ¢DC DD , =¢ ¢CC CB . Ñêëàäûâàÿ ïî÷ëåííî
ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî AB + CD = AD + BC,
îçíà÷àþùåå, ÷òî ñóììû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí âïèñàííî-
ãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàâíû.

Òåîðåìà 19. Åñëè ñóììû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí âû-
ïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàâíû, òî â íåãî ìîæíî âïèñàòü
îêðóæíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå
ABCD èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî AB + CD = BC + AD.

Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü,
êàñàþùóþñÿ ñòîðîí óãëîâ A
è D (ðèñ.9). Öåíòðîì ýòîé
îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ óã-
ëîâ A è D. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ýòà îêðóæíîñòü íå êàñà-
åòñÿ ñòîðîíû BC. Ïðîâåäåì
êàñàòåëüíóþ ¢ ¢B C , äëÿ êî-
òîðîé óãîë ¢B  ðàâåí óãëó B.
Òîãäà ÷åòûðåõóãîëüíèê

¢ ¢AB C D  áóäåò îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ íåãî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî + = +¢ ¢AB C D AD

+ ¢ ¢B C . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî óñëîâèþ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî AB + CD = AD + BC. Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà
âòîðîå, ïîëó÷èì + = -¢ ¢ ¢ ¢BB CC B C BC , èëè = +¢ ¢ ¢B C BB

+ + ¢BC CC . Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ
äëÿ òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, çíà÷èò, íåâåðíûì
áûëî íàøå ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî îêðóæíîñòü íå êàñàåòñÿ
ñòîðîíû BC.

Ñàìîñòîÿòåëüíî ïîäóìàéòå, ãäå â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëü-
çîâàëàñü âûïóêëîñòü ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Ïðèâåäèòå ïðèìåð
íåâûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ó êîòîðîãî ñóììû ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ ñòîðîí ðàâíû è â êîòîðûé íåëüçÿ âïèñàòü îêðóæ-
íîñòü.

Óïðàæíåíèÿ

6. Ìîæíî ëè âïèñàòü îêðóæíîñòü â: à) ïðÿìîóãîëüíèê; á)
ïàðàëëåëîãðàìì; â) ðîìá; ã) êâàäðàò; ä) äåëüòîèä (ðèñ.10)?

7. Ìîæíî ëè âïèñàòü îêðóæ-
íîñòü â ÷åòûðåõóãîëüíèê ñî ñòî-
ðîíàìè 1, 2, 3, 4?

Âûÿñíèì, êàêèì óñëîâèÿì
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óãëû
÷åòûðåõóãîëüíèêà, ÷òîáû â
íåãî ìîæíî áûëî âïèñàòü îê-
ðóæíîñòü.

Êîíå÷íî, îïèñàííûé ÷åòû-
ðåõóãîëüíèê äîëæåí áûòü âûïóêëûì. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó,
÷òî óãëû ÷åòûðåõóãîëüíèêà ìåíüøå ∞180 . Ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 20. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà ABCD ñóùåñòâóåò ÷åòûðåõóãîëüíèê ¢ ¢ ¢ ¢A B C D  ñ

òàêèìè æå óãëàìè, â êî-
òîðûé ìîæíî âïèñàòü îê-
ðóæíîñòü.

Äåéñòâèòåëüíî, çàôèê-
ñèðóåì R è ðàññìîòðèì
âîñåìü ïðÿìîóãîëüíûõ
òðåóãîëüíèêîâ ñ êàòåòîì
R è ïðîòèâîëåæàùèìè
îñòðûìè óãëîìè  A/2,
A/2, B/2, B/2, C/2,
C/2, D/2, D/2. Ñêëàäû-
âàÿ ýòè òðåóãîëüíèêè,  ïî-
ëó÷èì ÷åòûðåõóãîëüíèê
¢ ¢ ¢ ¢A B C D , â êîòîðûé

ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü è óãëû êîòîðîãî ðàâíû óãëàì
èñõîäíîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà (ðèñ.11).

Óïðàæíåíèå 8. Ìîæíî ëè âïèñàòü îêðóæíîñòü â ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê ñ óãëàìè 70°, 80°, 100°, 110°?

Ñëåäóþùèå óïðàæíåíèÿ è òåîðåìû, äâîéñòâåííûå ñîîòâåò-
ñòâóþùèì çàäà÷àì è òåîðåìàì äëÿ âïèñàííûõ ïÿòèóãîëüíè-
êîâ, ïðåäëàãàåì äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ è äîêàçà-
òåëüñòâà.

Óïðàæíåíèå 9. Ìîæíî ëè âïèñàòü îêðóæíîñòü â ïÿòèóãîëü-
íèê ñî ñòîðîíàìè 1, 2, 1, 2, 1?

Òåîðåìà 21. Ñóììà ëþáûõ äâóõ íåñìåæíûõ ñòîðîí îïè-
ñàííîãî ïÿòèóãîëüíèêà ìåíüøå ñóììû òðåõ îñòàâøèõñÿ
ñòîðîí.

Òåîðåìà 22. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà ABCDE,
ñóììà ëþáûõ äâóõ íåñìåæíûõ ñòîðîí êîòîðîãî ìåíüøå
ñóììû îñòàâøèõñÿ ñòîðîí, ñóùåñòâóåò ïÿòèóãîëüíèê

¢ ¢ ¢ ¢ ¢A B C D E  ñ òàêèìè æå ñòîðîíàìè, â êîòîðûé ìîæíî
âïèñàòü îêðóæíîñòü.

Òåîðåìà 23. Äëÿ ïÿòèóãîëüíèêà ABCDE, îïèñàííîãî
îêîëî îêðóæíîñòè ðàäèóñà R, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

2

ctg ctg
2 2
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Òåîðåìà 24. Åñëè äëÿ ïÿòèóãîëüíèêà ABCDE âûïîëíÿ-
þòñÿ ðàâåíñòâà (3), òî â íåãî ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü
ðàäèóñà R.

Òåîðåìà 25. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âûïóêëîãî ïÿòèóãîëüíèêà
ñóùåñòâóåò ïÿòèóãîëüíèê ñ òàêèìè æå óãëàìè, â êîòîðûé
ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü.

Óïðàæíåíèå 10. Ìîæíî ëè âïèñàòü îêðóæíîñòü â ïÿòèóãîëü-
íèê ñ óãëàìè 80°, 100°, 110°, 120°, 130°?

Îáùèå òåîðåìû
î âïèñàííûõ è îïèñàííûõ ìíîãîóãîëüíèêàõ

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îáùèå òåîðåìû î âïèñàííûõ è
îïèñàííûõ ìíîãîóãîëüíèêàõ. Èõ äîêàçàòåëüñòâà ïîâòîðÿþò
äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðåííûõ âûøå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.

Òåîðåìà I. Ñóììà ëþáûõ n íåñìåæíûõ óãëîâ âïèñàííîãî

( )2n 1+ -óãîëüíèêà áîëüøå ( )∞ -180 n 1 .

Òåîðåìà II. Åñëè ñóììà ëþáûõ n íåñìåæíûõ óãëîâ ( )2n 1+ -

óãîëüíèêà áîëüøå ( )∞ -180 n 1 , òî ñóùåñòâóåò ( )2n 1+ -

óãîëüíèê ñ òàêèìè æå óãëàìè, îêîëî êîòîðîãî ìîæíî
îïèñàòü îêðóæíîñòü.

Òåîðåìà III. Ñóììà n íåñìåæíûõ óãëîâ âïèñàííîãî
2n-óãîëüíèêà ðàâíà ( )∞ -180 n 1 .

Òåîðåìà IV. Åñëè ñóììà n íåñìåæíûõ óãëîâ 2n-óãîëüíèêà

ðàâíà ( )∞ -180 n 1 , òî ñóùåñòâóåò 2n-óãîëüíèê ñ òàêèìè æå

óãëàìè, îêîëî êîòîðîãî ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü.
Òåîðåìà V. Ñóììà ëþáûõ n íåñìåæíûõ ñòîðîí îïèñàííî-

ãî ( )2n 1+ -óãîëüíèêà ìåíüøå ñóììû åãî îñòàëüíûõ ñòîðîí.

Òåîðåìà VI. Åñëè ñóììà ëþáûõ n íåñìåæíûõ ñòîðîí

( )2n 1+ -óãîëüíèêà ìåíüøå ñóììû åãî îñòàëüíûõ ñòîðîí, òî

ñóùåñòâóåò ( )2n 1+ -óãîëüíèê ñ òàêèìè æå ñòîðîíàìè, â

êîòîðûé ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü.
Òåîðåìà VII. Ñóììà n íåñìåæíûõ ñòîðîí îïèñàííîãî 2n-

óãîëüíèêà ðàâíà ñóììå åãî îñòàëüíûõ ñòîðîí.
Òåîðåìà VIII. Åñëè ñóììà n íåñìåæíûõ ñòîðîí 2n-

óãîëüíèêà ðàâíà ñóììå åãî îñòàëüíûõ ñòîðîí, òî ñóùå-
ñòâóåò 2n-óãîëüíèê ñ òàêèìè æå ñòîðîíàìè, â êîòîðûé
ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü.

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10
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Âíåâïèñàííûå
îêðóæíîñòè

Êðîìå âïèñàííûõ è îïè-
ñàííûõ îêðóæíîñòåé áû-
âàþò òàê íàçûâàåìûå âíå-
âïèñàííûå îêðóæíîñòè. Ó
òðåóãîëüíèêà èìåþòñÿ òðè
âíåâïèñàííûå îêðóæíîñ-
òè (ðèñ.12). Êàæäàÿ èç
íèõ êàñàåòñÿ îäíîé ñòîðî-
íû òðåóãîëüíèêà  è ïðî-
äîëæåíèé äâóõ äðóãèõ åãî
ñòîðîí.Ðèñ. 12

Ðèñ. 13

Íà ðèñóíêå 13 èçîáðàæåí ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD è âíå-
âïèñàííàÿ â íåãî îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ ïðîäîëæåíèé
âñåõ åãî ñòîðîí.

Óïðàæíåíèÿ

11. Óñòàíîâèòå âçàèìîñâÿçü ìåæäó ñòîðîíàìè ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà, äëÿ êîòîðîãî èìååòñÿ âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü.

12. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ïÿòèóãîëüíèêîâ, øåñòèóãîëüíèêîâ è
òàê äàëåå ìíîãîóãîëüíèêîâ, äëÿ êîòîðûõ èìåþòñÿ âíåâïèñàííûå
îêðóæíîñòè. Óñòàíîâèòå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó èõ ñòîðîíàìè.

13. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìû, àíàëîãè÷íûå òåîðå-
ìàì, ðàññìîòðåííûì âûøå, î âïèñàííûõ è îïèñàííûõ çâåçä÷à-
òûõ ìíîãîóãîëüíèêàõ (ðèñ.14).

Ðèñ. 14
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Ó
ÊÀÆÄÎÃÎ  ÄÅÐÅÂÀ  ÅÑÒÜ  ÍÅÑÊÎËÜÊÎ  ÎÑÎÁÛÕ  ÒÈÏÎÂ
êëåòîê, êîòîðûå âî ìíîãîì îïðåäåëÿþò åãî ñòðîåíèå è

ñâîéñòâà. Ñðåäè êëåòîê ëèñòüåâ ýòî óñòüèöà, íà êîðíÿõ
ðàñòåíèé – êîðíåâûå âîëîñêè, à â ñòâîëå äåðåâà – áëèæàéøèå
ê êîðå äåðåâà êëåòêè êàìáèÿ. Èìåííî ïî ýòèì êëåòêàì
äâèæåòñÿ âîäà â ðàñòåíèÿõ: ÷åðåç êîðíåâûå âîëîñêè âîäà
âñàñûâàåòñÿ èç ïî÷âû, ïî ñîñóäàì êñèëåìû (÷àñòü êàìáèÿ)
âîäà ïîäíèìàåòñÿ ââåðõ ïî ñòâîëó ê ëèñòüÿì è ÷åðåç îòêðû-

òûå óñòüèöà èñïàðÿåòñÿ â
âîçäóõ.

Íàçâàíèå è îñíîâíîå
ñîäåðæàíèå ïðåäëàãàåìîé
âíèìàíèþ ÷èòàòåëÿ ñòàòüè
îòíîñèòñÿ ê óñòüèöàì.
Åñëè ïðåäñòàâèòü ñåáå, íå-
ñêîëüêî ïðèóêðàñèâ, îò-
êðûòûå óñòüèöà íà ëèñòå,
òî èõ ìîæíî óïîäîáèòü
ìíîæåñòâó ìàëåíüêèõ
óëûáîê (ðèñ.1).

Ëèñòüÿ
óëûáàþòñÿ

À.ÌÈÍÅÅÂ

Ñêîëüêî ìåñòà çàíèìàþò óñòüèöà íà ëèñòå? Âîçüìåì òè-
ïè÷íûé ïðèìåð – ëèñò êóêóðóçû. Íà îäíîì êâàäðàòíîì
ñàíòèìåòðå åãî ïîâåðõíîñòè ðàñïîëîæåíî îêîëî 10000 óñòü-
èö, ïëîùàäü îäíîãî óñòüè÷íîãî îòâåðñòèÿ ïîðÿäêà 2

100 ì*ì .
Ïåðâàÿ èç ýòèõ öèôð ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü õàðàêòåðíîå
ðàññòîÿíèå îò îäíîãî óñòüèöà äî äðóãîãî: îíî ñîñòàâëÿåò
ïðèìåðíî 100 ìèêðîí, à âòîðàÿ äàåò òèïè÷íûé ãåîìåòðè÷åñ-
êèé ðàçìåð óñòüèöà: ïðèáëèçèòåëüíî 10 ìèêðîí. Â ðåçóëüòà-
òå ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äîëÿ ïîâåðõíîñòè ëèñòà, çàíÿòàÿ îòêðû-
òûìè óñòüèöàìè, ñîñòàâëÿåò îêîëî 1%.

Ïî ïëîòíîñòè ðàñïîëîæåíèÿ óñòüèö íà ëèñòå åñòü, åñòå-
ñòâåííî, ñâîè ëèäåðû è àóòñàéäåðû. Ñðåäè ëèäåðîâ – îãóðåö
ñ 60000 óñòüèö íà êâàäðàòíûé ñàíòèìåòð, ó òðàâÿíèñòûõ
ðàñòåíèé ïëîòíîñòü ðàâíà 10000–30000 23“2. “ì , ó äðåâåñ-

íûõ ýòî 15000–30000 23“2. “ì , à ó íåêîòîðûõ çëàêîâ –

òîëüêî 8000 23“2. “ì . Îäíàêî ïðè òàêîì áîëüøîì ðàçáðîñå
àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ïëîòíîñòè óñòüèö äîëÿ çàíèìàåìîé èìè
ïëîùàäè íà ëèñòå ìåíÿåòñÿ î÷åíü ñëàáî – â ïðåäåëàõ âñå òåõ
æå 1–2%.

Óñòüè÷íûå ïàðàäîêñû

Ñôîðìóëèðóåì äâà ïàðàäîêñàëüíûõ, íà ïåðâûé âçãëÿä,
óòâåðæäåíèÿ, îòíîñÿùèõñÿ ê óñòüèöàì.

1) Íåñìîòðÿ íà ìàëóþ äîëþ ( 1%∼ ) ïëîùàäè ëèñòà,
çàíèìàåìîé óñòüèöàìè, èñïàðåíèå ÷åðåç óñòüèöà ïðîèñõîäèò
ïðàêòè÷åñêè òàê æå, êàê è ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè.

2) Êàê óòâåðæäàåòñÿ â ó÷åáíèêàõ ïî áîòàíèêå è ôèçèîëî-
ãèè ðàñòåíèé, ñêîðîñòü èñïàðåíèÿ ñ íåáîëüøèõ ïîâåðõíîñòåé
(òèïà óñòüèö) ïðîïîðöèîíàëüíà èõ ëèíåéíîìó ðàçìåðó (äè-
àìåòðó), â òî âðåìÿ êàê  ïðè èñïàðåíèè ñ áîëüøèõ ïîâåðõ-
íîñòåé ñêîðîñòü èñïàðåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîùàäè ýòîé
ïîâåðõíîñòè, ò.å. êâàäðàòó ëèíåéíîãî ðàçìåðà.Ðèñ. 1
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Ðàçáîðó ýòèõ ïàðàäîêñîâ è ïîñâÿùåíî îñíîâíîå ñîäåðæà-
íèå ñòàòüè. À àíàëèç íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ – èñïàðå-
íèÿ âîäû ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, ñêàæåì, áëþäöà èëè
ñòàêàíà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äàæå â ýòîì ñëó÷àå, êàçàëîñü áû
èçó÷åííîì âäîëü è ïîïåðåê, íàñ ïîäæèäàþò ñþðïðèçû.

Ê òåîðèè èñïàðåíèÿ âîäû èç ñòàêàíà

Ïîä òàêèì âûñîêîíàó÷íûì çàãîëîâêîì ñêðûâàåòñÿ ðàçáîð
ðåøåíèÿ çàäà÷è, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ îöåíèòü âðåìÿ èñïàðå-
íèÿ âîäû èç ñòàêàíà. Ýòî òèïè÷íûé ïðèìåð èñïàðåíèÿ ñî
ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Ïðèìåì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, íà-
÷àëüíîå çíà÷åíèå âûñîòû âîäû â ñòàêàíå ðàâíûì h = 10 ñì.

Òàêàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà, íàïðèìåð,  â êóðñå «Ôåéíìà-
íîâñêèõ ëåêöèé ïî ôèçèêå» (ñì. òîì «Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ
ñ îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè», çàäà÷à 1.3). Îäíàêî ïåðâàÿ
ñòðàííîñòü îòâåòà çàäà÷è òàêîâà: â èçäàíèè 1969 ãîäà âû÷èñ-
ëåííîå âðåìÿ èñïàðåíèÿ ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 7 äíåé,
à â èñïðàâëåííîì èçäàíèè 2004 ãîäà – óæå 14 äíåé. Äîïóñ-
òèì, ÷òî êòî-òî ïðîâåðèë ïðèâåäåííûå òàì âûêëàäêè è â
íîâîì èçäàíèè èñïðàâèë èõ. Çàïîìíèì ýòî è ïîéäåì ÷óòü
äàëüøå – ïîñòàâèì ñòàêàí ñ âîäîé è ïîäîæäåì, êîãäà âîäà
èñïàðèòñÿ. Ó àâòîðà ñòàòüè, îñòàâèâøåãî ñòàêàí â ðàáî÷åì
ïîìåùåíèè, âîäà èñïàðèëàñü çà ... ìåñÿö! Ïðàâäà, â ïðîâå-
äåííîì ýêñïåðèìåíòå óñëîâèÿ íåñêîëüêî îòëè÷àëèñü îò ïðè-
íÿòûõ ó Ôåéíìàíà, à èìåííî:

i òåìïåðàòóðà âîçäóõà â êîìíàòå áûëà 18–20 �

C , ó Ôåéí-
ìàíà îíà ñîñòàâëÿëà 25 �

C ;
i îòíîñèòåëüíàÿ âëàæíîñòü âîçäóõà â êîìíàòå áûëà 70%, ó

Ôåéíìàíà îíà ïðèíèìàëàñü çà 50%;
i ñòàêàí ó Ôåéíìàíà ðàñïîëàãàëñÿ ó îòêðûòîãî îêíà, à

óñëîâèÿì ïðîâåäåííîãî íàìè ýêñïåðèìåíòà ñîîòâåòñòâîâàëà
êîìíàòà ñ çàêðûòîé ôîðòî÷êîé.

Êàê ñîïîñòàâèòü òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå 7–14 äíåé ñ
ýêñïåðèìåíòàëüíûì çíà÷åíèåì 30 äíåé? Ïîíÿòíî, ÷òî â
èçäàíèè 2004 ãîäà áûëà èñïðàâëåíà îøèáêà ïðåäûäóùåãî
èçäàíèÿ, ãäå áûëà óòåðÿíà äâîéêà, íî îòëè÷èå ìåæäó 14 è 30
äíÿìè âñå åùå ñëèøêîì âåëèêî. Ïðîâåðèì âëèÿíèå ðàçëè÷èé
â èñõîäíûõ äàííûõ – òåìïåðàòóðû, âëàæíîñòè è õàðàêòåðà
èñïàðåíèÿ (îòêðûòîå îêíî – çàìêíóòîå ïðîñòðàíñòâî). Ìû
ñîçíàòåëüíî íå áóäåì ïîëíîñòüþ âîñïðîèçâîäèòü âûêëàäêè,
ïðèâåäåííûå â êóðñå «Ôåéíìàíîâñêèõ ëåêöèé», ïîñêîëüêó
èíòåðåñóþùèåñÿ ìîãóò ïîçíàêîìèòüñÿ ïî îðèãèíàëó, à ñîñðå-
äîòî÷èìñÿ ëèøü íà âàæíûõ äëÿ íàñ îñîáåííîñòÿõ.

Âëèÿíèå òåìïåðàòóðû. Êîíöåíòðàöèÿ íàñûùåííîãî âîäÿ-
íîãî ïàðà äîâîëüíî ñèëüíî ðàñòåò ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû
îêðóæàþùåãî âîçäóõà. Âîñïîëüçóåìñÿ ñïðàâî÷íûìè äàííû-

ìè äëÿ ïëîòíîñòè n
íàñûùåííîãî âîäÿíî-
ãî ïàðà â çàâèñèìîñòè
îò òåìïåðàòóðû t, êî-
òîðûå ïðèâåäåíû íà
ðèñóíêå 2. Èç ýòîé çà-
âèñèìîñòè ñëåäóåò, ÷òî
ðàçíèöà òåìïåðàòóð â
ýêñïåðèìåíòå (18 �

C )
è â òåîðèè (25 �

C )
ìîãëà áû îáúÿñíèòü
îêîëî 40% îòëè÷èÿ âî

âðåìåíè èñïàðåíèÿ (òàê êàê ñêîðîñòü èñïàðåíèÿ ïðîïîðöè-
îíàëüíà  êîíöåíòðàöèè n âîäÿíîãî ïàðà, òî âðåìÿ èñïàðåíèÿ
ïðîïîðöèîíàëüíî 1

n
- , çíà÷èò, ìåíüøåé òåìïåðàòóðå äîëæíî

ñîîòâåòñòâîâàòü áîëüøåå çíà÷åíèå âðåìåíè èñïàðåíèÿ).
Îäíàêî óêàçàííûé «ðåçåðâ» îñòàëñÿ ôàêòè÷åñêè íåèñ-

ïîëüçîâàííûì, ïîñêîëüêó Ôåéíìàí îöåíèë êîíöåíòðàöèþ

íàñûùåííîãî âîäÿíîãî ïàðà çíà÷åíèåì 18 3
1 10  “ì-
◊  ïðè t =

= 25 �

C , à íå áîëåå òî÷íîé âåëè÷èíîé 18 3
1,4 10  “ì-

◊  ïðè
òîé æå òåìïåðàòóðå (ñì. ðèñ. 2). Âçÿòîå æå Ôåéíìàíîì
çíà÷åíèå n ôàêòè÷åñêè ñîîòâåòñòâóåò òåìïåðàòóðå íàøåãî
ýêñïåðèìåíòà.

Âëèÿíèå âëàæíîñòè. Ïðè 100-ïðîöåíòíîé îòíîñèòåëüíîé
âëàæíîñòè âîçäóõà âñå èñïàðèâøèåñÿ ìîëåêóëû âîçâðàùà-
þòñÿ îáðàòíî. Ñòàêàí â ýòîì ñëó÷àå êàê áóäòî çàêðûò
êðûøêîé, è âîäà èç íåãî âîîáùå íå èñïàðÿåòñÿ.

Çàâèñèìîñòü âðåìåíè èñïàðåíèÿ îò îòíîñèòåëüíîé âëàæ-

íîñòè ϕ  î÷åíü ïðîñòà: 
ϕ

∼
,“C

1

1
t

-

. Òàêèì îáðàçîì, åñëè

âëàæíîñòü âîçäóõà â ïîìåùåíèè ñîñòàâëÿåò 70–80%
( 0,7 0,8ϕ = − ) âìåñòî 50% ( 0,5ϕ = ) ó Ôåéíìàíà, òî âðåìÿ
èñïàðåíèÿ âûðàñòàåò â 1,67–2,5 ðàçà.

Âëèÿíèå çàìêíóòîãî ïîìåùåíèÿ. Â çàìêíóòîì ïîìåùå-
íèè ïî ìåðå èñïàðåíèÿ âîäû èç ñòàêàíà âëàæíîñòü âîçäóõà
äîëæíà óâåëè÷èâàòüñÿ. Äëÿ îöåíêè ýôôåêòà ïðèìåì (ïî
ìàêñèìóìó), ÷òî èç ñòàêàíà èñïàðèëèñü âñå 200 ìë âîäû, à
îáúåì ïîìåùåíèÿ ðàâåí 50 3ì . Òîãäà âíåñåííàÿ èñïàðåíèåì

ïëîòíîñòü âîäÿíîãî ïàðà ñîñòàâèò 3 3
200 ã 50 ì 4 ã ì= .

Ïîñêîëüêó ïðè òåìïåðàòóðå t = 18 �

C  ïëîòíîñòü âîäÿíîãî

ïàðà ðàâíà 16 3ã ì , òî ó÷åò ýòîãî ýôôåêòà ìîæåò äàòü äî
25% óâåëè÷åíèÿ âðåìåíè èñïàðåíèÿ. Îäíàêî ïåðèîäè÷åñêîå
îòêðûâàíèå è çàêðûâàíèå äâåðåé â ïîìåùåíèè âî âðåìÿ
ðàáîòû ñóùåñòâåííî îñëàáëÿåò ýôôåêò.

Â èòîãå ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ðàçëè÷èå â îòíîñèòåëüíîé
âëàæíîñòè âîçäóõà è ýôôåêò çàìêíóòîãî ïîìåùåíèÿ ìîãóò
îáúÿñíèòü ðàçíèöó âî âðåìåíè èñïàðåíèÿ: Ôåéíìàí – 2
íåäåëè, íàø ýêñïåðèìåíò – 1 ìåñÿö.

Çàâèñèìîñòü âðåìåíè èñïàðåíèÿ
îò îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è

Ïðèâåäåííàÿ â çàäà÷å 1.3 èç êóðñà «Ôåéíìàíîâñêèõ ëåê-
öèé» (èçäàíèå 2004 ã.) çàâèñèìîñòü äëÿ âðåìåíè èñïàðåíèÿ
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

"

,“C

2n h
t

n vλ
= .                             (1)

Çäåñü h = 10 ñì – íà÷àëüíîå çíà÷åíèå âûñîòû âîäû â ñòàêàíå,
5

3 10  “ìλ -
ª ◊  – äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë âîäû â

âîçäóõå, 600 ì “v ª  (ïðè 25 �

C ) – ñêîðîñòü èñïàðèâøèõñÿ

ìîëåêóë âîäû, 22 3

" 3 10  “ìn
-

ª ◊  è 18 3
1 10  “ìn

-
ª ◊  – êîíöåí-

òðàöèè ìîëåêóë âîäû è ïàðà ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, â
ôîðìóëå ó÷òåíî, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ âëàæíîñòü âîçäóõà ñî-
ñòàâëÿåò 50%.

Îäíàêî ïðÿìîå èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû (1) íå äëÿ êîíê-
ðåòíîãî ïðèìåðà ñòàêàíà âîäû, à äëÿ ñëó÷àÿ èñïàðåíèÿ ñ
áóëüøèõ èëè ìåíüøèõ ïîâåðõíîñòåé îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæ-
íûì è íóæäàåòñÿ â êîððåêòèðîâêå. Äåëî â òîì, ÷òî ôîðìàëü-
íî ðàçìåðíîñòè ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé ñîîòíîøåíèÿ (1)
ðàçëè÷íû: ñëåâà – ðàçìåðíîñòü âðåìåíè (ñ), ñïðàâà – ðàç-
ìåðíîñòü îáðàòíîé ñêîðîñòè (ñ/ì). Äåéñòâèòåëüíî, ïðîñëå-
äèâ çà âûêëàäêàìè Ôåéíìàíà ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðàçìåð-
íîñòü äëèíû â õîäå âûâîäà áûëà óòðà÷åíà. Ôåéíìàíîì
ïðèíÿòî, ÷òî íà ðàññòîÿíèè 1 ñì îò ïîâåðõíîñòè âîäû â
ñòàêàíå ïëîòíîñòü ïàðà ñíèæàåòñÿ âäâîå, à çàòåì ýòîò ñàíòè-
ìåòð áûë «çàìûëåí» è âûïàë èç îêîí÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà.

Ââåäåì â ôîðìóëó (1) íåñêîëüêî èçìåíåíèé:
i âìåñòî ïðîèçâåäåíèÿ vλ  áóäåì èñïîëüçîâàòü êîýôôèöè-

åíò äèôôóçèè âîäÿíîãî ïàðà 3D vλ= ;
i âîññòàíîâèì çàâèñèìîñòü îò îòíîñèòåëüíîé âëàæíîñòè

âîçäóõà ϕ ;
i  ó÷òåì ÿâíî òîëùèíó l ñëîÿ ïîëîâèííîãî îñëàáëåíèÿ

êîíöåíòðàöèè âîäÿíîãî ïàðà.
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Òîãäà áîëåå êîððåêòíîå âûðàæåíèå äëÿ âðåìåíè èñïàðåíèÿ
ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ïîðÿäêà åäèíèöû ïðèìåò âèä

( )
"

,“C
2 1

hl n
t

D n ϕ
=

-
.                       (2)

Ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ, ïðèíÿòûõ â çàäà÷å Ôåéíìàíà:

h = 10 ñì, l = 1 ñì, 22 3

" 3 10  “ìn
-

= ◊ , 18 3
1 10  “ìn

-
= ◊ ,

0,5ϕ = , è òàáëè÷íîé âåëè÷èíå êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè

âîäÿíîãî ïàðà 2
0,22 “ì “D =  ôîðìóëà (2) äàåò îòâåò,

ñîâïàäàþùèé ñ ðåçóëüòàòîì Ôåéíìàíà: 6

,“C 1,36 10  ct ª ◊ ª

15 “32%*ª .
Âîññòàíîâëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ÿâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøå-

íèÿ îò òîëùèíû ñëîÿ ïîëîâèííîãî îñëàáëåíèÿ l îêàçûâàåòñÿ
î÷åíü âàæíîé äëÿ äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëû (2).
Òàê, â ñëó÷àå îçåðà êèëîìåòðîâîãî ðàçìåðà âåëè÷èíà l â
áåçâåòðåííóþ ïîãîäó ìîæåò ñîñòàâèòü óæå ìåòðû, à ïðè
èñïàðåíèè ÷åðåç ìàëåíüêîå óñòüèöå íà ëèñòå l äîëæíî áûòü
ñóùåñòâåííî ìåíüøå ñàíòèìåòðà. Ïîëó÷àåòñÿ, èç îáùèõ
ñîîáðàæåíèé, ÷òî âåëè÷èíà l äîëæíà ñíèæàòüñÿ ïî ìåðå
óìåíüøåíèÿ ðàçìåðîâ îáëàñòè èñïàðåíèÿ. Îòâåò ñòàíîâèòñÿ
çàâèñÿùèì îò ïîïåðå÷íûõ ðàçìåðîâ èñïàðÿåìîé îáëàñòè
(«çåðêàëà» èñïàðåíèÿ), à íå òîëüêî îò ïðîäîëüíîãî ðàçìåðà
(ãëóáèíû èñïàðÿåìîé îáëàñòè, êàê â ôîðìóëå (1)).

Ýòè êà÷åñòâåííûå ðàññóæäåíèÿ ïîäòâåðæäàþòñÿ òî÷íûì
ðåøåíèåì èçâåñòíîé çàäà÷è îá èñïàðåíèè êàïëè âîäû íà-
÷àëüíîãî ðàäèóñà à (êîòîðîå ïðèâåäåíî, íàïðèìåð, â îäíîì
èç ëó÷øèõ âóçîâñêèõ ó÷åáíèêîâ ïî ôèçèêå – êíèãå Ä.Â.Ñè-
âóõèíà «Îáùèé êóðñ ôèçèêè», ò.2, çàäà÷à 3 ê ïàðàãðàôó
118). Îòâåò ê çàäà÷å èìååò âèä

( )

2

"

,“C
2 1

a n
t

D n ϕ
=

-

è ïåðåõîäèò â ðåøåíèå (2) ïðè çàìåíå h è l íà åäèíñòâåííûé
ãåîìåòðè÷åñêèé ïàðàìåòð êàïëè – åå ðàäèóñ à. Òàêèì îáðà-
çîì, äëÿ ñôåðè÷åñêîé êàïëè êàê åå «ãëóáèíà» h, òàê è
òîëùèíà ñëîÿ ïîëîâèííîãî îñëàáëåíèÿ êîíöåíòðàöèè âîäÿ-
íîãî ïàðà l îêàçûâàþòñÿ ìàñøòàáà ðàçìåðà êàïëè, ò.å.
h l aª ª . Òàêàÿ êàïëÿ ñ íà÷àëüíûì ðàäèóñîì 1 ìì â âîçäó-
õå ñ îòíîñèòåëüíîé âëàæíîñòüþ ϕ 40%=  ïðè òåìïåðàòóðå
t = 20 �

C  èñïàðÿåòñÿ ïðèìåðíî çà 40 ìèíóò.

Ñêîðîñòü èñïàðåíèÿ è çàäà÷à Ñòåôàíà

Ñêîðîñòü èñïàðåíèÿ Γ  ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç èñïàðÿåìîé
îáúåì V è âðåìÿ èñïàðåíèÿ 

,“Ct :

,“C

V

t
Γ = .

Äëÿ ãåîìåòðèè ñòàêàíà âîäû âûñîòîé h è ïëîùàäüþ îòêðû-
òîé ïîâåðõíîñòè èñïàðåíèÿ S (òîãäà V = Sh) ïîëó÷èì

( )

"

12 nSD

l n

ϕ
Γ

-

ª .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè òîëùèíà ñëîÿ ïîëîâèííîãî îñëàá-
ëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçìåðàì îáëàñòè èñïàðåíèÿ (ò.å.
l a∼  è 2

S a∼ ), òî ñêîðîñòü èñïàðåíèÿ áóäåò ðàñòè ñ
ðàçìåðàìè íå êâàäðàòè÷íî ( S∼ ), à òîëüêî ëèíåéíî.

Çàäà÷à îá èñïàðåíèè âîäû ñ íåáîëüøîé ïîâåðõíîñòè êðóã-
ëîé ïëîùàäè â ñïîêîéíóþ àòìîñôåðó áûëà ðåøåíà Ñòåôà-
íîì â 1881 ãîäó. Ïîëó÷åííîå èì âûðàæåíèå, íàçûâàåìîå
çàêîíîì Ñòåôàíà, èìååò âèä

( )

"

1
4

n
aD

n

ϕ
Γ

-

ª ,

ãäå à – ðàäèóñ ïîâåðõíîñòè.

Ñîïîñòàâëåíèå äâóõ ïîñëåäíèõ âûðàæåíèé ïîêàçûâàåò,
÷òî ïðè l a∼  è 2

S aπ=  îíè ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò è
îòëè÷àþòñÿ ëèøü ìíîæèòåëåì, áëèçêèì ê åäèíèöå.

Â ó÷åáíèêàõ ïî áîòàíèêå è ôèçèîëîãèè ðàñòåíèé çàêîí
Ñòåôàíà (èñïàðåíèå ñ íåáîëüøèõ ïîâåðõíîñòåé) ñ åãî ëè-
íåéíîé çàâèñèìîñòüþ îò ðàçìåðîâ èñïàðÿåìîé îáëàñòè
( aΓ ∼ ) íåÿâíî ïðîòèâîïîñòàâëÿåòñÿ ñëó÷àþ èñïàðåíèÿ ñ
îòíîñèòåëüíî áîëüøèõ ïîâåðõíîñòåé ñ ÿêîáû êâàäðàòè÷íîé
( SΓ ∼ ) çàâèñèìîñòüþ îò ïîïåðå÷íûõ ðàçìåðîâ îáëàñòè
èñïàðåíèÿ. Îäíàêî ÿâíûé ó÷åò âåëè÷èíû l è åå çàâèñèìîñ-
òè îò ðàçìåðîâ çîíû èñïàðåíèÿ ñòàâèò âñå íà ñâîè ìåñòà: è
â ñëó÷àå çàêîíà Ñòåôàíà, è ïðè èñïàðåíèè êàïëè è ïðè
èñïàðåíèè âîäû èç ñòàêàíà â ïîäõîäå Ôåéíìàíà ðå÷ü èäåò
ïðîñòî îá èñïîëüçîâàíèè îáùåãî âûðàæåíèÿ (2) äëÿ ðàç-
íûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.

À ÷òî æå ñ óñòüèöàìè?

Äëÿ ñëó÷àÿ îòêðûòûõ óñòüèö ãëóáèíà èñïàðÿåìîé îáëàñòè
è ïîïåðå÷íûé ðàçìåð çîíû èñïàðåíèÿ îäíîãî ìàñøòàáà,
ïîýòîìó ñêîðîñòü èñïàðåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ëèíåéíîìó
ðàçìåðó óñòüèö à. Ñðàâíèì ñêîðîñòü èñïàðåíèÿ ë

Γ  âîäÿíîãî
ïàðà ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ëèñòà ïëîùàäüþ ëS  è
ñêîðîñòü èñïàðåíèÿ îò N óñòüèö ñ ïëîùàäüþ êàæäîãî y

S .
Äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ èìååì

( )ë

ë

ë "

12 nS D

l n

ϕ
Γ

-

ª ,

äëÿ âòîðîãî –

( )y

y

y "

2 1NS D n

l n

ϕ
ΣΓ

-

ª ,

ãäå ël  è y
l  – çíà÷åíèÿ òîëùèíû ñëîÿ ïîëîâèííîãî îñëàáëå-

íèÿ äëÿ ëèñòà êàê öåëîãî è äëÿ óñòüèö.
Îòíîøåíèå ñêîðîñòåé èñïàðåíèÿ ÷åðåç óñòüèöà è ñ îòêðû-

òîé ïîâåðõíîñòè ëèñòà ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

y y ë

ë ë y

NS l

S l

ΣΓ
Γ

= .

Êàê óæå ãîâîðèëîñü â íà÷àëå ñòàòüè, îòíîñèòåëüíàÿ ñóììàð-

íàÿ ïëîùàäü óñòüèö íà ëèñòå ñîñòàâëÿåò y ë
1%NS S ∼ .

Ïëîùàäü ëèñòà (òèïè÷íàÿ) ìàñøòàáà ïëîùàäè âîäíîé ïîâåðõ-
íîñòè îáû÷íîãî ñòàêàíà, ïîýòîìó äëÿ ëèñòà ìîæíî ïîëî-
æèòü, êàê ýòî ñäåëàë Ôåéíìàí äëÿ ñòàêàíà âîäû, ë 1 “ìl ª .
À äëÿ óñòüèö íà ëèñòå â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîãî çíà÷åíèÿ
òîëùèíû ñëîÿ ïîëîâèííîãî îñëàáëåíèÿ ñëåäóåò áðàòü õàðàê-

òåðíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó óñòüèöàìè, ò.å. 
y

100 ì*ìl ∼  =

= 2
10  “ì- . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

y

ë

1
0,01 1

0,01

ΣΓ
Γ

ª ª ,

ò.å. äåéñòâèòåëüíî, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ñóììàðíàÿ ïëîùàäü
óñòüèö ñîñòàâëÿåò âñåãî 1%, èõ èñïàðÿþùàÿ ñïîñîáíîñòü
îêàçûâàåòñÿ áëèçêîé ê ñëó÷àþ èñïàðåíèÿ ñ îòêðûòîé ïîâåðõ-
íîñòè (à áîëüøå îíà è áûòü íå ìîæåò!).

Óñòüèöà èçîáðàçèëè óëûáêó (ñì. ðèñ.1), ïðèîòêðûâ ñâîþ
òàéíó îãðîìíîé èñïàðÿþùåé ñïîñîáíîñòè. Ýòîé óëûáêîé ìû
è çàêîí÷èì ñòàòüþ.
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Çàðÿæåííûå
÷àñòèöû

â  ìàãíèòíîì
ïîëå
Â.ÌÎÆÀÅÂ

Â
ÛÐÀÆÅÍÈÅ ÄËß ÑÈËÛ,  ÄÅÉÑÒÂÓÞÙÅÉ ÍÀ ÄÂÈÆÓÙÓ-
þñÿ â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå çàðÿæåííóþ ÷àñòèöó, áûëî

ïîëó÷åíî Õ.Ëîðåíöåì. Â âåêòîðíîé ôîðìå ýòî âûðàæåíèå
èìååò âèä

F qE q vB
�� �� ��

�

È ˘= +
Î ˚

,

ãäå q – çàðÿä ÷àñòèöû, E
��

 – íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ, B

��

 – ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ, v
�  – ñêîðîñòü ÷àñòèöû

îòíîñèòåëüíî òîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, â êîòîðîé èçìåðÿþòñÿ
âåëè÷èíû F

��

, E
��

 è B
��

.
Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòèö ýòîé ôîðìóëû – ýòî ñèëà,

äåéñòâóþùàÿ íà çàðÿæåííóþ ÷àñòèöó â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå,
à âòîðîé – â ìàãíèòíîì. Âûðàæåíèå äëÿ ìàãíèòíîé ÷àñòè
ñèëû Ëîðåíöà çàïèñàíî â âèäå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

vBÈ ˘
Î ˚

��
�

 – ýòî âåêòîð, êîòîðûé ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðàì v
�

 è

B
��

, à åãî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàâíà

sinvB vB α
��
�

È ˘ =
Î ˚

,

ãäå α  – óãîë ìåæäó âåêòîðàìè v
�

 è B
��

.
Òàê êàê ñèëà, äåéñòâóþùàÿ ñî ñòîðîíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà

÷àñòèöó, ïåðïåíäèêóëÿðíà v
�

, òî îíà íå ñîâåðøàåò ðàáîòû,
à òîëüêî èñêðèâëÿåò òðàåêòîðíî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû, íå
èçìåíÿÿ åå ýíåðãèè. Ýòî ñâîéñòâî ìàãíèòíîé ñîñòàâëÿþùåé
ñèëû Ëîðåíöà øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèáîðàõ
è óñòðîéñòâàõ: íàïðèìåð, â óñêîðèòåëÿõ äëÿ óäåðæàíèÿ
çàðÿæåííûõ ÷àñòèö íà çàäàííîé îðáèòå, â êàìåðå Âèëüñîíà
äëÿ íàáëþäåíèÿ ñëåäîâ (òðåêîâ) çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, â ìàññ-
ñïåêòðîìåòðàõ äëÿ ðàçäåëåíèÿ èîíèçîâàííûõ ìîëåêóë è
àòîìîâ ïî èõ ìàññàì, â ìàãíèòíûõ ëèíçàõ äëÿ ôîêóñèðîâêè
ïó÷êîâ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, â ìàãíèòíûõ ëîâóøêàõ, êîòîðûå
ñïîñîáíû äëèòåëüíîå âðåìÿ óäåðæèâàòü çàðÿæåííûå ÷àñòè-
öû âíóòðè îïðåäåëåííîãî îáúåìà ïðîñòðàíñòâà.

À òåïåðü – íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ çàäà÷.
Çàäà÷à 1. Ýëåêòðîí âëåòàåò â ïîñòîÿííîå îäíîðîäíîå

ìàãíèòíîå ïîëå ñ èíäóêöèåé B
��

 (ðèñ.1) è â òî÷êå À èìååò

ñêîðîñòü v
�

, îáðàçóþùóþ ñ íàïðàâëåíèåì ïîëÿ óãîë α .
Îïèñàâ îäèí âèòîê âèí-
òîâîé ëèíèè, ýëåêòðîí
îêàçûâàåòñÿ â òî÷êå
Ñ. ×åìó ðàâíî ðàññòî-
ÿíèå ÀÑ?

Äâèæåíèå ýëåêòðîíà
ïî âèíòîâîé ëèíèè
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ñóïåðïîçèöèþ
(ñóììó) äâóõ äâèæå-

íèé: âäîëü îñè, ñîâïàäàþùåé ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà B
��

, è
â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ýòîìó íàïðàâëåíèþ. Â íà-
øåì ñëó÷àå âåêòîð ñêîðîñòè v

�

 ëåæèò â ïëîñêîñòè ðèñóíêà,
ïîýòîìó ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè ýëåêòðîíà âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé
îñè x ðàâíà cosxv v α= , à â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé
îñè x, ñîñòàâëÿåò sinv v α

^
= . Î÷åâèäíî, ÷òî âäîëü ãîðèçîí-

òàëüíîé îñè ýëåêòðîí áóäåò äâèãàòüñÿ ïðÿìîëèíåéíî è
ðàâíîìåðíî ñî ñêîðîñòüþ xv , à â ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêî-
ñòè – ïî îêðóæíîñòè ñ ëèíåéíîé (îêðóæíîé) ñêîðîñòüþ v^ .

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà ïî îêðóæíîñòè èìååò âèä
2

mv
ev B

R

^

^
= ,

ãäå m è å – ìàññà è çàðÿä ýëåêòðîíà, à R – ðàäèóñ
îêðóæíîñòè. Âðåìÿ, ÷åðåç êîòîðîå ýëåêòðîí îêàæåòñÿ â
òî÷êå Ñ, ðàâíî ïåðèîäó îáðàùåíèÿ ýëåêòðîíà:

2 2R m
T

v eB

π π
τ

^

= = = .

Çà ýòî âðåìÿ ýëåêòðîí ñìåñòèòñÿ ïî ãîðèçîíòàëè íà èñêîìîå
ðàññòîÿíèå ÀÑ (øàã âèíòîâîé ëèíèè):

2 2 cosx

x

v v
AC v T

e e
B B

m m

π π α
= = = ,

ãäå 
e

m
 — óäåëüíûé çàðÿä ýëåêòðîíà.

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé.
1) Èç óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà ïî îêðóæíîñòè

ñëåäóåò, ÷òî ðàäèóñ êðóãîâîé îðáèòû ÷àñòèö ñ óäåëüíûì

çàðÿäîì 
q

m
 â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå B

��

 ðàâåí

v
R

q
B

m

^
= .

Ïðè ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèÿõ 
q

m
 è v

^  ðàäèóñ êðèâèçíû
òðàåêòîðèè çàðÿæåííîé ÷àñòèöû îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí
âåëè÷èíå èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Äëÿ óäåðæàíèÿ çàðÿ-
æåííûõ ÷àñòèö âûñîêèõ ýíåðãèé â îãðàíè÷åííîì îáúåìå
èñïîëüçóþò ñïåöèàëüíóþ êîíôèãóðàöèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Òàêèå óñòðîéñòâà íàçûâàþò ìàãíèòíûìè ëîâóøêàìè.

2) Èç âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðèîäà îáðàùåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
÷àñòîòà îáðàùåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ïîñòîÿííîì ìàã-
íèòíîì ïîëå B

��

 â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïîëþ,
ïðîïîðöèîíàëüíà óäåëüíîìó çàðÿäó ÷àñòèöû è èíäóêöèè
ïîëÿ:

1 1

2
c

q
B

T m
ν

π
= = .

Â òåîðèè ïëàçìû ýòó ÷àñòîòó íàçûâàþò öèêëîòðîííîé ÷àñòî-
òîé. Íàïðèìåð, äëÿ ýëåêòðîíîâ çåìíîé èîíîñôåðû, íàõîäÿ-
ùèõñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå Çåìëè, 6

1,4 10  cöc
ν = ◊ .

Çàäà÷à 2. Íà ïëîñêèé âàêóóìíûé äèîä, ðàññòîÿíèå ìåæäó
àíîäîì è êàòîäîì êîòîðîãî d = 2 ñì, ïîäàåòñÿ âûñîêîå
íàïðÿæåíèå (ðèñ.2). Äèîä íàõîäèòñÿ â îäíîðîäíîì ìàãíèò-
íîì ïîëå, èíäóêöèÿ êîòîðî-
ãî ðàâíà Â = 0,1 Òë è íà-
ïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî
ïëîñêîñòè ðèñóíêà. Ïðåíåá-
ðåãàÿ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ
âûëåòàþùèõ èç êàòîäà
ýëåêòðîíîâ, îïðåäåëèòå,
ïðè êàêèõ íàïðÿæåíèÿõ
ýëåêòðîíû áóäóò ïîïàäàòü
íà àíîä.Ðèñ. 1 Ðèñ. 2



Ïóñòü ýëåêòðîí ïðè t =
= 0 íàõîäèëñÿ ó ïîâåðõ-
íîñòè êàòîäà ñ êîîðäèíà-
òàìè õ = 0, z = 0 è èìåë
íóëåâóþ ñêîðîñòü (ðèñ.
3). Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
ýëåêòðîíà âäîëü îñè x
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìî-
ìåíòà âðåìåíè áóäåò
èìåòü âèä

x zmv ev B=¢ .

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â äðóãîì âèäå:

x

e
dv Bdz

m
= ,

ãäå 
e

m
 – óäåëüíûé çàðÿä ýëåêòðîíà.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà òðàåêòîðèÿ ýëåêòðîíà êàñàåòñÿ
ïîâåðõíîñòè àíîäà (ñì. ðèñ.3). Ïóñòü ýòî ïðîèñõîäèò ïðè
ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ ìåæäó êàòîäîì è àíîäîì *!

U . Çàïè-
øåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè,
êîãäà ýëåêòðîí íàõîäèòñÿ â ñâîåé íàèâûñøåé òî÷êå è èìååò
òîëüêî ãîðèçîíòàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñêîðîñòè *!x

v :

*!x

e
v Bd

m
= .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïîçâîëÿåò
çàïèñàòü òàêîå ðàâåíñòâî:

2

*!

*!
0

2

x
mv

eU- = .

Èç ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ äâóõ ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé íàõîäèì
íàïðÿæåíèå, ïðè êîòîðîì ýëåêòðîí êàñàåòñÿ àíîäà:

2 2

5

*!
3,5 10  B

2

e
B d

m
U = = ◊ .

Ïðè íàïðÿæåíèÿõ 5
3,5 10  BU ≥ ◊  ýëåêòðîíû áóäóò ïîïàäàòü

íà àíîä.
Çàäà÷à 3. Äëèííàÿ ìåäíàÿ íåçàðÿæåííàÿ ïëàñòèíêà äâè-

æåòñÿ ðàâíîìåðíî ñî ñêîðîñòüþ v = 6,0 ì/ñ â îäíîðîäíîì

ìàãíèòíîì ïîëå ñ èíäóêöèåé Â = 0,2 Òë. Âåêòîðû v
�

 è B
��

âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû è
ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòè ïëàñ-
òèíêè (ðèñ.4). Îïðåäåëèòå
ïîâåðõíîñòíóþ ïëîòíîñòü
ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ, âîç-
íèêàþùèõ íà ïëîñêîñòÿõ ïëà-
ñòèíêè ïðè åå äâèæåíèè.

Â ìåäíîé ïëàñòèíêå ñîäåð-
æèòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñâî-

áîäíûõ ýëåêòðîíîâ, èõ êîíöåíòðàöèÿ ðàâíà 23 3
10  “ìn

-
ª .

Ýòè ýëåêòðîíû íå ïðèíàäëåæàò àòîìàì, à îáðàçóþò ýëåêò-
ðîííûé ãàç, «ðàçîãðåòûé» äî òåìïåðàòóðû 4

5 10  jT ª ◊ .
Ïðè äâèæåíèè ïëàñòèíêè ïîìèìî õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ
ýëåêòðîíû ïðèîáðåòàþò óïîðÿäî÷åííóþ ñêîðîñòü, ðàâíóþ
ñêîðîñòè ïëàñòèíêè v

�

. Åñëè ìû îáîçíà÷èì ñêîðîñòü «òåïëî-
âîãî» äâèæåíèÿ îäíîãî èç ýëåêòðîíîâ, íàçîâåì åãî i-ì, ÷åðåç

2v
�

, òî åãî ïîëíàÿ ñêîðîñòü áóäåò ðàâíà

2iv v v= +
� � �

.

Â ìàãíèòíîì ïîëå íà òàêîé ýëåêòðîí áóäåò äåéñòâîâàòü ñèëà
Ëîðåíöà, ðàâíàÿ

2 sini iF evB ev B α= + .

Åñëè ìû óñðåäíèì ïî áîëüøîìó êîëè÷åñòâó N ýëåêòðîíîâ, òî

ñðåäíåå çíà÷åíèå ñèíóñà áóäåò ðàâíî íóëþ:

1

1
sin sin 0

N

i

i
N

α α
=

= =Â .

Ëþáîìó ýëåêòðîíó, ëåòÿùåìó ïîä êàêèì-òî óãëîì, íàéäåòñÿ
ýëåêòðîí, ëåòÿùèé â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó, ïîýòîìó ìû
ìîæåì çàáûòü î õàîòè÷åñêîì äâèæåíèè ýëåêòðîíà.

Êàê òîëüêî ïëàñòèíêà ïðèõîäèò â äâèæåíèå, ñèëà Ëîðåíöà
íà÷èíàåò îòêëîíÿòü ýëåêòðîíû ê íèæíåé ïîâåðõíîñòè ïëàñ-
òèíêè. Â ðåçóëüòàòå íà íèæíåé ïîâåðõíîñòè íàêàïëèâàåòñÿ
îòðèöàòåëüíûé ïîâåðõíî-
ñòíûé çàðÿä, à íà âåðõ-
íåé – ïîëîæèòåëüíûé
(ðèñ.5). Ìåæäó ïîâåðõ-
íîñòÿìè ïëàñòèíêè âîç-
íèêàåò ýëåêòðè÷åñêîå
ïîëå E

��

, ïîäîáíîå ïîëþ
ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà.
Êàê òîëüêî ñèëà, äåéñòâó-
þùàÿ íà ýëåêòðîí ñî ñòîðîíû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, óðàâíî-
âåñèò ñèëó Ëîðåíöà, ïåðåðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà ïðåêðàòèòñÿ
è â ïðîâîäíèêå óñòàíîâèòñÿ ñòàöèîíàðíîå ýëåêòðè÷åñêîå
ïîëå ñ íàïðÿæåííîñòüþ

“2E vB= .

Âåëè÷èíà ýòîãî ïîëÿ ñâÿçàíà ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ
çàðÿäîâ íà ïëîñêîñòÿõ ïëàñòèíêè σ  ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì:

“2

0

E
σ
ε

= .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

12 2

0 “2 0 10,6 10  jë ìE vBσ ε ε -
= = = ◊ .

Èíòåðåñíî, ÷òî íà 2
1 “ì  ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ

4
6600

10 e

σ
ª  ýëåêòðîíîâ.

Çàäà÷à 4. Â îäíîì èç ïðîåêòîâ ïîëó÷åíèÿ ýëåêòðîýíåðãèè
ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìîðñêèå òå÷åíèÿ è ìàãíèòíîå
ïîëå Çåìëè. Äëÿ ýòîãî â ìîðå ïîãðóæàþò äâå ãîðèçîíòàëü-
íûå ìåòàëëè÷åñêèå ïëàñòèíû, ðàñïîëîæåííûå îäíà íàä
äðóãîé íà ðàññòîÿíèè l = 100 ì; ïëîùàäü êàæäîé ïëàñòèíû

2
S 1 *ì= . Ìîðñêàÿ âîäà, óäåëüíîå ñîïðîòèâëåíèå êîòîðîé

 0,25 nì ìρ = ◊ , ïðîòåêàåò ìåæäó ïëàñòèíàìè ñ çàïàäà íà
âîñòîê ñî ñêîðîñòüþ v = 1 ì/ñ. Ìàãíèòíîå ïîëå Çåìëè â
äàííîì ìåñòå îäíîðîäíî è íàïðàâëåíî ñ þãà íà ñåâåð,
èíäóêöèÿ ïîëÿ ðàâíà $5

B 10 Šë= . Îïðåäåëèòå ìàêñèìàëü-
íóþ ýëåêòðè÷åñêóþ ìîùíîñòü, êîòîðàÿ ìîæåò âûäåëèòü-
ñÿ íà íàãðóçêå, ïîäñîåäèíåííîé ê ïëàñòèíàì.

Ïðèíöèï äåéñòâèÿ òàêîé óñòàíîâêè ìîæíî ïîíÿòü èç
ðèñóíêà 6. Ìîðñêàÿ âîäà, êîíå÷íî æå, ñîäåðæèò êàêîå-òî
êîëè÷åñòâî ïîëîæè-
òåëüíûõ è îòðèöàòåëü-
íûõ èîíîâ. Êîãäà ýòè
èîíû ïåðåñåêàþò ëè-
íèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ,
íà íèõ äåéñòâóåò ñèëà
Ëîðåíöà: ïîëîæèòåëü-
íûå èîíû îòêëîíÿþò-
ñÿ ê âåðõíåé ïëàñòèíå,
à îòðèöàòåëüíûå – ê
íèæíåé. Ìåæäó ïëàñòèíàìè âîçíèêàåò ðàçíîñòü ïîòåíöèà-
ëîâ, êîòîðàÿ è ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ òîêà âî âíåøíåé öåïè.

Ýëåêòðè÷åñêàÿ ñõåìà íàøåé óñòàíîâêè ýêâèâàëåíòíà öåïè,
èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 7.

Ìû çíàåì, ÷òî ÝÄÑ èñòî÷íèêà – ýòî íàïðÿæåíèå íà åãî

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ï Ð À Ê Ò È Ê Ó Ì  À Á È Ò Ó Ð È Å Í Ò À 41
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êîíöàõ ïðè ðàçîìêíóòîé öåïè.
Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòîì
ðåøåíèÿ çàäà÷è 3, ìû ìîæåì
óòâåðæäàòü, ÷òî óñòàíîâèâøà-
ÿñÿ íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñ-
êîãî ïîëÿ ìåæäó ïëàñòèíàìè
ðàâíà

3“2
E vB= .

À, ñëåäîâàòåëüíî, ÝÄÑ íàøåãî èñòî÷íèêà åñòü

vBl=E .

Î÷åâèäíî, ÷òî âíóòðåííåå ñîïðîòèâëåíèå r èñòî÷íèêà ðàâíî
ñîïðîòèâëåíèþ ìîðñêîé âîäû â îáúåìå ïðÿìîóãîëüíèêà
äëèíîé l ñ ïëîùàäüþ ïîïåðå÷íîãî (ïî îòíîøåíèþ ê òîêó)
ñå÷åíèÿ S:

l
r

S
ρ= .

Òàêèì îáðàçîì, òîê â öåïè áóäåò ðàâåí

… …

vBl
I

R r R l Sρ
= =

+ +

E
,

è íà íàãðóçêå âûäåëèòñÿ ìîùíîñòü

( )

( )

2

2 …

… 2

…

vBl R
P I R

R l Sρ
= =

+

.

Îñòàåòñÿ èññëåäîâàòü ýòî âûðàæåíèå íà ìàêñèìóì ïî
ïàðàìåòðó …R . Ïðåäîñòàâèì ýòî ÷èòàòåëþ, à äëÿ êîíòðîëÿ
ñîîáùèì, ÷òî ìîùíîñòü áóäåò ìàêñèìàëüíîé ïðè

…R r l Sρ= =  è ñîñòàâèò

( )
2

2

max
10  b2

4

vBl
P

l Sρ
-

= = .

Ìû ïîëó÷èëè ÷ðåçâû÷àéíî ìàëóþ ìîùíîñòü, ÷òî, â ïåð-
âóþ î÷åðåäü, îáóñëîâëåíî ñëàáûì ìàãíèòíûì ïîëåì Çåìëè.

Çàäà÷à 5. Ïðîòîí ñî ñêîðîñòüþ 7

0
v 10 ì “=  âëåòàåò â

êàìåðó Âèëüñîíà ñ èíäóêöèåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ Â = 0,2 Òë,
íàïðàâëåííîé ïåðïåíäè-
êóëÿðíî ïëîñêîñòè îð-
áèòû ïðîòîíà (ðèñ.8).
Íà ïðîòîí â êàìåðå
Âèëüñîíà äåéñòâóåò
ñèëà òîðìîæåíèÿ, ïðî-
ïîðöèîíàëüíàÿ åãî ñêî-

ðîñòè: 2F vα
��

�

= - , ãäå
20

7 10 m “ ìα -
= ◊ ◊ . Íà

êàêîì ðàññòîÿíèè îò
òî÷êè âëåòà ïðîòîí îñ-
òàíîâèòñÿ?

Ïóñòü â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðîåêöèè ñêîðîñòè
v
�

 ïðîòîíà íà îñè õ è ó ðàâíû xv  è 
y

v . Òîãäà óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ ïðîòîíà ïî ýòèì îñÿì áóäóò èìåòü âèä

x y x
mv qv B vα= - -¢ ,

y x y
mv qv B vα= -¢ ,

ãäå 27
1,7 10 *ãm

−= ⋅  – ìàññà ïðîòîíà, à 19
1,6 10 jëq

−= ⋅  –

åãî çàðÿä. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 
y

dy v dt=  è xdx v dt= , çàïèøåì
ýòè óðàâíåíèÿ ÷åðåç áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðèðàùåíèÿ:

x c
dv dy dx

m

α
ω= - - ,

y c
dv dx dy

m

αω= - ,

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

ãäå 
c

qB

m
ω =  – ýòî ÷àñòîòà, ñ êîòîðîé ïðîòîí âðàùàåòñÿ â

îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå B
��

, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ñêîðîñ-
òè ïðîòîíà (öèêëîòðîííàÿ ÷àñòîòà).

Ïåðåéäÿ ê êîíå÷íûì ïðèðàùåíèÿì xv , y
v , õ è ó îò

ìîìåíòà âëåòà ïðîòîíà â êàìåðó è äî ìîìåíòà îñòàíîâêè,
ïîëó÷èì

0 c A A
v y x

m

αω- = - - ,

0
c A A
x y

m

αω= - ,

ãäå Ax  è Ay  – êîîðäèíàòû òî÷êè îñòàíîâêè ïðîòîíà A. Èç
ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé íàõîäèì Ax  è Ay :

( )

( )

0

22
A

c

m v
x

m

α

ω α
=

+

, 
( )

0

22

c

A

c

v
y

m

ω
ω α

=

+

è ðàññòîÿíèå l îò òî÷êè âëåòà ïðîòîíà â êàìåðó äî òî÷êè
îñòàíîâêè:

( )

2 2 0

22
A A

c

v
l x y

mω α
= + = =

+

0

2 2 2
21,7 “ì

v m

q B α
=

+

.

Çàäà÷à 6. Â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ýëåêòðîí âðàùà-
åòñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé
ëèíèÿì èíäóêöèè ïîëÿ. Èíäóêöèþ ïîëÿ ìåäëåííî (çà âðåìÿ,
âî ìíîãî ðàç ïðåâûøàþùåå ïåðèîä îáðàùåíèÿ ýëåêòðîíà)
óâåëè÷èâàþò â òðè ðàçà. Âî ñêîëüêî ðàç èçìåíèòñÿ ïðè
ýòîì ðàäèóñ îðáèòû ýëåêòðîíà?

Ðàññìîòðèì èçìåíåíèå âåëè÷èíû èíäóêöèè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ BΔ  çà ìàëîå âðåìÿ tΔ . Ïóñòü ðàäèóñ îðáèòû ýëåêòðîíà
â ìîìåíò t ðàâåí R. Èçìåíÿþùååñÿ ìàãíèòíîå ïîëå ïðèâîäèò
ê ïîÿâëåíèþ âèõðåâîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:

2

",.!
2

B
R E R

t

Δπ π
Δ

= ◊ ,

îòêóäà

",.!
2

R B
E

t

Δ
Δ

= .

Íà ýëåêòðîí ñî ñòîðîíû ýòîãî ïîëÿ çà âðåìÿ tΔ  ïîäåéñòâóåò
èìïóëüñ ñèëû, êîòîðûé ïðèâåäåò ê èçìåíåíèþ èìïóëüñà
ýëåêòðîíà:

",.!
2

eR
eE t B m vΔ Δ Δ= = ,

ãäå e – çàðÿä, m – ìàññà, à vΔ  – ïðèðàùåíèå ñêîðîñòè
ýëåêòðîíà. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà ïî îðáèòå ðàäè-
óñîì R ñî ñêîðîñòüþ v â ìàãíèòíîì ïîëå ñ èíäóêöèåé Â èìååò
âèä

2
mv

evB
R

= .

Ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå òàê:

e
v RB

m
= .

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì åãî ïî òðåì ïåðåìåííûì v, R è Â:

e e
v R B B R

m m
Δ Δ Δ= + .

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå èçìåíåíèÿ èìïóëüñà
ýëåêòðîíà:

2

R
e B eR B eB RΔ Δ Δ= + ,



Ìåòîä  çàìåíû
ìíîæèòåëåé

Â.ÃÎËÓÁÅÂ

Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà

Ìåòîä èíòåðâàëîâ äëÿ ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ ïîäðîáíî ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ â øêîëüíûõ ó÷åáíèêàõ è ïîñîáèÿõ äëÿ ïîñòó-
ïàþùèõ è, êàê ïðàâèëî, ëåãêî óñâàèâàåòñÿ. Ïîýòîìó åñòå-
ñòâåííûì ìîæíî ïðèçíàòü æåëàíèå ñâåñòè ðåøåíèå òîãî èëè
èíîãî íåðàâåíñòâà ïîâûøåííîé ñëîæíîñòè ê ðåøåíèþ ðàöè-
îíàëüíûõ íåðàâåíñòâ. Îêàçûâàåòñÿ, äîñòàòî÷íî øèðîêèé
êëàññ íåðàâåíñòâ ïîäîáíóþ ïîïûòêó äîïóñêàåò.

Ëþáîå íåðàâåíñòâî ïðèâîäèìî ê âèäó

1 2

1 2

0n

k

u u u

v v v

…

…

◊ ◊ ◊
⁄

◊ ◊ ◊
,                      (1)

ãäå ñèìâîë « ⁄ » îáîçíà÷àåò îäèí èç ÷åòûðåõ âîçìîæíûõ
çíàêîâ íåðàâåíñòâà: <, £ , ≥ , >. Ñîãëàñèòåñü, ÷òî ïðè
ðåøåíèè íåðàâåíñòâà (1) íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî çíàê ëþáîãî
ìíîæèòåëÿ â ÷èñëèòåëå èëè çíàìåíàòåëå, à íå àáñîëþòíàÿ åãî
âåëè÷èíà. Ïîýòîìó, åñëè ïî êàêèì-ëèáî ïðè÷èíàì íàì
íåóäîáíî ðàáîòàòü ñ äàííûì ìíîæèòåëåì, ìû ìîæåì çàìå-
íèòü åãî íà äðóãîé çíàêîñîâïàäàþùèé ñ íèì ìíîæèòåëü â
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ íåðàâåíñòâà (è èìåþùèé â ýòîé îáëàñòè
òå æå êîðíè). Ýòîò áåñõèòðîñòíûé ôàêò è îïðåäåëÿåò îñíîâ-
íóþ èäåþ ìåòîäà çàìåíû ìíîæèòåëåé.

Âàæíî îáðàòèòü âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ, ÷òî çàìåíà ìíîæèòåëÿ
îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî (!) ïðè óñëîâèè ïðèâåäåíèÿ íåðàâåí-

èëè

1

2

B R

B R

Δ Δ
- = .

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì

constR B = .

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàäèóñ íîâîé îðáèòû óìåíüøèòñÿ â 3  ðàç.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ñ ïîìîùüþ êàìåðû Âèëüñîíà, ïîìåùåííîé â ìàãíèòíîå
ïîëå ñ èíäóêöèåé B

��

, íàáëþäàþò óïðóãîå ðàññåÿíèå α -÷àñòèö íà
ÿäðàõ äåéòåðèÿ. Îïðåäåëèòå íà÷àëüíóþ ýíåðãèþ α -÷àñòèöû,
åñëè ðàäèóñ êðèâèçíû íà÷àëüíûõ ó÷àñòêîâ òðàåêòîðèé ÿäðà è
α -÷àñòèöû ïîñëå ðàññåÿíèÿ îêàçàëñÿ ðàâíûì R. Îáå òðàåêòî-
ðèè ëåæàò â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé èíäóêöèè ìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ.

2. ×àñòèöà ìàññîé m ñ ïîëîæèòåëüíûì çàðÿäîì q íàõîäèòñÿ
â îäíîðîäíûõ ýëåêòðè÷åñêîì è ìàãíèòíîì ïîëÿõ. Íàïðÿæåí-
íîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðàâíà E è ïàðàëëåëüíà ëèíèÿì
èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ðèñ.9). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ÷àñòè-
öå ñîîáùàþò ñêîðîñòü 0v , íàïðàâëåííóþ ïîä óãëîì α  ê ëèíèÿì
èíäóêöèè. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ÷àñòèöà âîçâðàùàåòñÿ â
íà÷àëüíóþ òî÷êó. ×åìó ðàâíî ýòî âðåìÿ? Îïðåäåëèòå òàêæå

çíà÷åíèÿ èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò
âîçâðàùåíèå ÷àñòèöû â íà÷àëüíóþ òî÷êó.

3. Â îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå ñ èíäóêöèåé B
��

 ïîìåùåíà

òîíêàÿ ìåòàëëè÷åñêàÿ ëåíòà øèðèíîé d è òîëùèíîé à òàê, ÷òî
ïëîñêîñòü ëåíòû ïåðïåí-
äèêóëÿðíà ëèíèÿì èíäóê-
öèè (ðèñ.10). Ïî ëåíòå ïðî-
ïóñêàþò òîê I. Íàéäèòå
ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ, âîç-
íèêàþùóþ ìåæäó áîêîâû-
ìè ïîâåðõíîñòÿìè ëåíòû
(ò.å. íà ðàññòîÿíèè d), åñëè
êîíöåíòðàöèÿ ñâîáîäíûõ
ýëåêòðîíîâ â ìåòàëëå ëåí-
òû ðàâíà n.

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

ñòâà ê âèäó (1), ò.å. êîãäà òðåáóåòñÿ ñðàâíèòü ïðîèçâåäåíèå
ñ íóëåì.

Ìîíîòîííîñòü – êëþ÷ ê çàìåíå ìíîæèòåëÿ

Îñíîâíàÿ ÷àñòü çàìåí îáóñëîâëåíà äâóìÿ ñëåäóþùèìè
ðàâíîñèëüíûìè óòâåðæäåíèÿìè.

Óòâåðæäåíèå 1. Ôóíêöèÿ ( )f x  åñòü ñòðîãî (!) âîçðàñòà-
þùàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ çíà÷åíèé

1t  è 2t  èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ðàçíîñòü ( )1 2
t t-

ñîâïàäàåò ïî çíàêó ñ ðàçíîñòüþ ( ) ( )( )1 2
f t f t- , ò.å.

( ) ( )↗

%äƒ

1 2 1 2
f t t f t f t

Ê ˆ
¤ - ´ -

Á ˜
Ë ¯

,

ãäå ñèìâîë « ´ » îçíà÷àåò çíàêîñîâïàäåíèå .
Óòâåðæäåíèå 2. Ôóíêöèÿ ( )f x  åñòü ñòðîãî (!) óáûâàþ-

ùàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ çíà÷åíèé

1t  è 2t  èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ðàçíîñòü ( )1 2
t t-

ñîâïàäàåò ïî çíàêó ñ ðàçíîñòüþ ( ) ( )( )2 1
f t f t- , ò.å.

( ) ( )
%äƒ

1 2 2 1
f t t f t f t

Ê ˆ
¤ - ´ -

Á ˜
Ë ¯

↘ .

Îáîñíîâàíèå ýòèõ óòâåðæäåíèé íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò
èç îïðåäåëåíèÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé ôóíêöèè. Ðàâíîñèëü-
íîñòü óòâåðæäåíèé 1 è 2 ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî åñëè

( )y f x=  åñòü ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, òî
( )y f x= -  åñòü ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ.

Êîììåíòàðèé. Èç óòâåðæäåíèé 1 è 2 âûòåêàþò âñå âîç-
ìîæíûå çàìåíû ìíîæèòåëåé, çà èñêëþ÷åíèåì çíàêîïîñòîÿí-
íûõ. Ïîýòîìó, åñëè íåò æåëàíèÿ òðîãàòü çíàê íåðàâåíñòâà,
âñþäó ïîëîæèòåëüíûå ìíîæèòåëè ïðîñòî óáèðàåì, à âñþäó
îòðèöàòåëüíûå çàìåíÿåì íà (–1). Ïîïóëÿðíûé çíàêîïîñòî-
ÿííûé ìíîæèòåëü – êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí 2

ax bx c+ +  ñ
îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì – óäîáíî çàìåíÿòü íà ñòàð-
øèé êîýôôèöèåíò èëè íà ñâîáîäíûé ÷ëåí, ò.å.

2
ax bx c a c+ + ´ ´  (ïðè D < 0).        (2)
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(äàëåå çíàêîïîñòîÿííûå (D < 0) êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû

( )2
6x x- + -  è ( )2

2x x+ +  ñîãëàñíî (2) çàìåíÿåì íà (–1) è

(1) ñîîòâåòñòâåííî, îñòàëüíûå óïðîùåíèÿ î÷åâèäíû)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 2
0,

3 5 1

1 ,ë, 2

x

x x x

x x

- +Ï

>Ô
+ - -¤ Ì

Ô
£ - ≥Ó

( )

( ) ( ) ( )

2
0,

3 5 1

1 ,ë, 2

x

x x x

x x

Ï +

<Ô
+ - -¤ ¤Ì

Ô
£ - ≥

Ó

3 2 ,ë, 1 5, 3 2,

1 ,ë, 2 2 5.

x x x

x x x

- < < - < < - < < -Ï È

¤ ¤Ì Í
£ - ≥ £ <Ó Î

Îòâåò: –3 < õ < –2; 2 5x£ < .
Îáðàòèì âíèìàíèå íà äâå ëþáîïûòíûå çàìåíû:

%äƒ

t t´ ,                            (3.6)
%äƒ

f g f g+ ´ + .                     (3.7)

Çàìåíà (3.6) î÷åíü óäîáíà òàì, ãäå ïðèõîäèòñÿ îòñëåæèâàòü
îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé. Çàìåíà (3.7) ñóììû f g+

ïðè âîçìîæíîì îäíîâðåìåííîì ðàâåíñòâå íóëþ ïîäêîðåí-
íûõ âûðàæåíèé íà ñóììó f + g ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü ýòó
âîçìîæíîñòü.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )2 2
6 2 3 0x x x x+ - - - ≥ .

Ðåøåíèå. Äàííîå íåðàâåíñòâî ïðåîáðàçóåì ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

( )2 2
6 2 3 0x x x x+ - - - ≥ ¤

( ) ( )2 2

2

6 2 3 0,

2 3 0

x x x x

x x

Ï + - - - ≥
Ô

¤ ¤Ì

Ô - - ≥
Ó

( ) ( ) ( ) ( )3 2 1 3 0,

1 ,ë, 3

x x x x

x x

Ï + - + - ≥Ô
¤Ì

£ - ≥ÔÓ

3

1

3.

x

x

x

£ -È

Í
= -

Í

Í ≥Î

Îòâåò: ( ] { } [ ); 3 1 3;-• - - + •∪ ∪ .

Ïîêàçàòåëüíàÿ è ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèè
è âûçûâàåìûå èìè çàìåíû

Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ t
y a= , êàê èçâåñòíî, ñòðîãî óáû-

âàåò ïðè 0 < a < 1 è ñòðîãî âîçðàñòàåò ïðè a > 1. Ïîýòîìó,
â ÷àñòíîñòè, äëÿ à = 10 ïîëó÷àåì

1 2

1 210 10
t t

t t- ´ - .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îñíîâàíèÿ à, ïîëüçóÿñü îñíîâíûì ëîãà-
ðèôìè÷åñêèì òîæäåñòâîì, ìîæíî óâèäåòü, ÷òî

( ) ( )1 2
1 2 1 2lg lg lg lg

10 10 10 10
t t

t t a a t a t a
a a- = - = - .

Îòñþäà
1 2

1 2lg lg
t t

a a t a t a- ´ ◊ - ◊ ,

ò.å.

( )1 2

1 2
lg

t t
a a t t a- ´ - .                   (4)

Ôóíêöèÿ lgy x=  – ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ. Ïîýòîìó
%äƒ

1 2 1 2
lg lgx x x x- ´ - .

Åñëè 1x a=  è 2 1x = , òî ïîëó÷àåì, ÷òî 1 lg lg1a a- ´ - ,
ò.å.

lg 1a a´ - .                            (5)

Òîãäà ñîîòíîøåíèå (4) ïðèíèìàåò âèä

( ) ( )1 2

1 2
1

t t
a a t t a- ´ - - .                (5.1)

Ôóíêöèÿ =
ny t  è îïðåäåëÿåìûå åþ çàìåíû

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ n
y t=  ïðè n > 0 ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî

âîçðàñòàþùåé íà ìíîæåñòâå íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë (à ïðè
íå÷åòíîì íàòóðàëüíîì n – íà âñåé ÷èñëîâîé îñè), òî â ñèëó
óòâåðæäåíèÿ 1 ñïðàâåäëèâû òàêèå çàìåíû:

1 2 1 2

n n
t t t t- ´ -  ïðè n > 0, 1 0t ≥ , 2 0t ≥ ,    (3.1)

2 1 2 1

1 2 1 2

k k
t t t t

- -
- ´ -  ïðè k íàòóðàëüíîì.     (3.2)

Ïðàêòè÷åñêè çàäà÷è êîíêóðñíûõ ýêçàìåíîâ ñîäåðæàò êîð-
íè òîëüêî âòîðîé èëè òðåòüåé ñòåïåíè, ïðè ýòîì ïîäàâëÿþ-
ùàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò êîðíè òîëüêî âòîðîé ñòåïåíè, ðàáîòà ñ
êîòîðûìè è âûçûâàåò ó øêîëüíèêîâ îñíîâíûå òðóäíîñòè.
Ïîýòîìó è ìû îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëèì êâàäðàòíûì êîð-
íÿì, ïîëàãàÿ, ÷òî ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ áåçîøèáî÷íîé îðèåí-
òàöèè â äðóãèõ ñëó÷àÿõ.

Ôóíêöèè 2
y t=  è y t= , ðàññìàòðèâàåìûå íà ìíîæåñòâå

íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, ÿâëÿþòñÿ âçàèìíîîáðàòíûìè è ñòðîãî
âîçðàñòàþùèìè, ò.å.

2 2

1 2 1 2 1 2
t t t t t t⁄ ¤ ⁄ ¤ ⁄ .

Ïîýòîìó
2 2

1 2 1 1
t t t t- ´ - ,                      (3.3)

1 2 1 2
t t t t- ´ - , ãäå 1 2, 0t t ≥ .          (3.4)

Òàê êàê 0m ≥  è 
2 2

m m=  äëÿ ëþáîãî m, òî èç (3.3)
ïîëó÷àåì, ÷òî

2 2 2 2

1 2 1 2 1 2
t t t t t t- ´ - ´ - .             (3.5)

Ïðèìåð 1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( )
( ) ( )

2 2
2 4 4 2

0
1 4 3 5

x x x x x

x x x

- - - + - - -

>

- - + - -

.

Ðåøåíèå (ïîäðîáíîå). Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïðåäñòàâè-
ìî â âèäå

1 2

1 2

0
u u

v v

◊
>

◊

.

Âñå ìíîæèòåëè 1 2 1, ,u u v  è 2v  èìåþò âèä 1 2t t- , ãäå 1 0t ≥  è
2 0t ≥ , ïîýòîìó â ñèëó (3.3) ìû ýòè ìíîæèòåëè çàìåíÿåì íà

çíàêîñîâïàäàþùèå ñ íèìè ìíîæèòåëè 2 2

1 2
t t- :

( ) ( )
( ) ( )

222 22 2

2 2 22

2 4 4 2

0

1 4 3 5

x x x x x

x x x

Ê ˆÊ ˆ
- - + + - - -

Á ˜Ë ¯ Ë ¯

>

- - + - -

.

Òàê êàê 2 2
m m=  è ( )

2
2 2

2 2x x x x- - = - - , òî ñ ó÷åòîì

íåîòðèöàòåëüíîñòè ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ 2
2x x- -  ïî-

ëó÷àåì

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

22 22 2

2 2 22

2

2 4 4 2

0,

1 4 3 5

2 0

x x x x x

x x x

x x

ÏÊ ˆ
- - + + - - -

ÔË ¯

>Ô
¤Ì - - + - -

Ô

Ô
- - ≥Ó

( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2
2 4 2 4 9 18

0,
1 4 1 4 3 5 3 5

1 ,ë, 2

x x x x x

x x x x x x

x x

Ï
- - + - + + +

Ô
Ô >

¤ ¤Ì - - - + + - - + + -

Ô

£ - ≥ÔÓ

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
9 6 2 2

0,
16 3 5 1

1 ,ë, 2

x x x x x

x x x

x x

Ï - + - + + +

Ô >
¤ ¤Ì - - - -

Ô
£ - ≥Ó



Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ðàçíîñòü ñòåïåíåé ñ
îäíèì è òåì æå îñíîâàíèåì âñåãäà ïî çíàêó ñîâïàäàåò ñ
ïðîèçâåäåíèåì ðàçíîñòè ïîêàçàòåëåé ýòèõ ñòåïåíåé íà
ðàçíîñòü îñíîâàíèÿ è åäèíèöû.

Äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè logay t=  àíàëîãè÷íî
óñòàíàâëèâàåì, ÷òî

1 2log loga at t- = ( )1 2

1 2

lg lg 1
lg lg

lg lg lg

t t
t t

a a a
- = - .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

1 2 1 2

1 2

lg lg
log log

lg 1
a a

t t t t
t t

a a

- -
- ´ ´

-
.

Èíûìè ñëîâàìè, ðàçíîñòü ëîãàðèôìîâ ïî îäíîìó è òîìó æå
îñíîâàíèþ âñåãäà ïî çíàêó ñîâïàäàåò ñ îòíîøåíèåì ðàçíî-
ñòè ïîäëîãàðèôìè÷åñêèõ âûðàæåíèé ê ðàçíîñòè îñíîâàíèÿ
è åäèíèöû:

1 2

1 2
log log

1
a a

t t
t t

a

-
- ´

-
.                (5.2)

Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèÿ (5.1) è (5.2) ðàâíîñèëüíû, ïî-
ñêîëüêó ïîêàçàòåëüíàÿ è ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèè âçàèìî-
îáðàòíû.

Óòâåðæäåíèÿ (5.1) è (5.2) ïîçâîëÿþò èñêëþ÷èòåëüíî
ýôôåêòèâíî ðåøàòü î÷åíü ìíîãèå íåðàâåíñòâà, êîòîðûå
ïðèíÿòî îòíîñèòü ê ðàçðÿäó çàäà÷ ïîâûøåííîé ñëîæíîñòè.
Â ÷àñòíîñòè, èç ýòèõ óòâåðæäåíèé ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþ-
ùèå ïîëåçíûå ñõåìû ðåøåíèÿ îñíîâíûõ ïîêàçàòåëüíûõ è
ëîãàðèôìè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ:

1) 
( ) ( )1 0,

0;

f g
f g a

a a
a

Ï - - >Ô
> ¤ Ì

>ÔÓ

2) ( ) ( )
,

log 1 0
0

f

a

a b
f b a

b

Ï >Ô
¤ - - >Ì

>ÔÓ

;

3) 

( ) ( )1 0,

0,
log log

0,

0;

a a

f g a

f
f g

g

a

Ï - - >

Ô
>Ô

> ¤ Ì

>
Ô

Ô >Ó

4) 

( ) ( )1 0,

log 0,

0;

b

a

f a a

f b f

a

Ï - - >

Ô
Ô

> ¤ >Ì

Ô
>

ÔÓ

5) 

( ) ( )1 1 0,

0,
log log 0

0,

0;

a a

fg a

f
f g

g

a

Ï - - >

Ô
>Ô

+ > ¤ Ì
>

Ô

Ô >
Ó

6) 
1 2

1 2

1 1

2 2

0 0

f f

g g

a a f g

f ga a

- -
> ¤ >

--

è òàê äàëåå.
Ïðèìåð 3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( )

( )

3

2 1 5

8 2 1
x

x x

x

x x
- -

- -

¥

-

( ) ( )
( ) ( )( )

2

3 2

20 20 5

20 2 30 2 4

0
log 12 log 20 2 logx x

x x x x

x x x
+ +

+ - + - - -

¥ <

- - -

.

Ðåøåíèå (ïîäðîáíîå). Ïåðâûé ìíîæèòåëü â ÷èñëèòåëå

( )3
8 x-  èìååò âèä ( )2 1 2 1

1 2

k k
t t

- -
-  (k = 2) , êîòîðûé çíàêîñîâ-

ïàäàåò ñ ðàçíîñòüþ ( )1 2
t t- . Ïîýòîìó ( )3

8 x-  çàìåíÿåì íà

( )2 x- .

Ìíîæèòåëü ( )2 1
x
-  èìååò âèä 1 2t t

a a- , ãäå à = 2, 1t x= ,

2 0t = , êîòîðûé çíàêîñîâïàäàåò ñ ( ) ( )1 2
1t t a- - . Ïîýòîìó

ìíîæèòåëü 2 1
x
-  çàìåíÿåì íà õ.

Ìíîæèòåëü ( )20 2 30x x+ - +  èìååò âèä ( )1 2
t t- ,

êîòîðûé çíàêîñîâïàäàåò ñ ( )1 2
t t- . Ïîýòîìó åãî çàìåíÿåì íà

( ) ( )( )20 2 30x x+ - + .

Ìíîæèòåëü ( )2
2 4x x- - -  èìååò âèä ( )1 2

t t- , ãäå 
1 0t ≥

è 2

2 4 0t x= + ≥ . Ïîýòîìó ( )1 2
t t-  çíàêîñîâïàäàåò ñ 2 2

1 2
t t- .

È òàê êàê ( )
22

2 2x x- = - , òî óêàçàííûé ìíîæèòåëü çàìå-

íÿåì íà ( ) ( )
22 2

2 4x x
Ê ˆ

- - +
Ë ¯

.

Â çíàìåíàòåëå ïåðâûé ìíîæèòåëü ( )2 1 5x x
x x

- -
-  èìååò

âèä 1 2t t
a a- , êîòîðûé çíàêîñîâïàäàåò ñ ( ) ( )1 2

1t t a- - . Ïî-

ýòîìó ýòîò ìíîæèòåëü çíàêîñîâïàäàåò ñ ïðîèçâåäåíèåì

( ) ( )( ) ( )2 1 5 1x x x- - - - . È òàê êàê ( )1x -  çíàêîñîâïàäàåò

ñ ( )2 2
1 1x x- = - , òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðâûé

ìíîæèòåëü ìîæíî çàìåíèòü íà ( ) ( )( ) ( )2
2 1 5 1x x x- - - - .

Âòîðîé ìíîæèòåëü â çíàìåíàòåëå èìååò âèä 1 2log loga at t- ,

êîòîðûé çíàêîñîâïàäàåò ñ ïðîèçâåäåíèåì ( ) ( )1 2
1t t a- ◊ - .

Ïîýòîìó ñíà÷àëà ýòîò ìíîæèòåëü çàìåíÿåì íà

( ) ( )( ) ( )12 20 2 20 1x x x- - - + - = ( ) ( )8 19x x- + .

È òàê êàê 8x -  çíàêîñîâïàäàåò ñ 2 2
8x - , òî âòîðîé

ìíîæèòåëü â çíàìåíàòåëå çàìåíÿåì íà ( ) ( ) ( )8 8 19x x x- + + .

Ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü 3 2

5log x  èìååò âèä 3
a , êîòîðûé

çíàêîñîâïàäàåò ñ à. È òàê êàê 2

5loga x= , èìåÿ âèä

5 1 5 2log logt t-  ( 2

1
t x= , 2 1t = ), çíàêîñîâïàäàåò ñ ( )2

1x - ,

òî ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü çàìåíÿåì íà ( )2
1x - .

Îêîí÷àòåëüíî ïîñëå âñåõ çàìåí óñòàíàâëèâàåì, ÷òî èñõîä-
íîå íåðàâåíñòâî â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðàâíîñèëüíî
íåðàâåíñòâó

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2

2 10 2 4 2 4

0

3 6 1 1 8 8 19 1

x x x x x x x

x x x x x x x

- - - - - + - + +

< ¤

- - + - + + -

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2

2 10 6 2

0

3 2 1 1 8 8 19

x x x x x x x

x x x x x x

- - - - + - + +

¤ <

- - + - + +

. (6)

Î÷åâèäíî, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ëåâîé ÷àñòè èñõîäíîãî
íåðàâåíñòâà çàäàåòñÿ ñèñòåìîé

0,

20 2 0,

x

x

πÏÔ

Ì
- >ÔÓ

ò.å. îáëàñòü îäíîâðåìåííîãî ñóùåñòâîâàíèÿ âñåõ ìíîæèòå-
ëåé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâà ïðîìåæóòêà: –10 < x < 0 è 0 <
< x <10. Â ýòîé îáëàñòè ìíîæèòåëè ( )10x- -  è ( )19x +

çíàêîïîñòîÿííû, è èõ ìîæíî çàìåíèòü íà (–1) è (1) ñîîòâåò-
ñòâåííî. Çíàêîïîñòîÿííû â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è êâàäðàò-

íûå òðåõ÷ëåíû ( )2
6x x- + -  è ( )2

2x x+ + . Ïîýòîìó, çàìå-
íèâ èõ íà (–1) è (1), óñòàíàâëèâàåì, ÷òî

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 2 1 1
0,

6 3 2 1 1 8 8

10 0 ,ë, 0 10

x x

x x x x x

x x

- - - -Ï

<Ô
¤ ¤- - + - +Ì

Ô
- < < < <Ó

8 1

1 0

8 10.

x

x

x

- < < -È

Í
¤ - < <

Í

Í < <
Î
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Îòâåò: ( ) ( ) ( )∪ ∪8; 1 1; 0 8; 10- - - .

Äåìîíñòðàöèÿ ðåøåíèé íåðàâåíñòâ áåç îáîñíîâàíèé

1. ( )
2

2
4 2 1 1

x x

x x
-

+ + >  ⇔

( ) ( )( )2 2
4 2 1 1 0x x x x¤ - + + - > ¤

( ) ( ) ( ) ( )∪

2
1 2 1 0 ; 0,5 1;x x x x¤ - + > ¤ Œ -• - + • .

2. ( ) ( )
5

3
2 221 1

x

xx x x x

+

++ + ≥ + + ⇔

( )( )25
3 1 1 0

2

x
x x

x

+Ê ˆ
¤ - + + - ≥ ¤Á ˜

Ë ¯+

( ) ( )
( ] [ ]∪

2 1 1
0 2; 1 0,5; 0

2

x x x
x

x

- - +

¤ ≥ ¤ Œ - - -

+

.

3. 
2

1 3 9
x x-

< < ⇔

( )2 2 2
0 2 2 0x x x x x x¤ < - < ¤ - - - < ¤

( ) ( )( ) ( )
2

2 2 2
2 2 0x x x x x x¤ - - - - + < ¤

( ) ( ) ( )
22

1 1 2 0x x x x¤ - + - < ¤

( ) ( ) ( )1; 0 0; 1 1; 2x¤ Œ - ∪ ∪ .

4. ( )2log 3 2 1
x

x- >  ⇔

( )
( ) ( )

( ) ( )
2

2

2

1 3
0,3 2

1 10,
1

3
3 2 0, ,

2
0

0

x x
x x

x x

x

x x

x
x

- +Ï

>Ï - - Ô
- +>Ô Ô

-Ô ÔÔ Ô
¤ - > ¤ ¤Ì Ì <

Ô Ô
π

Ô Ô π

Ô ÔÓ
ÔÓ

3 1x¤ - < < - .

5. ( )2
log log 4 12 1

x

x
- £  ⇔

( )( ) ( )

( )

2

2

log 4 12 1 0,

log 4 12 0,

0,

1

x

x

x x

x

x

Ï
- - - £

Ô

Ô
Ô - >

¤ ¤Ì

Ô
>

Ô

πÔÓ

( ) ( )4 12 2 1 0,

4 12 1 0,

0,

1

x x

x

x

x

x

Ï - - - £

Ô

Ô
- - >

¤ ¤Ì

Ô >

Ô
π

Ó

( ) ( )2

4

2 2 12 1 0,

log 13

x x
x

x

Ï - - - £Ô
¤ ¤Ì

>ÔÓ

( ) ( ) ( )

4

2 3 2 4 1 0,

log 13

x x
x

x

Ï + - - £Ô
¤ ¤Ì

>ÔÓ

( ) ( )2

4

2 2 1 0,

log 13

x
x

x

Ï - - £Ô
¤ ¤Ì

>ÔÓ

( ) ( )

4

2 1 0,

log 13

x x

x

Ï - - £Ô
¤Ì

>ÔÓ

4
log 13 2x¤ < £ .

6. ( )
( )2 22 log log 6

2 3 2 1
x x

x x
- +

-
+ ◊ >  ⇔

2

2log
61

2 3 1,
2

0

x

xx

x

x

+

Ï

ÔÊ ˆ
Ô

+ >Á ˜¤ ¤ÌË ¯

Ô

>ÔÓ

2

2

3
log 2 1 0,

6 2

0

x

x

x

x

x

ÏÊ ˆ Ê ˆ
+ - >Ô Á ˜Á ˜

Ë ¯¤ ¤+Ë ¯Ì

Ô
>Ó

( )( ) ( )2 2
6 2 2 3 0,

0

x x
x x

x

Ï - + - + >Ô
¤ ¤Ì

>ÔÓ

( ) ( )2 3 2 0,6 0,
3.

00

x xx x
x

xx

Ï Ï - + >- - >Ô Ô
¤ ¤ ¤ >Ì Ì

>> ÔÔ ÓÓ

Áàçîâàÿ èíôîðìàöèÿ ïî ìåòîäó çàìåíû ìíîæèòåëåé

Èòàê, âêðàòöå èçëîæèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.
I. Ñòàíäàðòíûé âèä íåðàâåíñòâ, êîãäà ïðèìåíÿåòñÿ ìå-

òîä çàìåíû ìíîæèòåëåé:

1 2

1 2

0
n

k

u u u

v v v

◊ ◊ ◊
⁄

◊ ◊ ◊

…

…

,

ãäå ñèìâîë « ⁄ » îáîçíà÷àåò îäèí èç ÷åòûðåõ âîçìîæíûõ
çíàêîâ íåðàâåíñòâà: <, £ , ≥ , >.

II. Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà çàìåíû ìíîæèòåëåé ñîñòîèò â
çàìåíå ëþáîãî ìíîæèòåëÿ â ÷èñëèòåëå èëè çíàìåíàòåëå íà
çíàêîñîâïàäàþùèé ñ íèì è èìåþùèé îäíè è òå æå êîðíè.

Çàìå÷àíèå: ïðåîáðàçîâàííîå òàêèì îáðàçîì íåðàâåíñòâî
âñåãäà ðàâíîñèëüíî èñõîäíîìó â îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ
ïîñëåäíåãî.

Ïðåäóïðåæäåíèå: óêàçàííàÿ çàìåíà âîçìîæíà òîëüêî òîã-
äà, êîãäà íåðàâåíñòâî ïðèâåäåíî ê ñòàíäàðòíîìó âèäó.

III. Äâå îñíîâíûå çàìåíû:

( ) ( ) ( )( )1 2 1 2
t t f t f t- ´ - ,

åñëè ( )f t  – ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ;

( ) ( ) ( )( )1 2 2 1
t t f t f t- ´ - ,

åñëè ( )f t  – ñòðîãî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ.
IV. Íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ çàìåíû (áåç ó÷åòà

îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé):

1) 2
t t´ ; 2) 2 2

1 2 1 2
t t t t- ´ - ;

3) 2
at bt c a+ + ´   ïðè  2

4 0D b ac= - < ;

4) 
1 2 1 2
t t t t- ´ - ; 5) 2

1 2 1 2
t t t t- ´ - ;

6) ( ) ( )
2

2 2 2
t at bt c t at bt c- + + ´ - + +

ïðè  2
4 0D b ac= - £ ;

7) ( ) ( )1 2

1 2
1

t t
a a t t a- ´ - - ; 8) ( )1 1

t
a t a- ´ - ;

9) 2 2
f g f g- ´ -   ïðè  0f ≥   è  0g ≥ ;

10) ( ) ( )log 1 1
a
f f a´ - - ;

11) ( ) ( )log 1
g

a
f g f a a- ´ - - ;

12) ( ) ( )log log 1a af g f g a- ´ - - .



LXIX  Ìîñêîâñêàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà

Î Ë È Ì Ï È À Ä Û

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÐÀÇÄÍÈÊ

6 êëàññ

1. Äîêòîð Àéáîëèò ðàçäàë ÷åòûðåì çàáîëåâøèì çâåðÿì
2006 ÷óäîäåéñòâåííûõ òàáëåòîê. Íîñîðîã ïîëó÷èë íà îäíó
áîëüøå, ÷åì êðîêîäèë, áåãåìîò – íà îäíó áîëüøå, ÷åì
íîñîðîã, à ñëîí – íà îäíó áîëüøå, ÷åì áåãåìîò. Ñêîëüêî
òàáëåòîê ïðèäåòñÿ ñúåñòü ñëîíó?

À.Õà÷àòóðÿí

2. Ðàçðåæüòå ôèãóðó, èçîáðà-
æåííóþ íà ðèñóíêå 1, íà äâå îäèíà-
êîâûå (ñîâïàäàþùèå ïðè íàëîæå-
íèè) ÷àñòè.

Ñ.Ìàðêåëîâ

3. Ñàøà ïðèãëàñèë Ïåòþ â ãîñòè,
ñêàçàâ, ÷òî æèâåò â 10-ì ïîäúåçäå â
êâàðòèðå 333, à ýòàæ ñêàçàòü çàáûë.
Ïîäîéäÿ ê äîìó, Ïåòÿ îáíàðóæèë,
÷òî äîì äåâÿòèýòàæíûé. Íà êàêîé
ýòàæ åìó ñëåäóåò ïîäíÿòüñÿ? (Íà

êàæäîì ýòàæå ÷èñëî êâàðòèð îäèíàêîâî, íîìåðà êâàðòèð â
äîìå íà÷èíàþòñÿ ñ åäèíèöû.)

À.Êîâàëüäæè

4. Òàíÿ ñòîèò íà áåðåãó ðå÷êè. Ó íåå åñòü äâà ãëèíÿíûõ
êóâøèíà: îäèí – íà 5 ëèòðîâ, à ïðî âòîðîé Òàíÿ ïîìíèò ëèøü
òî, ÷òî îí âìåùàåò òî ëè 3, òî ëè 4 ëèòðà. Ïîìîãèòå Òàíå
îïðåäåëèòü åìêîñòü âòîðîãî êóâøèíà. (Çàãëÿäûâàÿ â êóâ-
øèí, íåëüçÿ ïîíÿòü, ñêîëüêî â íåì âîäû.)

Ò.Ãåéäåð, À.Õà÷àòóðÿí

5. Äåä çâàë âíóêà ê ñåáå â äåðåâíþ: «Âîò ïîñìîòðèøü,
êàêîé ÿ íåîáûêíîâåííûé ñàä ïîñàäèë! Ó ìåíÿ òàì ðàñòóò
÷åòûðå ãðóøè, à åùå åñòü ÿáëîíè, ïðè÷åì îíè ïîñàæåíû
òàê, ÷òî íà ðàññòîÿíèè 10 ìåòðîâ îò êàæäîé ÿáëîíè ðàñòóò
ðîâíî äâå ãðóøè».  «Íó è ÷òî òóò èíòåðåñíîãî, – îòâåòèë
âíóê. – Ó òåáÿ âñåãî äâå ÿáëîíè». «À âîò è íå óãàäàë, –
óëûáíóëñÿ äåä. – ßáëîíü ó ìåíÿ â ñàäó áîëüøå, ÷åì
ãðóø». Íàðèñóéòå, êàê ìîãëè ðàñòè ÿáëîíè è ãðóøè â ñàäó
ó äåäà. Ïîñòàðàéòåñü ðàçìåñòèòü íà ðèñóíêå êàê ìîæíî
áîëüøå ÿáëîíü, íå íàðóøàÿ óñëîâèé. Åñëè âû äóìàåòå, ÷òî
ðàçìåñòèëè ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ÿáëîíü, ïîïðî-
áóéòå îáúÿñíèòü, ïî÷åìó ýòî òàê.

À.Êîâàëüäæè, À.Õà÷àòóðÿí

6. Ïÿòü ôóòáîëüíûõ êîìàíä ïðîâåëè òóðíèð – êàæäàÿ
êîìàíäà ñûãðàëà ñ êàæäîé ïî ðàçó. Çà ïîáåäó íà÷èñëÿëîñü
3 î÷êà, çà íè÷üþ – 1 î÷êî, çà ïðîèãðûø î÷êîâ íå äàâàëîñü.
×åòûðå êîìàíäû íàáðàëè 1, 2, 5 è 7 î÷êîâ ñîîòâåòñòâåííî. À
ñêîëüêî î÷êîâ íàáðàëà ïÿòàÿ êîìàíäà?

À.Çàñëàâñêèé

7 êëàññ

1. Âèííè-Ïóõ è Ïÿòà÷îê ïîäåëèëè ìåæäó ñîáîé òîðò.
Ïÿòà÷îê çàõíûêàë, ÷òî åìó äîñòàëîñü ìàëî. Òîãäà Ïóõ îòäàë

åìó òðåòü ñâîåé äîëè. Îò ýòîãî ó Ïÿòà÷êà êîëè÷åñòâî òîðòà
óâåëè÷èëîñü âòðîå. Êàêàÿ ÷àñòü òîðòà áûëà âíà÷àëå ó Ïóõà
è êàêàÿ ó Ïÿòà÷êà?

À.Êîâàëüäæè, È.Ðàñêèíà

2. Ðàçðåæüòå ïÿòèóãîëüíèê, èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 2,
íà äâå îäèíàêîâûå (ñîâïàäàþùèå ïðè íàëîæåíèè) ÷àñòè.

Ñ.Ìàðêåëîâ

3. Íàòàøà ñäåëàëà èç ëèñòà êëåò÷àòîé áóìàãè êàëåíäàðü
íà ÿíâàðü 2006 ãîäà (ðèñ.3) è çàìåòèëà, ÷òî öåíòðû êëåòîê
10, 20 è 30 ÿíâàðÿ îáðàçóþò ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëü-
íûé òðåóãîëüíèê. Íàòàøà ïðåäïîëîæèëà, ÷òî ýòî áóäåò
âåðíî è â ëþáîì äðóãîì ãîäó, çà èñêëþ÷åíèåì òåõ ëåò,
êîãäà öåíòðû êëåòîê 10, 20 è 30 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Ïðàâà ëè Íàòàøà?

Í.Íåòðóñîâà

4. Ãîä ïðîâåäåíèÿ íûíåøíåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðàçäíèêà
äåëèòñÿ íà åãî íîìåð: 2006 : 17 = 118. Íàçîâèòå:

à) ïåðâûé íîìåð ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðàçäíèêà, äëÿ êîòîðîãî
ýòî áûëî âûïîëíåíî;

á) ïîñëåäíèé íîìåð ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðàçäíèêà, äëÿ êîòî-
ðîãî ýòî òîæå áóäåò âûïîëíåíî.

Ôîëüêëîð

5. Äåä çâàë âíóêà ê ñåáå â äåðåâíþ: «Âîò ïîñìîòðèøü,
êàêîé ÿ íåîáûêíîâåííûé ñàä ïîñàäèë! Ó ìåíÿ òàì ðàñòóò
ãðóøè è ÿáëîíè, ïðè÷åì ÿáëîíè ïîñàæåíû òàê, ÷òî íà
ðàññòîÿíèè 10 ìåòðîâ îò êàæäîé ÿáëîíè ðàñòóò ðîâíî äâå
ãðóøè». «Íó è ÷òî òóò èíòåðåñíîãî, – îòâåòèë âíóê. – Ó
òåáÿ, çíà÷èò, ÿáëîíü âäâîå ìåíüøå, ÷åì ãðóø». «À âîò è íå
óãàäàë, – óëûáíóëñÿ äåä. – ßáëîíü ó ìåíÿ â ñàäó âäâîå
áîëüøå, ÷åì ãðóø». Íàðèñóéòå, êàê ìîãëè ðàñòè ÿáëîíè è
ãðóøè â ñàäó ó äåäà.

À.Êîâàëüäæè, À.Õà÷àòóðÿí

6. Ïåòÿ çàêðàñèë îäíó êëåòêó ïðÿìîóãîëüíèêà. Ñàøà
ìîæåò çàêðàøèâàòü äðóãèå êëåòêè ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà
ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: ìîæíî êðàñèòü ëþáóþ êëåòêó, ó
êîòîðîé íå÷åòíîå ÷èñëî çàêðàøåííûõ ñîñåäåé (ïî ñòîðî-
íå). Ñìîæåò ëè Ñàøà çàêðàñèòü âñå êëåòêè ïðÿìîóãîëüíè-
êà (íåçàâèñèìî îò òîãî, êàêóþ êëåòêó âûáðàë Ïåòÿ), åñëè
ðàçìåðû ïðÿìîóãîëüíèêà: à) 8 9¥  êëåòîê; á) 8 10¥  êëå-
òîê?

È.Ðàñêèíà

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2 Ðèñ. 3
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8 êëàññ

1. Â îëèìïèàäå ó÷àñòâîâàëè 2006 øêîëüíèêîâ. Îêàçàëîñü,
÷òî øêîëüíèê Âàñÿ èç âñåõ øåñòè çàäà÷ ðåøèë òîëüêî îäíó,
à òàêæå ÷òî ó÷àñòíèêîâ, ðåøèâøèõ
i õîòÿ áû 1 çàäà÷ó, â 4 ðàçà áîëüøå, ÷åì ðåøèâøèõ õîòÿ áû

2;
i õîòÿ áû 2 çàäà÷è, â 4 ðàçà áîëüøå, ÷åì ðåøèâøèõ õîòÿ áû

3;
i õîòÿ áû 3 çàäà÷è, â 4 ðàçà áîëüøå, ÷åì ðåøèâøèõ õîòÿ áû

4;
i õîòÿ áû 4 çàäà÷è, â 4 ðàçà áîëüøå, ÷åì ðåøèâøèõ õîòÿ áû

5;
i õîòÿ áû 5 çàäà÷, â 4 ðàçà áîëüøå, ÷åì ðåøèâøèõ âñå 6.

Ñêîëüêî øêîëüíèêîâ íå ðåøèëè íè îäíîé çàäà÷è?
À.Çàñëàâñêèé

2. Â êëåòêàõ òàáëèöû 3 3¥  ðàññòàâëåíû ÷èñëà òàê, ÷òî
ñóììà ÷èñåë â êàæäîì ñòîëáöå è â êàæäîé ñòðîêå ðàâíà íóëþ.
Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë, îòëè÷íûõ îò íóëÿ,
ìîæåò áûòü â ýòîé òàáëèöå, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíî íå÷åòíî?

È.Áîãäàíîâ

3. Òðåóãîëüíèêè ÀÂÑ è 1 1 1A BC  – ðàâíîáåäðåííûå ïðÿìî-
óãîëüíûå (ñòîðîíû ÀÂ è 1 1A B  – ãèïîòåíóçû). Èçâåñòíî, ÷òî
òî÷êà 

1C  ëåæèò íà ñòîðîíå ÂÑ, òî÷êà 1B  ëåæèò íà ñòîðîíå
ÀÂ, à òî÷êà 

1A  ëåæèò íà ñòîðîíå ÀÑ. Äîêàæèòå, ÷òî

1 12AA CC= .
À.Õà÷àòóðÿí

4. Äåâÿòü îäèíàêîâûõ ïî âèäó ìîíåò ðàñïîëîæåíû ïî
êðóãó. Ïÿòü èç íèõ íàñòîÿùèå, à ÷åòûðå – ôàëüøèâûå.
Íèêàêèå äâå ôàëüøèâûå ìîíåòû íå ëåæàò ðÿäîì. Íàñòîÿ-
ùèå ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî è ôàëüøèâûå – îäèíàêîâî
(ôàëüøèâàÿ ìîíåòà òÿæåëåå íàñòîÿùåé). Êàê çà äâà âçâå-
øèâàíèÿ íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü îïðåäåëèòü âñå ôàëü-
øèâûå ìîíåòû?

Ð.Æåíîäàðîâ

5. Ñåðåæà ïðèäóìàë ôèãóðó, êîòîðóþ ëåãêî ðàçðåçàòü íà
äâå ÷àñòè è ñëîæèòü èç íèõ êâàäðàò (ðèñ.4). Îí óòâåðæäàåò,

÷òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü åùå îäíèì ñïîñîáîì. Íàéäèòå ýòîò
ñïîñîá.

Ñ.Ìàðêåëîâ

6. Êàæäóþ íåäåëþ Âàíÿ ïîëó÷àåò ðîâíî îäíó îöåíêó
(«3», «4» èëè «5») ïî êàæäîìó èç ñåìè ïðåäìåòîâ. Îí
ñ÷èòàåò íåäåëþ óäà÷íîé, åñëè êîëè÷åñòâî ïðåäìåòîâ, ïî
êîòîðûì îöåíêà óëó÷øèëàñü, ïðåâûøàåò êîëè÷åñòâî ïðåä-
ìåòîâ, ïî êîòîðûì îöåíêà óõóäøèëàñü, õîòÿ áû íà äâà.
Îêàçàëîñü, ÷òî n íåäåëü ïîäðÿä áûëè óäà÷íûìè, è â ïîñ-
ëåäíþþ èç íèõ îöåíêà ïî êàæäîìó ïðåäìåòó â òî÷íîñòè
ñîâïàëà ñ îöåíêîé ïåðâîé íåäåëè. ×åìó ìîãëî ðàâíÿòüñÿ
÷èñëî n? (Íàéäèòå âñå âàðèàíòû.)

Ò.Êàðàâàåâà

9 êëàññ

1. Âàñå íà 23 ôåâðàëÿ ïîäàðèëè 777 êîíôåò. Âàñÿ õî÷åò
ñúåñòü âñå êîíôåòû çà n äíåé, ïðè÷åì òàê, ÷òîáû â êàæäûé
èç ýòèõ äíåé (êðîìå ïåðâîãî, íî âêëþ÷àÿ ïîñëåäíèé) ñúåäàòü
íà îäíó êîíôåòó áîëüøå, ÷åì â ïðåäûäóùèé. Äëÿ êàêîãî
íàèáîëüøåãî ÷èñëà n ýòî âîçìîæíî?

Ôîëüêëîð

2. Íà îëèìïèàäå m > 1 øêîëüíèêîâ ðåøàëè n > 1 çàäà÷. Âñå
øêîëüíèêè ðåøèëè ðàçíîå êîëè÷åñòâî çàäà÷. Âñå çàäà÷è
ðåøåíû ðàçíûì êîëè÷åñòâîì øêîëüíèêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî
îäèí èç øêîëüíèêîâ ðåøèë ðîâíî îäíó çàäà÷ó.

Á.Ôðåíêèí

3. Äàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ÀÂÑ. Íà ñòîðîíàõ ÀÂ
è ÂÑ âî âíåøíþþ ñòîðîíó ïîñòðîåíû ðàâíûå ïðÿìîóãîëüíè-
êè ABMN è LBCK  òàê, ÷òî ÀÂ = KC. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå
AL, NK è ÌÑ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

À.Ãàâðèëþê

4. Â âûðàæåíèè ( )
2006

4 3 2
3 2x x x x+ - + +  ðàñêðûëè ñêîá-

êè è ïðèâåëè ïîäîáíûå ñëàãàåìûå. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè
íåêîòîðîé ñòåïåíè ïåðåìåííîé õ ïîëó÷èëñÿ îòðèöàòåëüíûé
êîýôôèöèåíò.

Ì.Ìàëêèí

5. Íàçîâåì òðîïèíêîé çàìêíóòóþ òðàåêòîðèþ íà ïëîñêî-
ñòè, ñîñòîÿùóþ èç äóã îêðóæíîñòåé è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
êàæäóþ ñâîþ òî÷êó ðîâíî îäèí ðàç. Ïðèâåäèòå ïðèìåð
òðîïèíêè è òàêîé òî÷êè Ì íà íåé, ÷òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç Ì, äåëèò òðîïèíêó ïîïîëàì, ò.å. ñóììà
äëèí âñåõ êóñêîâ òðîïèíêè â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè ðàâíà
ñóììå äëèí âñåõ êóñêîâ òðîïèíêè â äðóãîé ïîëóïëîñêîñòè.

Ñ.Ìàðêåëîâ

6. Ó÷èòåëü çàïîëíèë êëåò÷àòóþ òàáëèöó 5 5¥  ðàçëè÷íû-
ìè öåëûìè ÷èñëàìè è âûäàë ïî îäíîé åå êîïèè Áîðå è Ìèøå.
Áîðÿ âûáèðàåò íàèáîëüøåå ÷èñëî â òàáëèöå, çàòåì âû÷åðêè-
âàåò ñòðîêó è ñòîëáåö, ñîäåðæàùèå ýòî ÷èñëî, çàòåì âûáèðà-
åò íàèáîëüøåå ÷èñëî èç îñòàâøèõñÿ, âû÷åðêèâàåò ñòðîêó è
ñòîëáåö, ñîäåðæàùèå ýòî ÷èñëî, è òàê äàëåå. Ìèøà ïðîèçâî-
äèò àíàëîãè÷íûå îïåðàöèè, êàæäûé ðàç âûáèðàÿ íàèìåíü-
øèå ÷èñëà. Ìîæåò ëè ó÷èòåëü òàê çàïîëíèòü òàáëèöó, ÷òî
ñóììà ïÿòè ÷èñåë, âûáðàííûõ Ìèøåé, îêàæåòñÿ áîëüøå
ñóììû ïÿòè ÷èñåë, âûáðàííûõ Áîðåé?

Ñ.Òîêàðåâ, À.Ýâíèí

10 êëàññ

1. Îäèí èç äâóõ ïðèâåäåííûõ êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ
èìååò äâà êîðíÿ, ìåíüøèõ òûñÿ÷è, äðóãîé – äâà êîðíÿ,
áîëüøèõ òûñÿ÷è. Ìîæåò ëè ñóììà ýòèõ òðåõ÷ëåíîâ èìåòü
îäèí êîðåíü, ìåíüøèé òûñÿ÷è, à äðóãîé – áîëüøèé òûñÿ÷è?

Á.Ôðåíêèí

2. Ìîæåò ëè ñóììà òàíãåíñîâ óãëîâ îäíîãî òðåóãîëüíèêà
ðàâíÿòüñÿ ñóììå òàíãåíñîâ óãëîâ äðóãîãî, åñëè îäèí èç ýòèõ
òðåóãîëüíèêîâ îñòðîóãîëüíûé, à äðóãîé òóïîóãîëüíûé?

Á.Ôðåíêèí

3. Ìîæíî ëè çàìîñòèòü âñå ïðîñòðàíñòâî ðàâíûìè òåòðà-
ýäðàìè, âñå ãðàíè êîòîðûõ – ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè?

Ñ.Ìàðêåëîâ

4. Â êîðîáêå ëåæàò êàðòî÷êè, çàíóìåðîâàííûå íàòóðàëü-
íûìè ÷èñëàìè îò 1 äî 2006. Íà êàðòî÷êå ñ íîìåðîì 2006
ëåæèò êàðòî÷êà ñ íîìåðîì 2005 è òàê äàëåå äî 1. Ñêîëüêî
ïóñòûõ êîðîáîê íóæíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåëîæèòü âñå
êàðòî÷êè â äðóãóþ êîðîáêó, åñëè çà õîä ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü

Ðèñ. 4
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îäíó âåðõíþþ êàðòî÷êó (èç ëþáîé êîðîáêè) è ïåðåëîæèòü åå
ëèáî íà äíî ïóñòîé êîðîáêè, ëèáî íà êàðòî÷êó ñ íîìåðîì íà
åäèíèöó áîëüøå?

À.Êàíåëü-Áåëîâ

5. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîâî, ÷òî ÷èñëà 3n + 1 è 10n + 1
ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî
÷èñëî 29n + 11 ñîñòàâíîå.

Ð.Æåíîäàðîâ

6. Äàí òðåóãîëüíèê ÀÂÑ è òî÷êè Ð è Q, ëåæàùèå íà åãî
îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Òî÷êó Ð îòðàçèëè îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé ÂÑ è ïîëó÷èëè òî÷êó 

aP . Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ

aQP  è ÂÑ îáîçíà÷èì A¢ . Òî÷êè B¢  è C¢  ñòðîÿòñÿ àíàëîãè÷-
íî. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A¢ , B¢  è C¢  ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé.

À.Àêîïÿí

11 êëàññ

1. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçíîñòü âîçðàñòàþ-
ùåé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè 1 2 5, , ,α α α… , âñå ÷ëåíû

êîòîðîé ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [ ]0; 3 2π , åñëè ÷èñëà 1cos α ,

2cos α  è 3cos α , à òàêæå ÷èñëà 3sin α , 4sin α  è 5sin α  â
íåêîòîðîì ïîðÿäêå òîæå îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåñ-
ñèè?

Ïî ìîòèâàì À.Êàíóííèêîâà

2. Íàéäèòå âñå íåñîêðàòèìûå äðîáè a : b, ïðåäñòàâèìûå â

âèäå ,b a  (çàïÿòàÿ ðàçäåëÿåò äåñÿòè÷íûå çàïèñè íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë b è à).

È.Ñåðãååâ

3. Ìîæíî ëè íàìîòàòü íåðàñòÿæèìóþ ëåíòó íà áåñêîíå÷-
íûé êîíóñ òàê, ÷òîáû ñäåëàòü âîêðóã åãî îñè áåñêîíå÷íî
ìíîãî îáîðîòîâ? Ëåíòó íåëüçÿ íàìàòûâàòü íà âåðøèíó

êîíóñà, à òàêæå ðàçðåçàòü è ïåðåêðó÷èâàòü. Ïðè íåîáõîäèìî-
ñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ëåíòà áåñêîíå÷íà, à óãîë ìåæäó îñüþ
è îáðàçóþùåé êîíóñà äîñòàòî÷íî ìàë.

È.Ñåðãååâ

4. Àëèñà è Áàçèëèî èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó: èç ìåøêà,
ïåðâîíà÷àëüíî ñîäåðæàùåãî 1331 ìîíåòó, îíè ïî î÷åðåäè
áåðóò ìîíåòû, ïðè÷åì ïåðâûé õîä äåëàåò Àëèñà è áåðåò 1
ìîíåòó, à äàëåå ïðè êàæäîì ñëåäóþùåì õîäå èãðîê áåðåò (ïî
ñâîåìó óñìîòðåíèþ) ëèáî ñòîëüêî æå ìîíåò, ñêîëüêî âçÿë
äðóãîé èãðîê ïîñëåäíèì õîäîì, ëèáî íà îäíó áîëüøå.
Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü î÷åðåäíîé õîä ïî
ïðàâèëàì. Êòî èç èãðîêîâ ìîæåò îáåñïå÷èòü ñåáå âûèãðûø
íåçàâèñèìî îò õîäîâ äðóãîãî?

Î.Êîñóõèí

5. Íà áèññåêòðèñå äàííîãî óãëà ôèêñèðîâàíà òî÷êà. Ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè,
ó êîòîðûõ âåðøèíà íàõîäèòñÿ â ýòîé òî÷êå, à êîíöû îñíîâà-
íèé ëåæàò íà ðàçíûõ ñòîðîíàõ ýòîãî óãëà. Íàéäèòå ãåîìåò-
ðè÷åñêîå ìåñòî ñåðåäèí îñíîâàíèé òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ.

Â.Àëåêñååâ

6. Âñå èìåþùèåñÿ íà ñêëàäå êîíôåòû ðàçíûõ ñîðòîâ
ðàçëîæåíû ïî n êîðîáêàì, íà êîòîðûå óñòàíîâëåíû öåíû â
1, 2, ..., n ó.å. ñîîòâåòñòâåííî. Òðåáóåòñÿ êóïèòü òàêèå k èç
ýòèõ êîðîáîê íàèìåíüøåé ñóììàðíîé ñòîèìîñòè, êîòîðûå
ñîäåðæàò çàâåäîìî íå ìåíåå k/n ìàññû âñåõ êîíôåò ïðè
îäíîì ëèøü óñëîâèè, ÷òî ìàññà êîíôåò â ëþáîé êîðîáêå
íå ïðåâîñõîäèò ìàññû êîíôåò â ëþáîé áîëåå äîðîãîé êî-
ðîáêå.

à) Êàêèå êîðîáêè ñëåäóåò êóïèòü ïðè n = 10 è k = 3?
á) Òîò æå âîïðîñ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íàòóðàëüíûõ n k≥ .

È.Ñåðãååâ

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèë Á.Ôðåíêèí

ÏÅÐÂÛÉ ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÒÓÐ

7 êëàññ

1. Íàéäèòå ïðèìåðíóþ âåëè÷èíó äàâëåíèÿ â öåíòðå Çåìëè,
ñ÷èòàÿ, ÷òî ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü åå âåùåñòâà 3

5000 *ã ìρ = .
Ðàäèóñ Çåìëè gR  = 6400 êì, óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-
íèÿ íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè 2

10 ì “g = .
Ñ.Âàðëàìîâ

2. Øêîëüíèêè ïîáûâàëè â ìóçåå-èìåíèè Ë.Í.Òîëñòîãî
«ßñíàÿ ïîëÿíà» è âîçâðàùàëèñü â Ðÿçàíü íà àâòîáóñàõ,
êîòîðûå åõàëè ñî ñêîðîñòüþ 1v  = 70 êì/÷. Ïîøåë äîæäü,
è âîäèòåëè ñíèçèëè ñêîðîñòü äî 2v  = 60 êì/÷. Êîãäà
äîæäü êîí÷èëñÿ, äî Ðÿçàíè îñòàâàëîñü ïðîåõàòü s = 40 êì.
Àâòîáóñû ïîåõàëè ñî ñêîðîñòüþ 3v  = 75 êì/÷ è âúåõàëè â
Ðÿçàíü â òî÷íî çàïëàíèðîâàííîå âðåìÿ. Ñêîëüêî âðåìåíè
øåë äîæäü? ×åìó ðàâíà ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü àâòîáóñà? Äëÿ
óïðîùåíèÿ ñ÷èòàéòå, ÷òî àâòîáóñû â ïóòè íå îñòàíàâëèâà-
ëèñü.

Ì.Ðîìàøêà

3. Âî ëüäàõ Àðêòèêè â öåíòðå íåáîëüøîé ïëîñêîé ëüäèíû
ïëîùàäüþ 270 ìS =  ñòîèò áåëûé ìåäâåäü ìàññîé
m = 700 êã. Ïðè ýòîì íàäâîäíàÿ ÷àñòü ëüäèíû âûñòóïàåò
íàä ïîâåðõíîñòüþ âîäû íà âûñîòó h = 10 ñì. Íà êàêîé
ãëóáèíå ïîä âîäîé íàõîäèòñÿ íèæíÿÿ ïîâåðõíîñòü ëüäèíû?
Ïëîòíîñòü âîäû 3

" 1000 *ã ìρ = , ïëîòíîñòü ëüäà
3

ë 900 *ã ìρ = .
Ì.Ðîìàøêà

4. Ïðîâîäà íàä æå-
ëåçíîé äîðîãîé, ïèòàþ-
ùèå òîêîì ýëåêòðîïîåç-
äà, íàòÿãèâàþòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ ñèñòåìû, ïîêà-
çàííîé íà ðèñóíêå 1.
Îíà êðåïèòñÿ ê ñòîëáó
è ñîñòîèò èç òðîñîâ,
áëîêîâ ñ èçîëÿòîðàìè è
ñòàëüíîãî ãðóçà êâàä-
ðàòíîãî ñå÷åíèÿ ñî ñòî-

Èçáðàííûå çàäà÷è Ìîñêîâñêîé
ôèçè÷åñêîé îëèìïèàäû

Ðèñ. 1
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ðîíîé a = 20 ñì. Ñèëà íàòÿæåíèÿ òîëñòîãî òðîñà, êîòîðûé
èäåò îò êðàéíåãî áëîêà ê äåðæàòåëþ ïðîâîäîâ, ðàâíà
T = 8  êÍ. Êàêîâà âûñîòà ñòàëüíîãî ãðóçà? Ïëîòíîñòü ñòàëè

3

c 7800 *ã ìρ = .  Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ
2

10 ì “g = .
Ì.Ðîìàøêà

8 êëàññ

1. Â äâóõëèòðîâóþ ïëàñòèêîâóþ áóòûëü ÷åðåç êîðîòêèé
øëàíã íàêà÷èâàåòñÿ âîçäóõ äî äàâëåíèÿ 2 àòì. Øëàíã
ïåðåæèìàåòñÿ, è ê íåìó ïðèñîåäèíÿåòñÿ ãåðìåòè÷íûé òîíêî-
ñòåííûé ïîëèýòèëåíîâûé ïàêåò áîëüøîé åìêîñòè (áîëüøå
10 ëèòðîâ) áåç âîçäóõà âíóòðè. Áóòûëü âìåñòå ñ ïàêåòîì
êëàäóò íà îäíó ÷àøêó âåñîâ è óðàâíîâåøèâàþò ãèðÿìè,
êîòîðûå ïîìåùàþò íà äðóãóþ ÷àøêó, à çàòåì çàæèì îñëàá-
ëÿþò. Âîçäóõ èç áóòûëè ïåðåòåêàåò â ïàêåò, è ðàâíîâåñèå
âåñîâ íàðóøàåòñÿ. Ãðóç êàêîé ìàññû è íà êàêóþ ÷àøêó âåñîâ
íóæíî ïîëîæèòü, ÷òîáû ðàâíîâåñèå âåñîâ âîññòàíîâèëîñü?
Ïëîòíîñòü âîçäóõà ðàâíà 3

1,3 *ã ì , óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ ñ÷èòàòü ðàâíûì 2

10 ì “ .
Ñ.Âàðëàìîâ

2. Â êàëîðèìåòðå íàõîäèòñÿ m = 100 ã ðàñïëàâëåííîãî
ìåòàëëà ãàëëèÿ ïðè òåìïåðàòóðå åãî ïëàâëåíèÿ

Cë 29,8 Ct = ∞ . Ìåòàëë íà÷àëè ìåäëåííî îõëàæäàòü, îáåðå-
ãàÿ îò âíåøíèõ âîçäåéñòâèé, è â ðåçóëüòàòå òåìïåðàòóðà
ïîíèçèëàñü äî t = 19,8 °C, à ãàëëèé îñòàëñÿ æèäêèì.
Êîãäà ïåðåîõëàæäåííûé òàêèì îáðàçîì æèäêèé ãàëëèé
ðàçìåøàëè ïàëî÷êîé, îí ÷àñòè÷íî ïåðåøåë â òâåðäîå ñî-
ñòîÿíèå. Íàéäèòå ìàññó îòâåðäåâøåãî ãàëëèÿ è óñòàíîâèâ-
øóþñÿ â êàëîðèìåòðå òåìïåðàòóðó. Óäåëüíàÿ òåïëîòà ïëàâ-
ëåíèÿ ãàëëèÿ 80λ =  êÄæ/êã, óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü æèä-
êîãî ãàëëèÿ ( )410 d› *ã 0qc = ◊ . Òåïëîåìêîñòüþ êàëîðè-
ìåòðà è ïàëî÷êè ïðåíåáðå÷ü.

Ì.Ðîìàøêà

9 êëàññ

1. Öèëèíäð ìàññîé M ïîìåñòèëè íà ðåëüñû, íàêëîíåííûå
ïîä óãëîì α  ê ãîðèçîíòó (âèä ñáîêó ïîêàçàí íà ðèñóíêå 2).

Ãðóç êàêîé ìèíèìàëüíîé
ìàññû m íóæíî ïðèêðåïèòü
ê íàìîòàííîé íà öèëèíäð
íèòè, ÷òîáû öèëèíäð ïîêà-
òèëñÿ ââåðõ? Ïðîñêàëüçû-
âàíèå îòñóòñòâóåò.

À.ßêóòà

2. Àëþìèíèåâàÿ ïðîâî-
ëîêà äèàìåòðîì d = 2,5 ìì, íå ñëèøêîì ãíóòàÿ, ïîêðûòà
ëüäîì. Îáùèé äèàìåòð ïðîâîëîêè ñî ëüäîì D = 3,5 ìì.
Òåìïåðàòóðà ëüäà è ïðîâîëîêè t = 0 °Ñ. Ïî ïðîâîëîêå
ïóñòèëè òîê ñèëîé I = 15 À. Çà êàêîå âðåìÿ ëåä ðàñòàåò?
Ïëîòíîñòü ëüäà 3

ë 0,9 ã “ìρ = , à åãî óäåëüíàÿ òåïëîòà
ïëàâëåíèÿ 340λ =  êÄæ/êã. Óäåëüíîå ñîïðîòèâëåíèå àëþ-
ìèíèÿ 8

2,8 10  nì ìρ -
= ◊ ◊ .

Ì.Ðîìàøêà

3. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü
ñîñòîèò èç òðåõ ðåçèñòî-
ðîâ ñ èçâåñòíûìè ñîïðî-
òèâëåíèÿìè  1R  = 20 Îì,

2R = 30 Îì, 4R = 60 Îì,
îäíîãî ðåçèñòîðà ñ íåèç-
âåñòíûì ñîïðîòèâëåíèåì

3R  è îäíîãî ïåðåìåííîãî
ðåçèñòîðà (ðèñ.3). Ïðè

èçìåðåíèè ñîïðîòèâëåíèÿ ABR  ìåæäó òî÷êàìè À è Â ýòîé
ýëåêòðè÷åñêîé öåïè âûÿñíèëîñü, ÷òî îíî íå çàâèñèò îò
ñîïðîòèâëåíèÿ ïåðåìåííîãî ðåçèñòîðà. Íàéäèòå âåëè÷èíû
ñîïðîòèâëåíèé íåèçâåñòíîãî ðåçèñòîðà 3R  è âñåé öåïè ABR .

Ì.Ðîìàøêà

4. Â ñåêñòàíòå, êîòîðûé ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü óãîë ϕ
âîçâûøåíèÿ Ñîëíöà íàä ãîðèçîíòîì â ïîëäåíü è, òàêèì
îáðàçîì, øèðîòó ìåñòíîñòè, èñïîëüçóþòñÿ äâà ïëîñêèõ çåð-
êàëà, îò êîòîðûõ ñâåò ïîî÷åðåäíî îòðàæàåòñÿ è óãîë α
ìåæäó êîòîðûìè ðåãóëèðóåòñÿ. Èçîáðàæåíèå Ñîëíöà â ýòèõ
çåðêàëàõ ïðè èçìåðåíèÿõ ñ ïîìîùüþ ñåêñòàíòà íåîáõîäèìî
ñîâìåñòèòü ñ ëèíèåé ãîðèçîíòà, ïîäáèðàÿ óãîë α . Íàéäèòå
ñâÿçü óãëà α  ñ óãëîì ϕ  è îáúÿñíèòå, ïî÷åìó èñïîëüçîâàíèå
ñåêñòàíòà ñèëüíî óïðîùàåò çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ óãëà ϕ ,
îñîáåííî ïðè êà÷êå êîðàáëÿ.

Ì.Ñåìåíîâ

10 êëàññ

1. Îäíàæäû ëåòíèì óòðîì êóçíå÷èê ñèäåë íà àñôàëüòå.
Êîãäà Ñîëíöå ïîäíÿëîñü íà óãîë ϕ  íàä ãîðèçîíòîì, îí
ïðûãíóë â ñòîðîíó Ñîëíöà ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ 0v  ïîä
óãëîì α  ê ãîðèçîíòó. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ áóäåò äâèãàòüñÿ ïî
àñôàëüòó òåíü êóçíå÷èêà ñïóñòÿ âðåìÿ t ïîñëå ïðûæêà?

Ì.Ðîìàøêà

2. Íà øàðíèðíî çàêðåïëåííîé äîñêå íà ðàññòîÿíèè R îò
øàðíèðà íàõîäèòñÿ ìàëåíüêàÿ øàéáà. Äîñêó, ïåðâîíà÷àëüíî
ðàñïîëîæåííóþ ãîðèçîíòàëüíî, íà÷àëè âðàùàòü âîêðóã øàð-
íèðà â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω . Ïðè
êàêîì çíà÷åíèè óãëà α  íàêëîíà äîñêè ê ãîðèçîíòó øàéáà
íà÷íåò ñêîëüçèòü ïî äîñêå? Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ øàéáû î
äîñêó ðàâåí 1μ < , óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ðàâíî g.

À.ßêóòà

3. Äâà êîñìè÷åñêèõ êîðàáëÿ ñ ìàññàìè 1m  è 2m  ëåòÿò ñ
âûêëþ÷åííûìè äâèãàòåëÿìè â ïîëå òÿãîòåíèÿ çâåçäû, ìàññà
êîòîðîé M ìíîãî áîëüøå èõ ìàññ. Ñêîðîñòè êîðàáëåé íà
áîëüøîì óäàëåíèè îò çâåçäû áûëè ðàâíû 1v  è 2v  ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïîñëå ïðîëåòà êîðàáëåé îêîëî çâåçäû è èõ óäàëå-
íèÿ íà áîëüøîå ðàññòîÿíèå îò íåå âåêòîðû èõ ñêîðîñòåé
èçìåíèëè ñâîå íàïðàâëåíèå íà 90° è îñòàëèñü òàêèìè æå ïî
âåëè÷èíå. Ïåðâûé êîðàáëü ïðîëåòåë îò çâåçäû íà ìèíèìàëü-
íîì ðàññòîÿíèè 1l . Íà êàêîì ìèíèìàëüíîì ðàññòîÿíèè îò
çâåçäû 2l  ïðîëåòåë âòîðîé êîðàáëü?

Î.Øâåäîâ

11 êëàññ

1. Ïî âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè áîëüøîãî íåïîäâèæíîãî
îáðó÷à ðàäèóñîì 2r áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ êàòèòñÿ ìàëûé
îáðó÷ ðàäèóñîì r. Îòðåçîê
OO¢ , ñîåäèíÿþùèé öåíòðû
îáðó÷åé, äâèæåòñÿ ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ ω . Ê ìàëîìó îáðó-
÷ó â òî÷êå À ïðèêðåïëåí ãðó-
çèê. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðå-
ìåíè îáðó÷è è ãðóçèê ðàñïî-
ëîæåíû òàê, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 4. ×åìó ðàâíî â ýòîò
ìîìåíò óñêîðåíèå ãðóçèêà?

Ñ.Êðîòîâ, Ì.Ñåìåíîâ

2. Íà çàêðåïëåííîé íàêëîí-
íîé ïëîñêîñòè, îáðàçóþùåé
óãîë α  ñ ãîðèçîíòîì, óäåðæèâàþò ëåãêèé ëèñò áóìàãè. Â
íåêîòîðûé ìîìåíò íà íåãî ïîëîæèëè áîëüøîé äåðåâÿííûé
áðóñîê. Ñ êàêèì óñêîðåíèåì íà÷àë äâèãàòüñÿ áðóñîê, êîãäà
áðóñîê è áóìàãó îòïóñòèëè? Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4
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áðóñêîì è áóìàãîé 1μ , ìåæäó áóìàãîé è íàêëîííîé ïëîñêî-
ñòüþ 2

μ .
Ì.Ðîìàøêà

3. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùåé ìàññó è
ýíåðãèþ, À. Ýéíøòåéí ïðåäëîæèë ñëåäóþùèé ìûñëåííûé
ýêñïåðèìåíò. Äâà òåëà ñ ìàññàìè 

1m  è 2m  íàõîäÿòñÿ íà
êîíöàõ ëåãêîé íåïîäâèæíîé òåëåæêè äëèíîé L, êîòîðàÿ
ìîæåò ñâîáîäíî ïåðåìåùàòüñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíî-
ñòè áåç òðåíèÿ. Îäíî èç òåë èñïóñêàåò ôîòîí ñ ÷àñòîòîé ω ,
êîòîðûé ïîãëîùàåòñÿ âòîðûì òåëîì. ×åìó áóäåò ðàâíà
ñêîðîñòü òåëåæêè ïîñëå èñïóñêàíèÿ ôîòîíà äî åãî ïîãëîùå-
íèÿ? À ïîñëå ïîãëîùåíèÿ ôîòîíà? Íà êàêîå ðàññòîÿíèå
ñìåñòèòñÿ òåëåæêà â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîöåññå? Íà êàêóþ
âåëè÷èíó mΔ  äîëæíà óìåíüøèòüñÿ ìàññà ïåðâîãî òåëà è
óâåëè÷èòüñÿ ìàññà âòîðîãî òåëà, ÷òîáû öåíòð ìàññ ñèñòåìû
ïîñëå ïîãëîùåíèÿ ôîòîíà îñòàëñÿ íà ìåñòå? Ïîñòîÿííàÿ
Ïëàíêà ðàâíà � , ñêîðîñòü ñâåòà c.

Î.Øâåäîâ

ÂÒÎÐÎÉ ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÒÓÐ

8 êëàññ

1. Êî äíó ñîñóäà ïðè ïîìîùè øàðíèðà ïðèêðåïëåíà çà
êîíåö òîíêàÿ îäíîðîäíàÿ ïàëî÷êà äëèíîé L. Â ñîñóä ìåäëåí-
íî íàëèâàþò âîäó è îòìå÷àþò, êàêàÿ ÷àñòü äëèíû ïàëî÷êè

CL  îêàçûâàåòñÿ ïîä âîäîé.
Ãðàôèê çàâèñèìîñòè îòíî-
ñèòåëüíîé ÷àñòè äëèíû ïà-
ëî÷êè CL L , íàõîäÿùåéñÿ
ïîä âîäîé, îò âûñîòû h óðîâ-
íÿ æèäêîñòè íàä äíîì ñî-
ñóäà èçîáðàæåí íà ðèñóíêå
5. Îïðåäåëèòå ïëîòíîñòü
ìàòåðèàëà ïàëî÷êè, åñëè èç-
âåñòíà ïëîòíîñòü âîäû "

ρ .
Ä.Õàðàáàäçå

2. Â êàëîðèìåòðå íàõî-
äèëñÿ ëåä ìàññîé ëm  =

= 0,5 êã ïðè òåìïåðàòóðå ët  = –20 °C. Óäåëüíàÿ òåïëîåì-
êîñòü ëüäà ( )ë

2100 d› *ã 0qc = ◊ , à åãî óäåëüíàÿ òåïëîòà
ïëàâëåíèÿ λ  = 340 êÄæ/êã. Â êàëîðèìåòð âïóñêàþò ïàð
ìàññîé Cm  = 60 ã ïðè òåìïåðàòóðå Ct  = 100 °C. Êàêàÿ
òåìïåðàòóðà óñòàíîâèòñÿ â êàëîðèìåòðå? Óäåëüíàÿ òåïëîåì-

êîñòü âîäû ( )"
4200 d› *ã 0qc = ◊ , óäåëüíàÿ òåïëîòà ïàðî-

îáðàçîâàíèÿ âîäû 6
2,2 10r = ◊  Äæ/êã. Òåïëîåìêîñòüþ êà-

ëîðèìåòðà è ïîòåðÿìè òåïëà ïðåíåáðå÷ü. Îòâåòüòå íà òîò æå
âîïðîñ, åñëè íà÷àëüíàÿ ìàññà ëüäà ðàâíà 

ë1m  = 0,3 êã.
Ì.Ðîìàøêà

3. Ãðóç ìàññîé Ì ïðèêðåïëåí ê ïîäâèæíîìó áëîêó,
ïîäâåøåííîìó íà íèòè, îäèí êîíåö êîòîðîé íàìîòàí íà øêèâ
ðàäèóñîì r, à äðóãîé êîíåö ïåðåêèíóò ÷åðåç ñîîñíûé, ñêðåï-

ëåííûé ñ ïåðâûì øêèâ ðà-
äèóñîì R è íàìàòûâàåòñÿ íà
âàë, ïðèâîäèìûé âî âðàùå-
íèå ïðè ïîìîùè äâèãàòåëÿ
(ðèñ.6). Ñêîðîñòü ãîðèçîí-
òàëüíîãî ó÷àñòêà íèòè ðàâíà
v. Íàéäèòå ìîùíîñòü, êîòî-
ðàÿ ðàçâèâàåòñÿ äâèãàòåëåì
ïðè ïîäíÿòèè ãðóçà, ñ÷èòàÿ,
÷òî íèòü íå ïðîñêàëüçûâàåò
ïî øêèâàì.

ß.Ïóçäûðåâ

9 êëàññ

1. Íàõîäÿñü íà âåðøèíå ëåäÿíîé ãîðêè, îáðàçóþùåé óãîë
30α = ∞  ñ ãîðèçîíòîì, øêîëüíèê áðîñèë ñíåæîê ïîä óãëîì
70β = ∞  ê ãîðèçîíòó è â

ýòîò æå ìîìåíò íà÷àë ñïóñ-
êàòüñÿ áåç íà÷àëüíîé ñêî-
ðîñòè ñ ýòîé ãîðêè íà ñàí-
êàõ (ðèñ.7). ×åðåç íåêîòî-
ðîå âðåìÿ ñíåæîê ïîïàë â
øêîëüíèêà. Íàéäèòå êî-
ýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó
ïîëîçüÿìè ñàíîê è ëüäîì.

Ì.Ðîìàøêà

2. Â ñèñòåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 8, íèòü íåâåñîìà è
íåðàñòÿæèìà, áëîêè íåâåñîìû, òðåíèÿ íåò. Ìàññû ãðóçîâ íà
êîíöàõ íèòè ðàâíû 1m

è 2m , îäíîðîäíàÿ äîñêà
ìàññîé 3m  ëåæèò íà ãî-
ðèçîíòàëüíîì ñòîëå òàê,
÷òî âåðòèêàëüíûå ó÷àñ-
òêè íèòè, ïåðåáðîøåí-
íîé ÷åðåç çàêðåïëåííûå
íà äîñêå áëîêè, ïðîõî-
äÿò âäîëü åå òîðöîâ. Ïðè
êàêîì óñëîâèè äîñêà ïðè
äâèæåíèè ãðóçîâ áóäåò
îñòàâàòüñÿ â ãîðèçîí-
òàëüíîì ïîëîæåíèè?

Ì.Ñåìåíîâ

3. Â äâà ñîîáùàþùèõñÿ öèëèíäðà íàëèòà âîäà. Îäèí èç
öèëèíäðîâ ñ ïëîùàäüþ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ 1S  îòêðûò, à
äðóãîé çàêðûò ñâåðõó ïîðø-
íåì, ê êîòîðîìó ïðèêðåïëå-
íà ïðóæèíà (ðèñ.9). Ñèñòå-
ìà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè.
Åñëè òî÷êó ïîäâåñà ïðóæè-
íû ñìåñòèòü âíèç íà a, òî
ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü âîäû
â ïåðâîì öèëèíäðå ïîäíè-
ìåòñÿ íà 1aα , à ïîðøåíü
îïóñòèòñÿ íà 2aα  ( 1

α  è 2
α

– ïîëîæèòåëüíûå êîýôôè-
öèåíòû). ×åìó ðàâíà ïëî-
ùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ 2S  çàêðûòîãî öèëèíäðà? Íà
êàêîå ðàññòîÿíèå 2b  ñìåñòèëñÿ áû ïîðøåíü, åñëè áû â
îòêðûòûé öèëèíäð äîëèëè îáúåì V âîäû, íå ñìåùàÿ òî÷êó
ïîäâåñà ïðóæèíû? ×åìó ðàâíà æåñòêîñòü ïðóæèíû k? Óñêî-
ðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ðàâíî g, ïëîòíîñòü âîäû ρ .

Î.Øâåäîâ

4. Â òåõíè÷åñêîé äîêóìåíòàöèè íà êàëüêóëÿòîð øêîëü-
íèê ïðî÷èòàë: «Äëÿ íîðìàëüíîé ðàáîòû êàëüêóëÿòîðà ïî-
äàâàåìîå íà íåãî íàïðÿæåíèå äîëæíî áûòü â ïðåäåëàõ îò

min 4,5 BU =  äî max 5,5 BU = ; â çàâèñèìîñòè îò ðåæèìà
ðàáîòû êàëüêóëÿòîð ïîòðåáëÿåò
òîê îò min 20 ì`I =  äî

max 50 ì`I = ». Íå íàéäÿ áàòà-
ðåéêó ñ íóæíûì íàïðÿæåíèåì,
øêîëüíèê ðåøèë âêëþ÷èòü äàí-
íûé êàëüêóëÿòîð, èñïîëüçóÿ èìå-
þùèéñÿ â øêîëüíîé ëàáîðàòî-
ðèè àêêóìóëÿòîð ñ íàïðÿæåíè-
åì 0 12 BU =  è ìàëûì âíóòðåí-
íèì ñîïðîòèâëåíèåì è ðåçèñòî-
ðû, ñîáðàííûå â ýëåêòðè÷åñêóþ

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10
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öåïü, ñõåìà êîòîðîé èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 10. Ñîïðîòèâ-
ëåíèå âòîðîãî ðåçèñòîðà 2 40 nìR = . Â êàêîì èíòåðâàëå
äîëæíî ëåæàòü ñîïðîòèâëåíèå ïåðâîãî ðåçèñòîðà ( )1

R , ÷òî-
áû âêëþ÷åííûé òàêèì îáðàçîì êàëüêóëÿòîð ôóíêöèîíèðî-
âàë íîðìàëüíî?

Ñ.Âàðëàìîâ

10 êëàññ

1. Â íåâåñîìîñòè âíóòðè ñôåðû ðàäèóñîì 0R  äâèæåòñÿ
øàðèê, óïðóãî ñîóäàðÿÿñü ñî ñòåíêàìè ñôåðû. Ñêîðîñòü

øàðèêà 0v , óãîë ïàäåíèÿ øà-
ðèêà íà ñôåðó, ò.å. óãîë ìåæäó
âåêòîðîì åãî ñêîðîñòè è íîð-
ìàëüþ ê ñôåðå íåïîñðåäñòâåí-
íî ïåðåä ñîóäàðåíèåì, ðàâåí

0
α  (ðèñ.11). Ñôåðó íà÷àëè
ìåäëåííî ðàâíîìåðíî ñæèìàòü
äî ðàäèóñà 1R . Ñ êàêîé ñêîðî-
ñòüþ 1v  áóäåò äâèãàòüñÿ øà-
ðèê â êîíöå ïðîöåññà ñæàòèÿ?
×åìó ïðè ýòîì áóäåò ðàâåí óãîë

1
α  ïàäåíèÿ øàðèêà íà ñôåðó?

Î.Øâåäîâ

2. Èäåàëüíûé îäíîàòîìíûé ãàç â êîëè÷åñòâå ν  ìîëåé
ó÷àñòâóåò â öèêëè÷åñêîì ïðîöåññå, ñîñòîÿùåì èç äâóõ èçî-
òåðì è äâóõ èçîõîð. Ïðè èçîõîðè÷åñêîì íàãðåâàíèè ãàç
ïîëó÷àåò êîëè÷åñòâî òåïëîòû 1Q , à ïðè èçîòåðìè÷åñêîì
ðàñøèðåíèè – êîëè÷åñòâî òåïëîòû 2Q . Ìèíèìàëüíàÿ òåìïå-
ðàòóðà ãàçà â äàííîì öèêëè÷åñêîì ïðîöåññå ðàâíà minT .
Íàéäèòå: à) ìàêñèìàëüíóþ òåìïåðàòóðó ãàçà; á) êîëè÷åñòâà
òåïëîòû, îòäàííûå ãàçîì ïðè èçîõîðè÷åñêîì îõëàæäåíèè è
èçîòåðìè÷åñêîì ñæàòèè; â) ðàáîòó, ñîâåðøåííóþ ãàçîì íà
êàæäîé èç ñòàäèé ïðîöåññà; ã) ÊÏÄ òåïëîâîãî äâèãàòåëÿ,
ðàáîòàþùåãî ïî ðàññìàòðèâàåìîìó öèêëó.

À.Çèëüáåðìàí

3. Äâåíàäöàòü ðåçèñòîðîâ ñïàÿíû â âèäå ïðÿìîóãîëüíîãî
ïàðàëëåëåïèïåäà òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñîïðîòèâëåíèÿ êàæäûõ
÷åòûðåõ ïàðàëëåëüíûõ ðåáåð îäèíàêîâû è ðàâíû 1R , 2R  è

3R  ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ.12). Íàéäèòå ñîïðîòèâëåíèå ýòîé
ýëåêòðè÷åñêîé öåïè ìåæäó òî÷êàìè, ëåæàùèìè íà ïðîñòðàí-
ñòâåííîé äèàãîíàëè ïàðàëëåëåïèïåäà.

Ñ.Êðîòîâ

11 êëàññ

1. Â ñèñòåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 13, öèëèíäðè÷åñ-
êèé ãðóç ìàññîé 1m  äâèæåòñÿ âíóòðè öèëèíäðè÷åñêîãî
êàíàëà ÷óòü áîëüøåãî äèàìåòðà, ïðîñâåðëåííîãî âíóòðè òåëà
ìàññîé 2m . Íèòü, ñîåäèíÿþùàÿ ãðóçû ñ ìàññàìè 1m  è 3m ,
íåâåñîìà è íåðàñòÿæèìà, áëîêè íåâåñîìû, òðåíèÿ íåò. ×åìó
ðàâíî óñêîðåíèå òåëà ìàññîé 1m ? Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî

ïàäåíèÿ ðàâíî g, ó÷àñ-
òîê íèòè ìåæäó áëîêàìè
ãîðèçîíòàëåí.

Ì.Ñåìåíîâ

2. Ðàçâèâàÿ ìîëåêó-
ëÿðíî-êèíåòè÷åñêóþ òå-
îðèþ, È. Ëîøìèäò â 1865
ãîäó ïðåäëîæèë ïåðâûé
ñïîñîá îöåíêè ðàçìåðà è
ìàññû ìîëåêóëû. Îí èñ-
ïîëüçîâàë èçâåñòíûå â
åãî âðåìÿ äàííûå î äëèíå ñâîáîäíîãî ïðîáåãà – ðàññòîÿíèè,
êîòîðîå ïðîëåòàåò ìîëåêóëà ãàçà â ïðîìåæóòêå ìåæäó ñòîë-
êíîâåíèÿìè (îíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îïðåäåëÿåìûå èç îïûòà
êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè). Âñëåä çà
Ëîøìèäòîì ïîëó÷èòå ôîðìóëû äëÿ îöåíêè ïî ïîðÿäêó
âåëè÷èíû ðàçìåðà ìîëåêóëû 0r  è åå ìàññû 0m  ïî èçâåñòíûì
äàííûì – äëèíå ñâîáîäíîãî ïðîáåãà λ  è ïëîòíîñòÿì âåùå-
ñòâà ãρ  è ›ρ  â ãàçîîáðàçíîì è æèäêîì ñîñòîÿíèÿõ. Ïîëó÷è-
òå îòâåò â îáùåì âèäå è äëÿ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé 7

10  ìλ -
ª ,

3 3

› 10  *ã ìρ ª , 3

ã 1 *ã ìρ ª .
Î.Øâåäîâ

3. Äâà îäèíàêîâûõ íåèäåàëüíûõ äèîäà ñ âîëüò-àìïåðíîé
õàðàêòåðèñòèêîé, ïðèâåäåííîé íà ðèñóíêå 14,à âêëþ÷åíû
âìåñòå ñ êîíäåíñàòîðîì, äâóìÿ ðåçèñòîðàìè, èäåàëüíîé
áàòàðåéêîé è êëþ÷îì â ýëåêòðè÷åñêóþ öåïü, èçîáðàæåííóþ
íà ðèñóíêå 14,á. Ñîïðîòèâëåíèÿ ðåçèñòîðîâ R = 16 Îì è
r = 4 Îì, ÝÄÑ áàòàðåéêè Е  = 4 Â, åìêîñòü êîíäåíñàòîðà
C = 100 ìêÔ, ïàðàìåòðû âîëüò-àìïåðíîé õàðàêòåðèñòèêè
äèîäà 

0U  = 1 Â è 
0I  = 50 ìÀ. à) Êëþ÷ â öåïè çàìêíóëè. Äî

êàêîãî íàïðÿæåíèÿ çàðÿäèòñÿ êîíäåíñàòîð? á) Ïîñëå çàðÿä-

êè êîíäåíñàòîðà êëþ÷ ðàçîìêíóëè. Êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëî-
òû âûäåëèòñÿ ïðè ðàçðÿäêå êîíäåíñàòîðà íà ðåçèñòîðå R? À
íà êàæäîì èç äèîäîâ?

Ê.Ïàðôåíîâ

4. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñîñòîèò èç êàòóøåê ñ èíäóêòèâíî-
ñòÿìè 1L  è 2L  è êîíäåíñàòîðà åìêîñòüþ C, âêëþ÷åííûõ
ïàðàëëåëüíî. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òîêè ÷åðåç
êàòóøêè òåêóò â îäíó ñòî-
ðîíó è ðàâíû 0

1
I  è 0

2
I , à

êîíäåíñàòîð íå çàðÿæåí
(ðèñ.15). Íàéäèòå ÷àñòîòó
ω  âîçíèêàþùèõ â ñèñòå-
ìå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáà-
íèé è çàâèñèìîñòè îò âðå-
ìåíè òîêîâ ÷åðåç êàòóøêè

( )1
I t , ( )2

I t  è çàðÿäà íà
êîíäåíñàòîðå ( )Q t . Ñî-
ïðîòèâëåíèåì êàòóøåê ïðåíåáðå÷ü.

Î.Øâåäîâ

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè

Ì.Ñåìåíîâ, À.ßêóòà

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12

Ðèñ . 13

Ðèñ. 14

Ðèñ. 15
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10000 çàäà÷ ïî ìàòåìàòèêå

Â ýòîé êðàòêîé çàìåòêå ìû õîòèì ðàññêàçàòü ÷èòàòåëÿì
«Êâàíòà» î íàøåì íîâîì ïðîåêòå – èíôîðìàöèîííî-ïîèñ-
êîâîé ñèñòåìå çàäà÷ Problems.Ru (http://
www.problems.ru). Â íåé ìû ïîñòàðàëèñü ó÷åñòü âñå ëó÷-
øåå, ÷òî áûëî ñäåëàíî äî íàñ, ñâÿçàòü âìåñòå è àðõèâû
îëèìïèàä, è ãåîìåòðè÷åñêóþ áàçó, ðàçðàáîòàííóþ Ð.Ê.Ãîð-
äèíûì, È.Ô.Øàðûãèíûì è äðóãèìè, è ýëåêòðîííûé àð-
õèâ æóðíàëà «Êâàíò», è èíòåðíåò-áèáëèîòåêó ÌÖÍÌÎ....
×òî æå ýòî òàêîå?

Âî-ïåðâûõ, íà Problems.Ru ìîæíî ñìîòðåòü ïðîñòî êàê
íà ñáîðíèê çàäà÷ ïî ìàòåìàòèêå. Íà ñàéòå ñîáðàíî îêîëî
10000 çàäà÷ ïî àëãåáðå, ãåîìåòðèè è ìàòåìàòè÷åñêîìó àíà-
ëèçó. Áîëüøèíñòâî çàäà÷ íåëüçÿ íàéòè â øêîëüíûõ ó÷åá-
íèêàõ; âñòðåòèòüñÿ ñ òàêèìè çàäà÷àìè âû ìîãëè íà îëèì-
ïèàäàõ, êðóæêàõ èëè ôàêóëüòàòèâàõ ïî ìàòåìàòèêå èëè â
æóðíàëå «Êâàíò». Âñå çàäà÷è ðàçáèòû ïî òåìàì, ïî óðîâ-
íÿì ñëîæíîñòè è êëàññàì. Òàê ÷òî, êàê ìû íàäååìñÿ, âàì
áóäåò íåñëîæíî íàéòè çàäà÷è èç èíòåðåñóþùåãî âàñ ðàçäå-
ëà ìàòåìàòèêè èëè çàíÿòüñÿ ðåøåíèåì çàäà÷ íóæíîãî óðîâíÿ
ñëîæíîñòè. Ìû íå áóäåì ñåé÷àñ âäàâàòüñÿ â òîíêîñòè êëàñ-
ñèôèêàöèè (ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè íà ñàéòå), à ïðîñòî
ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ çàäà÷ èç íàøåé ñèñòåìû.

Çàäà÷à 35591. Êóñîê ñûðà èìååò ôîðìó êóáèêà 3 3¥ , èç
êîòîðîãî âûðåçàí öåíòðàëüíûé êóáèê. Ìûøü íà÷èíàåò
ãðûçòü ýòîò êóñîê ñûðà. Ñíà÷àëà îíà ñúåäàåò íåêîòîðûé
êóáèê 1 1¥ . Ïîñëå òîãî êàê ìûøü ñúåäàåò î÷åðåäíîé êóáèê
1 1¥ , îíà ïðèñòóïàåò ê ñúåäåíèþ îäíîãî èç ñîñåäíèõ (ïî
ãðàíè) êóáèêîâ ñ òîëüêî ÷òî ñúåäåííûì. Ñìîæåò ëè ìûøü
ñúåñòü âåñü êóñîê ñûðà?

Òåìà ýòîé çàäà÷è íàçûâàåòñÿ «Øàõìàòíàÿ ðàñêðàñêà» (à â
äåðåâå òåì ýòî âûãëÿäèò òàê: Ìåòîäû -> Âñïîìîãàòåëüíàÿ
ðàñêðàñêà -> Øàõìàòíàÿ ðàñêðàñêà). Ñëîæíîñòü ýòîé
çàäà÷è ïî íàøåé øêàëå ðàâíà 3, çàäà÷à ðåêîìåíäóåòñÿ äëÿ 7,
8 è 9 êëàññîâ.

Çàäà÷à 60836 (÷èñëà-àâòîìîðôû). à) Òðåõçíà÷íîå ÷èñëî
625 îáëàäàåò ñâîåîáðàçíûì ñâîéñòâîì ñàìîâîñïðîèçâîäè-
ìîñòè, êàê òî: 2625 = 390625 . Ñêîëüêî ÷åòûðåõçíà÷íûõ
÷èñåë óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ( )2

x = x mod10000 ?
á) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì k ñóùåñòâóåò ðîâíî 4

íàáîðà èç k öèôð – 00... 00, 00. ..01 è åùå äâà, îêàí÷èâàþ-
ùèåñÿ ïÿòåðêîé è øåñòåðêîé, – îáëàäàþùèå òàêèì ñâîé-
ñòâîì: åñëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî îêàí÷èâàåòñÿ îäíèì èç
ýòèõ íàáîðîâ öèôð, òî åãî êâàäðàò îêàí÷èâàåòñÿ òåì æå
íàáîðîì öèôð.

Òåìû: «Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ» è «Èíäóêöèÿ» (â
äåðåâå òåì ýòî âûãëÿäèò êàê Àëãåáðà è àðèôìåòèêà ->
Òåîðèÿ ÷èñåë. Äåëèìîñòü-> Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàò-
êàõ è Ìåòîäû -> Èíäóêöèÿ). Ñëîæíîñòü: 5+. Ðåêîìåíäóåò-
ñÿ äëÿ 9, 10 êëàññîâ.

Òåîðåìà, ïðèâåäåííàÿ â ñëåäóþùåé çàäà÷å, áûëà îòêðûòà
ñîâñåì íåäàâíî – â 2002 ãîäó. Åå àâòîð – ãîëëàíäåö Floor van
Lamoen.

Çàäà÷à 56846. Ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ABC ðàçðåçàþò
åãî íà 6 òðåóãîëüíèêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû îïèñàííûõ
îêðóæíîñòåé ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ëåæàò íà îäíîé îêðóæ-
íîñòè.

Òåìû: «Âïèñàííûå è îïèñàííûå îêðóæíîñòè» è «Âñïî-
ìîãàòåëüíûå ïðîåêöèè» (â äåðåâå òåì ýòî âûãëÿäèò òàê:
Ãåîìåòðèÿ -> Ïëàíèìåòðèÿ -> Òðåóãîëüíèêè -> Âïèñàí-
íûå è îïèñàííûå îêðóæíîñòè è Ãåîìåòðèÿ -> Êëàññè÷åñ-
êàÿ ãåîìåòðèÿ -> Ïëàíèìåòðèÿ -> Âåêòîðû -> Âñïîìîãà-
òåëüíûå ïðîåêöèè). Ñëîæíîñòü: 8+. Ðåêîìåíäóåòñÿ äëÿ
9,10,11 êëàññîâ.

Åñëè ó âàñ íå ïîëó÷àåòñÿ ñàìèì ðåøèòü ýòè çàäà÷è (íàçâà-
íèÿ òåì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäñêàçêó), òî íà ñàéòå âû
ìîæåòå ïðî÷èòàòü èõ ïîëíûå ðåøåíèÿ.

Âî-âòîðûõ, Problems.Ru – ýòî èíôîðìàöèîííî-ïîèñêîâàÿ
ñèñòåìà. Çäåñü ìîæíî êàê íàéòè çàäà÷ó ïî êîíòåêñòó (íàïðè-
ìåð, ïî êëþ÷åâîìó ñëîâó èëè ôðàçå), òàê è âûâåñòè ïîäáîðêó
çàäà÷, íàõîäÿùèõñÿ íà ïåðåñå÷åíèè êàêèõ-òî òåì. Íàïðè-
ìåð, íàéòè çàäà÷è íà ïðèìåíåíèå èíäóêöèè â ãåîìåòðèè èëè
ïðèíöèïà Äèðèõëå â òåîðèè ÷èñåë.

Â-òðåòüèõ, ýòî ñâîåãî ðîäà ñïðàâî÷íèê ïî ìàòåìàòèêå.
Ìíîãèå èç òåì ñíàáæåíû ñòàòüÿìè èëè ññûëêàìè íà íàõîäÿ-
ùèåñÿ â Èíòåðíåòå ñòàòüè â «Êâàíòå», â êîòîðûõ îáúÿñíÿåò-
ñÿ, íàïðèìåð, ÷òî æå òàêîå ïðèíöèï Äèðèõëå èëè êàê
äîêàçûâàòü íåðàâåíñòâî Êîøè. Ó íàñ òàêæå åñòü íåáîëüøîé
ñëîâàðèê. Åñëè, ñêàæåì, âàñ çàèíòåðåñóåò, ÷òî òàêîå «ëóíî÷-
êè Ãèïïîêðàòà» èëè «òåîðåìà Õåëëè», òî òàì ìîæíî íàéòè
îòâåòû íà ýòè âîïðîñû. Ñëîâàðèê ïîñòîÿííî ïîïîëíÿåòñÿ:
åñëè âû íå íàøëè íóæíîãî òåðìèíà èëè òåîðåìû, òî ìîæíî
ïîñëàòü çàïðîñ, è ÷åðåç íåñêîëüêî äíåé â ñëîâàðèêå ïîÿâèòñÿ
åùå îäíà ñòàòüÿ.

Â-÷åòâåðòûõ, ýòî âîçìîæíîñòü ïîäåëèòüñÿ ñâîèìè çíàíèÿ-
ìè. Ìû ñ ðàäîñòüþ ðàçìåñòèì íà ñàéòå âàøå íîâîå ðåøåíèå
îäíîé èç èìåþùèõñÿ çàäà÷ (ñî ññûëêîé íà âàñ êàê íà àâòîðà
ðåøåíèÿ) èëè îïóáëèêóåì âàøó çàäà÷ó. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷-
íî îòïðàâèòü íàì ïîäðîáíîå ðåøåíèå (èëè óñëîâèå) ÷åðåç
ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìó íà ñàéòå.

Íàêîíåö (èëè, íàîáîðîò, â ïåðâóþ î÷åðåäü), ñèñòåìà
Problems.Ru ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì ïîäñïîðüåì äëÿ ó÷èòåëÿ.
Åñëè âû ÷èòàåòå ñïåöêóðñ èëè ôàêóëüòàòèâ ïî ìàòåìàòèêå
èëè âåäåòå êðóæîê, òî äëÿ ðàçðàáîòêè î÷åðåäíîãî çàíÿòèÿ
äîñòàòî÷íî âûáðàòü («äîáàâèòü») íóæíûå çàäà÷è èç ñèñòå-
ìû, è «âåðñèÿ äëÿ ïå÷àòè» ïðåäëîæèò âàì ãîòîâîå äëÿ
ðàçäà÷è ó÷åíèêàì çàäàíèå ñ âàøèìè çàãîëîâêàìè (íàïðèìåð
«5-å çàíÿòèå êðóæêà. Èíâàðèàíòû. 12 äåêàáðÿ 2005 ã.»). Êàê
ìû ïðîâåðèëè ýòî íà ñâîåì îïûòå, ïðè òàêîì ïîäõîäå
ýêîíîìèòñÿ î÷åíü ìíîãî âðåìåíè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîäáîðîì
çàäà÷ ïî ðàçíûì êíèãàì, à ïîòîì ïå÷àòüþ èõ âðó÷íóþ. Ñ
ïîìîùüþ ïîèñêîâîé ñèñòåìû òàêæå ïðîñòî ïîäîáðàòü äîïîë-
íèòåëüíóþ íåñòàíäàðòíóþ çàäà÷ó ïî îáû÷íîé øêîëüíîé
òåìå, ÷òî ìîæåò áûòü î÷åíü ïîëåçíî íà óðîêå.

Êàê èìåííî óñòðîåíà íàøà èíôîðìàöèîííàÿ ñèñòåìà,
êàêèå èìåííî çàäà÷è â íåå âõîäÿò, êàê îíè êëàññèôèöèðóþò-
ñÿ è òàê äàëåå – âñå ýòî ìîæíî íàéòè íà ñàéòå Problems.Ru.
Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî ïðåäñòàâëåíû çàäà÷è áîëüøèíñòâà
îëèìïèàä è òóðíèðîâ ãîðîäà Ìîñêâû, à òàêæå è äðóãèõ
ðåãèîíîâ íàøåé ñòðàíû. Ñèñòåìà ïîñòîÿííî ïîïîëíÿåòñÿ, è
ìû ïëàíèðóåì, íàïðèìåð, â áëèæàéøåì áóäóùåì îêîí÷èòü
ïóáëèêàöèþ çàäà÷ Ìîñêîâñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä
(çà âñå ãîäû èõ ñóùåñòâîâàíèÿ). Ðàçóìååòñÿ, ýòè çàäà÷è
ïðèâîäÿòñÿ ñ ðåøåíèÿìè è êîììåíòàðèÿìè. Ìû òàêæå ïîïû-
òàëèñü íàéòè ïîäõîäû ê êëàññèôèêàöèè ñëîæíîñòè îëèìïè-
àäíûõ çàäà÷, èñõîäÿ èç ïîäõîäîâ, ïðèíÿòûõ ó àëüïèíèñòîâ.
Êîíå÷íî, ýòà øêàëà ïîêà íåñîâåðøåííà (è íèêîãäà íå áóäåò
ñîâåðøåííîé), íî îïðåäåëåííóþ îöåíêó îíà óæå äàåò.

Ïðîåêò ðåàëèçóåòñÿ áîëüøèì àâòîðñêèì êîëëåêòèâîì (ñì.
ðàçäåë «àâòîðû» íàøåãî ñàéòà) íà áàçå Ìîñêîâñêîãî öåíòðà
íåïðåðûâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ.

Ìû ïðèãëàøàåì âñåõ çàèíòåðåñîâàâøèõñÿ íàøèì ïðîåê-
òîì ê ñîòðóäíè÷åñòâó. Ìû áóäåì ðàäû îïåðàòèâíî ðàçìå-
ùàòü ìàòåðèàëû îëèìïèàä, êîíêóðñîâ, à òàêæå àâòîðñêèå
ìàòåðèàëû. Ìû ïîñòàðàåìñÿ ó÷åñòü âñå ïðåäëîæåíèÿ è
çàìå÷àíèÿ ïî êëàññèôèêàòîðó è îñîáåííî ïî øêàëå ñëîæíî-
ñòè çàäà÷.

È. ßùåíêî, Ï.Ñåðãååâ
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ÊÌØ

Çàäà÷è

(см. «Квант» №3)

1. Î÷åâèäíî, ÷òî ìóìáèàíà äîëæíà ñîåäèíÿòü âåðøèíó òðåó-
ãîëüíèêà ñ òî÷êîé íà åãî ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå, êîòîðóþ
ìû íàçîâåì îñíîâàíèåì.
Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ìóìáèàíà ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé òðåóãîëü-
íèêà. Åñëè áû ýòî áûëî íå òàê, òî îäèí èç óãëîâ, êîòîðûå îá-
ðàçóåò ìóìáèàíà ñ îñíîâàíèåì, áûë áû òóïûì. Íàïðèìåð, íà
ðèñóíêå 1 ìóìáèàíà AD îáðàçóåò òóïîé óãîë ADC ñ îñíîâà-
íèåì ÂÑ. Íî â òàêîì ñëó÷àå óãîë ADC òðåóãîëüíèêà ADC

áîëüøå ëþáîãî óãëà òðåóãîëüíèêà ABD, ïîýòîìó òðåóãîëüíè-
êè ADC è ABD íå ìîãóò áûòü ðàâíûìè. Èòàê, ìóìáèàíà AD
ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé (ðèñ.2). Ïîñêîëüêó ïðîòèâ ðàâíûõ óãëîâ â
ðàâíûõ òðåóãîëüíèêàõ íàõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûå ñòî-
ðîíû, òî ÀÂ = ÀÑ. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê ÀÂÑ ðàâíîáåäðåí-
íûé, íî òîãäà âûñîòà AD, ïðîâåäåííàÿ ê îñíîâàíèþ, ÿâëÿåòñÿ
ìåäèàíîé (à òàêæå áèññåêòðèñîé). Òàê ÷òî – óâû! – ïðîôåñ-
ñîðó Ìóìáóìó-Ïëþìáóìó íå óäàëîñü ïðèäóìàòü íîâûé çàìå-
÷àòåëüíûé îòðåçîê.

2. Ïîñêîëüêó 1 + 2 + 3 + … + n = 
( )1

2

n n +
, òî n-å ñëàãàåìîå

â èñõîäíîì âûðàæåíèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

( ) ( )

1 2 1 1
2

1 1 1

2

n n n n n n

Ê ˆ= = -Á ˜Ë ¯+ + +
. Òîãäà èñõîäíàÿ ñóììà ïðå-

îáðàçóåòñÿ ê âèäó

1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 ...

2 3 3 4 4 5 2006 2007

Ê ˆ+ - + - + - + + - =Á ˜Ë ¯

= 
1 1 2005

1 2 1
2 2007 2007

Ê ˆ+ - =Á ˜Ë ¯ .

3. Äîêàæåì, ÷òî îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ 5 êëåòîê, â êîòîðûõ
÷èñëî ÷èæåé îäèíàêîâî. Ïðîíóìåðóåì êëåòêè ïî âîçðàñòàíèþ
êîëè÷åñòâà ñîäåðæàùèõñÿ â íèõ ÷èæåé. Ïóñòü â ïåðâîé êëåò-
êå íàõîäèòñÿ 1a  ÷èæåé, âî âòîðîé – 2a  ÷èæåé, …, â 17-é
êëåòêå – 17a  ÷èæåé, ïðè÷åì

1 2 17a a a£ £ £… ,  1 2 17 44a a a…+ + + = .

Åñëè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë 1 2 17, , ,a a a…  íå ñóùåñòâóåò
5 îäèíàêîâûõ è èäóùèõ ïîäðÿä ÷èñåë, òî

1 2 3 4 4a a a a+ + + ≥ ,  5 6 7 8 8a a a a+ + + ≥ ,

9 10 11 12 12a a a a+ + + ≥ ,  13 14 15 16 16a a a a+ + + ≥ ,

è òîãäà 1 2 16a a a+ + + ≥…  4 + 8 + 12 + 16 = 40. Â ïîñëåäíåé
êëåòêå íå ìåíåå 5 ÷èæåé, 17 5a ≥ , ïîýòîìó 1 2 17a a a+ + + ≥…

45≥ , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
Íåñëîæíî ïðèäóìàòü ðàñïðåäåëåíèå ÷èæåé ïî êëåòêàì, â êî-
òîðûõ óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ.
4. Äîêàæåì, ÷òî Ãóëëèâåð îøèáñÿ (îíî è íå óäèâèòåëüíî: ýòî
òîëüêî Ìþíõãàóçåí âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó).

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå – ÷òî Ãóëëèâåð ïðàâ. Òàê êàê êàæ-
äûé êðóïíûé ãîðîä ñâÿçàí ðåéñàìè ñ áîëüøèíñòâîì ãîðîäîâ
äðóãîé ñòðàíû, òî îí íå ñâÿçàí ñ ìåíüøèíñòâîì ãîðîäîâ. Ïî-
ýòîìó, òàê êàê íåêèé êðóïíûé ãîðîä Ëèëèïóòèè, ïî ïðåäïî-
ëîæåíèþ, íå ñâÿçàí íè ñ êàêèì êðóïíûì ãîðîäîì Áëåôóñêó,
êðóïíûõ ãîðîäîâ â Áëåôóñêó – ìåíüøå ïîëîâèíû îò îáùåãî
÷èñëà ãîðîäîâ. Çíà÷èò, ìåëêèõ ãîðîäîâ â Áëåôóñêó áîëüøå
ïîëîâèíû îò îáùåãî ÷èñëà ãîðîäîâ. Äàëåå, åñëè â Ëèëèïóòèè
åñòü ìåëêèé ãîðîä, ñâÿçàííûé ñî âñåìè ìåëêèìè ãîðîäàìè
Áëåôóñêó, òî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
ýòîò ãîðîä ñâÿçàí áîëåå ÷åì ñ ïî-
ëîâèíîé ãîðîäîâ Áëåôóñêó. Íî
òîãäà îí äîëæåí áûòü íå ìåëêèì,
à êðóïíûì. Ïðîòèâîðå÷èå.
5. Ðàçâåðíåì êîðîáêó òàê, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 3.
Òî÷êè À è A¢  èçîáðàæàþò îäíó
è òó æå òî÷êó íà ïîâåðõíîñòè êî-
ðîáêè. Ìèíèìàëüíàÿ äëèíà ëåí-
òî÷êè ðàâíà äëèíå ïðÿìîëèíåé-
íîãî îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷-
êè À è A¢  íà ðàçâåðòêå. (Âñå òà-
êèå îòðåçêè, ðàçëè÷àþùèåñÿ ïî-
ëîæåíèåì òî÷êè À, ïàðàëëåëüíû
äðóã äðóãó, ïîýòîìó èìåþò îäè-
íàêîâûå äëèíû.) Åñëè îáîçíà-
÷èòü äëèíó, øèðèíó è âûñîòó êî-
ðîáêè ÷åðåç à, b, c ñîîòâåòñòâåííî, òî èñêîìàÿ äëèíà ëåíòî÷-

êè ðàâíà l ( ) ( )
2 2

2 a c b c= + + + . Äëÿ äàííûõ çàäà÷è ïîëó÷à-

åì l = 60 ñì.

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Êîíêóðñ «Ìàòåìàòèêà 6–8»

(см. «Квант» №1)

16. Îáîçíà÷èì õ – ó = à,  ó – z = b,  z – x = c. Çàìåòèì, ÷òî

a + b + c = 0,  ( )
2

0a b c+ + = ,  ( )2 2 2 2a b c ab bc ca+ + = - + + ,
2 2 2 2a b c ab bc ca+ + = + + .

Èòàê,

( )2 ab bc ca ab bc ca+ + + + + =

= ( )2 2 2 2 2 2a b c ab bc ca+ + + + + = ( )
2

a b c+ + ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
17. Âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà à è b íå ìîãóò îäíîâðåìåííî áûòü
÷åòíûìè. Òî÷íî òàê æå îíè íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî íå-
÷åòíûìè, èíà÷å â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà

2 2a b+ = 2c  ñòîÿëî áû ÷èñëî, äàþùåå ïðè äåëåíèè íà 4 îñòà-

òîê 2 (äåéñòâèòåëüíî: ( ) ( )
2 2 2 22 1 2 1 4 4 4n k n n k+ + + = + + +

+ 4k + 2), à ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè ÷èñëî 2c  òàêîé îñòàòîê
äàâàòü íå ìîæåò íè ïðè êàêèõ öåëûõ çíà÷åíèÿõ ñ.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ÷èñëî à íå÷åòíûì,
à ÷èñëî b – ÷åòíûì.
Ïîñêîëüêó íå÷åòíûå ÷èñëà c + b è c – b âçàèìíî ïðîñòû è

( ) ( ) 2c b c b a+ - = , òî 2c b u+ =  è 2c b v- =  äëÿ íåêîòîðûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë u è v. Òàê êàê ÷èñëà u è v íå÷åòíû, òî 2u
è 2v  ïðè äåëåíèè íà 8 äàþò îñòàòîê 1 (â ýòîì ìîæíî óáå-

äèòüñÿ, ðàññìîòðåâ îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 8 ÷èñåë ( )
2

8 1k + ,

( )
2

8 3k + , ( )
2

8 5k + , ( )
2

8 7k +  äëÿ ïðîèçâîëüíûõ öåëûõ ÷èñåë

0k ≥ ). Çíà÷èò, ÷èñëî 2 2
2c u v= +  ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

2ñ = 8m + 2, ãäå m – íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà
ñ = 4m + 1, îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.
18. Ïóñòü ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çà-
äà÷è. Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ åãî äèàãîíàëü ðàçðåçàåò
÷åòûðåõóãîëüíèê íà äâà òðåóãîëüíèêà ïëîùàäè 1. Ïðåäïîëî-



æèì, ÷òî ýòî íå òàê – ñêà-
æåì, äèàãîíàëü AC íå ðàçðå-
çàåò åãî íà äâà òðåóãîëüíèêà
ïëîùàäè 1 è îòëè÷íóþ îò 1
ïëîùàäü èìååò òðåóãîëüíèê
ÀÂÑ. Òîãäà, ðàçðåçàâ òðåó-
ãîëüíèê CDA íà äâà òðåó-
ãîëüíèêà îòëè÷íîé îò 1 ïëî-
ùàäè, ìû ïðèäåì ê ïðîòèâî-
ðå÷èþ.
Èòàê, ïóñòü íà ðèñóíêå 4
êàæäàÿ èç äèàãîíàëåé AC è
BD ðàçðåçàåò ÷åòûðåõóãîëü-
íèê ABCD íà äâà òðåóãîëü-

íèêà ïëîùàäè 1. Òîãäà ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ â îáîçíà÷åíè-
ÿõ ýòîãî ðèñóíêà ïîä÷èíÿþòñÿ ñèñòåìå ðàâåíñòâ

1 2 3 4

1 4 2 3

,

,

S S S S

S S S S

+ = +Ï
Ì + = +Ó

îòêóäà ñëåäóåò 1 2 3 4S S S S= = = . Â ýòîì ñëó÷àå äèàãîíàëè
÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïî-
ëàì, çíà÷èò, ABCD – ïàðàëëåëîãðàìì, ïðè÷åì ïëîùàäü åãî
ðàâíà 2.
19. Ðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ ï â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Åñëè ï –
îäíîçíà÷íîå (îò 1 äî 9), òî ïîáåæäàåò ïåðâûé: îí ñðàçó çàïè-
ñûâàåò öèôðó ï è òåì ñàìûì âûèãðûâàåò.
Åñëè ï = 10, òî âûèãðûâàåò âòîðîé èãðîê, ïðèïèñûâàÿ íîëü ê
íà÷àëüíîé öèôðå ïåðâîãî.
Åñëè ï = 11, òî è çäåñü âûèãðûâàåò âòîðîé, ïðèïèñûâàÿ ê íà-
÷àëüíîé öèôðå ïåðâîãî òàêóþ æå ñàìóþ öèôðó.
Äîêàæåì, ÷òî ïðè ï ≥ 12 íè îäèí èç èãðîêîâ íå ìîæåò ãàðàí-
òèðîâàòü ñåáå ïîáåäó. Ïðåæäå âñåãî îöåíèì, ñêîëüêî ìîæåò
áûòü ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà ï, ñðåäè ëþáûõ 100 ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ öåëûõ ÷èñåë. Åñëè ïåðâîå èç íèõ äåëèòñÿ íà ï, òî îáùåå

êîëè÷åñòâî äåëÿùèõñÿ íà ï ÷èñåë ðàâíî 
99

1
C

È ˘+ Í ˙Î ˚
 (êâàäðàò-

íûå ñêîáêè îçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü), à åñëè ïåðâîå íå äåëèòñÿ
íà ï, òî èõ áóäåò âî âñÿêîì ñëó÷àå íå áîëüøå ýòîãî êîëè÷å-
ñòâà. Òàê êàê ï ≥ 12, òî ñðåäè ëþáûõ 100 ïîñëåäîâàòåëüíûõ

÷èñåë êîëè÷åñòâî äåëÿùèõñÿ íà ï íå áîëüøå 
99

1
12

È ˘+ Í ˙Î ˚
 = 1 +

+ [8,25] = 9.
Ïóñòü ïåðåä î÷åðåäíûì õîäîì êàêîãî-ëèáî èãðîêà íà äîñêå
óæå çàïèñàíî íåêîòîðîå ÷èñëî À, è ýòîò èãðîê ñâîèì õîäîì
âûèãðàòü íå ìîæåò. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà îí, òåì íå ìåíåå, ìî-
æåò ñäåëàòü òàêîé õîä, ÷òî åãî ñîïåðíèê îòâåòíûì õîäîì òàê-
æå íå ñìîæåò âûèãðàòü. Ïðèïèñûâàÿ ê ÷èñëó À îäíó èç öèôð

0, 1, 2, …, 9, èãðîê ìîæåò ïîëó÷èòü îäíî èç 9 ÷èñåë 0` ,

1̀ , 2` , …, 9`  (ãîðèçîíòàëüíàÿ ÷åðòà ñâåðõó îáîçíà÷àåò,

÷òî ÷èñëà çàïèñûâàþòñÿ ïîäðÿä – ò.å. îäíî ïðèïèñàíî ñïðàâà
ê äðóãîìó). Ñîïåðíèê ïðèïèñûâàåò ñïðàâà òîæå êàêóþ-òî
öèôðó, è ïîñëå åãî õîäà ïîëó÷èòñÿ öåëîå ÷èñëî, çàâåäîìî

çàêëþ÷åííîå ìåæäó 00`  è 99` . Ïîýòîìó âîçìîæíîå êîëè÷å-
ñòâî ïîëó÷èâøèõñÿ ÷èñåë íå ïðåâûøàåò 100. Êàê îòìå÷åíî
âûøå, ñðåäè íèõ èìååòñÿ íå áîëüøå 9 ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà

n 12≥ . Ðàçîáüåì âñå ÷èñëà îò 00`  äî 99`  íà 10 ãðóïï – ïî
çíà÷åíèþ âòîðîé öèôðû ñïðàâà (ò.å.  â 1-é ãðóïïå âñå ÷èñëà

èìåþò âèä 0` * , âî 2-é – 1` * , …, â 10-é – 9` *  (çâåçäî÷êà
îçíà÷àåò ëþáóþ íåíóëåâóþ öèôðó). Òàê êàê âñåãî èìååòñÿ íå
áîëåå 9 ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà ï, òî â íåêîòîðîé ò-é ãðóïïå íå
îêàæåòñÿ íè îäíîãî ÷èñëà, äåëÿùåãîñÿ íà ï. Òîãäà èãðîê äîë-
æåí ñëåäóþùåé öèôðîé çàïèñàòü èìåííî öèôðó (ò  – 1) –
è, êàê áû íè îòâåòèë ñîïåðíèê, ïîëó÷èâøååñÿ ó íåãî ÷èñëî íå
áóäåò äåëèòüñÿ íà ï. Ïðàâäà, õîòÿ îí è íå ñìîæåò ïîáåäèòü,
çàòî ñóìååò îòâåòèòü òàê, ÷òîáû åãî ïðîòèâíèê íå ñìîã ïîáå-

äèòü. Èãðà, òàêèì îáðàçîì, áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ áåçðåçóëüòàò-
íî ñêîëü óãîäíî äîëãî.
Èòàê, îäèí èç èãðîêîâ ìîæåò îáåñïå÷èòü ñåáå ïîáåäó ïðè ëþ-
áîé èãðå ïðîòèâíèêà òîëüêî äëÿ çíà÷åíèé ï îò 1 äî 11 âêëþ-
÷èòåëüíî (ïðè ýòîì äëÿ ï îò 1 äî 9 ïîáåæäàåò ïåðâûé èãðîê,
à ïðè ï = 10 è 11 – âòîðîé).
20. Ïðåæäå ÷åì ïîòîïèòü êîðàáëü, åãî íàäî ñíà÷àëà ðàíèòü.
Ïîêàæåì, ÷òî íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî âûñòðåëîâ, êîòîðîå ãà-
ðàíòèðóåò ðàíåíèå êîðàáëÿ, ðàâíî 16. Äëÿ ýòîãî ðàñêðàñèì
êëåòêè ïîëÿ â òðè ðàçëè÷íûõ
öâåòà a, b, c, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 5.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì ðàñïî-
ëîæåíèè òðåõïàëóáíîãî êîðàá-
ëÿ îí ñîäåðæèò êëåòêè âñåõ
òðåõ öâåòîâ. Êëåòîê öâåòà à
èìååòñÿ 17, öâåòà b èëè ñ – ïî
16. Ïîýòîìó, åñëè ñòðåëÿòü ïî
êëåòêàì öâåòà b, òî çà 16 âûñò-
ðåëîâ êîðàáëü íàâåðíÿêà áóäåò
ðàíåí. Ïîêàæåì, ÷òî 15 âûñòðå-
ëîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåäîñòà-
òî÷íî. Äëÿ ýòîãî èçîáðàçèì íà
èãðîâîì ïîëå 16 âîçìîæíûõ
ñòîÿíîê òðåõïàëóáíîãî êîðàá-
ëÿ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 6.
Ñäåëàâ 15 âûñòðåëîâ, ìîæíî
ëèêâèäèðîâàòü ìàêñèìóì 15
âîçìîæíûõ ñòîÿíîê, à êîðàáëü
âïîëíå ìîæåò îêàçàòüñÿ íà ïîñ-
ëåäíåé öåëîé ñòîÿíêå.
Ïîêàæåì, ÷òî çà 19 âûñòðåëîâ
êîðàáëü ìîæíî íàâåðíÿêà ïîòî-
ïèòü. Áóäåì ñòðåëÿòü ïî êëåò-
êàì öâåòà b, êîòîðûå íà ðèñóí-
êå 7 îáîçíà÷åíû öèôðàìè 3, 4
è 5. Åñëè êîðàáëü áóäåò ðàíåí
âûñòðåëîì â êëåòêó ñ öèôðîé n
(n = 3, 4, 5), òî äëÿ åãî ïîòîï-
ëåíèÿ îñòàíåòñÿ, êàê ëåãêî ïðî-
âåðèòü, ìàêñèìóì n âûñòðåëîâ.
Ñíà÷àëà ñòðåëÿåì ïî êëåòêàì,
îáîçíà÷åííûì öèôðîé 5 (òàêèõ
êëåòîê 3). Åñëè êîðàáëü áóäåò
ïðè ýòîì ðàíåí, òî äëÿ åãî ïî-
òîïëåíèÿ ïîòðåáóåòñÿ íå áîëåå
3 + 5 = 8 âûñòðåëîâ. Åñëè ïîñ-
ëå ïåðâûõ òðåõ âûñòðåëîâ êî-
ðàáëü íå áóäåò ðàíåí, òî ïðîäîëæàåì ñòðåëÿòü ïî êëåòêàì,
ïîìå÷åííûì öèôðîé 4 (òàêèõ êëåòîê 9). Åñëè êîðàáëü áóäåò
ïðè ýòîì ðàíåí, òî äëÿ åãî ïîòîïëåíèÿ ïîòðåáóåòñÿ íå áîëåå
12 + 4 = 16 âûñòðåëîâ. Åñëè ïîñëå ïåðâûõ 12 âûñòðåëîâ êî-
ðàáëü íå ðàíåí, òî ïðîäîëæàåì ñòðåëÿòü ïî êëåòêàì, ïîìå-
÷åííûì öèôðîé 3 (òàêèõ êëåòîê 4). Ïîñêîëüêó êîðàáëü áóäåò
íàâåðíÿêà ðàíåí (íå áîëåå 16 âûñòðåëîâ), òî äëÿ åãî ïîòîïëå-
íèÿ ïîòðåáóåòñÿ íå áîëåå 16 + 3 = 19 âûñòðåëîâ.
Ïîêàæåì, ÷òî 18 âûñòðåëîâ ìîæåò íå õâàòèòü. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî èìååòñÿ ñòðàòåãèÿ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò íàâåðíÿêà ïîòîïèòü
êîðàáëü íå áîëåå ÷åì çà 18 âûñòðåëîâ. Ïóñòü ñòðåëÿþùèé
ïðèäåðæèâàåòñÿ ýòîé ñòðàòåãèè, à ìû ïðèìåíèì «âîåííóþ
õèòðîñòü»: êîðàáëü íàðèñóåì íå ñðàçó, à çàÿâèì åãî â ñàìûé
ïîñëåäíèé ìîìåíò, íàñêîëüêî ýòî áóäåò âîçìîæíî. À èìåííî:
1) ïîñëå òîãî âûñòðåëà, êîòîðûé ëèøàåò íàñ âîçìîæíîñòè
íàéòè ñòîÿíêó äëÿ öåëîãî êîðàáëÿ, îáúÿâèì, ÷òî êîðàáëü ðà-
íåí: 2) ïîñëå òîãî âûñòðåëà, êîòîðûé ëèøàåò íàñ âîçìîæíîñ-
òè íàéòè ñòîÿíêó äëÿ êîðàáëÿ ñ îäíîé ðàíîé è äâóìÿ öåëûìè

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7
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êëåòêàìè, îáúÿâèì, ÷òî êîðàáëü äâàæäû ðàíåí: 3) ïîñëå òîãî
âûñòðåëà, êîòîðûé ëèøàåò íàñ âîçìîæíîñòè íàéòè ñòîÿíêó
äëÿ êîðàáëÿ ñ äâóìÿ ðàíàìè è îäíîé öåëîé êëåòêîé, îáúÿ-
âèì, ÷òî êîðàáëü ïîòîïëåí. Åñëè êîðàáëü áûë ïåðâûé ðàç ðà-
íåí k-ì âûñòðåëîì, ãäå 17k ≥ , òî äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî åãî ïî-
òîïëåíèÿ ïîòðåáóåòñÿ íå ìåíåå 19 âûñòðåëîâ. Ìåíüøå ÷åì çà
16 âûñòðåëîâ (â ñèëó íàøåé óëîâêè) êîðàáëü ðàíèòü íå óäàñ-
òñÿ, ïîýòîìó, åñëè îí ïîðàæàåòñÿ 18 âûñòðåëàìè, ïåðâûé ðàç
îí áóäåò ðàíåí â òî÷íîñòè 16-ì âûñòðåëîì.
Äàëüøå òðåáóåòñÿ áîëåå òîíêèé àíàëèç, è ìû ðàññìîòðèì âîç-
ìîæíûå ñöåíàðèè ñîáûòèé.
À) Åñëè õîòÿ áû îäèí èç ïåðâûõ 16 âûñòðåëîâ áûë ñäåëàí â
öåíòðàëüíóþ, óãëîâóþ èëè ïðèìûêàþùóþ ê ñåðåäèíå ñòîðî-
íû êëåòêó, òî, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêàõ 6 è 8, êîðàáëü íå

ìîã áûòü ðàíåí 16-ì âûñòðåëîì (îäíà èç âîçìîæíûõ 16-òè
ñòîÿíîê îñòàëàñü öåëîé). Òàêèì îáðàçîì, äî ïåðâîãî ðàíåíèÿ
âûñòðåëîâ â óêàçàííûå êëåòêè íå ïðîèçâîäèëîñü. Â äàëüíåé-
øåì ýòè êëåòêè ìû áóäåì íàçûâàòü íåòðîíóòûìè.
Á) Êîðàáëü íå ìîæåò áûòü ðàíåí 16-ì âûñòðåëîì, åñëè êà-
êèå-òî äâà èç íèõ áûëè ñäåëàíû â ñîñåäíèå ïî ñòîðîíå êëåò-
êè. Äåéñòâèòåëüíî, öåíòðàëüíàÿ êëåòêà – íåòðîíóòàÿ, ïîýòî-
ìó âñåãäà ìîæíî âûäåëèòü 16 ñòîÿíîê òàê, ÷òîáû ýòè äâà âûñ-

òðåëà ïðèøëèñü â
îäíó ñòîÿíêó – òîã-
äà îäíà èç îñòàâ-
øèõñÿ 15 ñòîÿíîê
îêàæåòñÿ öåëîé.
Íèæåñëåäóþùèå
ïðèìåðû íà ðèñóíêå
9 ïîêàçûâàþò, êàê
ýòî ìîæíî ñäåëàòü.
Èòàê, ïîñëåäíèé,
16-é âûñòðåë ìîã
áûòü ñäåëàí ëèáî â
îäíó èç ïåðèôåðèé-
íûõ êëåòîê, çà èñ-
êëþ÷åíèåì óãëîâûõ
è ñðåäèííûõ, ëèáî â
îäíó èç âíóòðåííèõ

êëåòîê, êðîìå öåíòðàëüíîé. Íà ðèñóíêå 10 êðåñòèêîì ïîêàçà-
íû âîçìîæíûå âàðèàíòû äëÿ 16-ãî âûñòðåëà, ïðè÷åì êðóæî÷-
êîì íà ýòèõ ðèñóíêàõ ïîêàçàíû íåòðîíóòûå êëåòêè. ßñíî,

÷òî â ñèëó íàøåé óëîâêè âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî
ñäåëàòü åùå ïî êðàéíåé ìåðå 3 âûñòðåëà, ÷òîáû îêîí÷àòåëüíî

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

ïîòîïèòü êîðàáëü.
Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî êîðàáëü íàâåðíÿêà ìîæíî
ïîòîïèòü íå áîëåå ÷åì çà 18 âûñòðåëîâ, ìû ïðèøëè ê âûâîäó,
÷òî âûñòðåëîâ íàäî áîëüøå. Ïðîòèâîðå÷èå.
Ñëåäîâàòåëüíî, êîðàáëü ìîæíî íàâåðíÿêà ïîòîïèòü ìèíèìóì
çà 19 âûñòðåëîâ.

ËÅÃÅÍÄÀ  Î  ÇÀÄÀ×Å  ÃÀÓÑÑÀ

1. ( )1 100 50 5050+ ◊ = .
2, 3, 4. Äëÿ òðåõ äàííûõ ñóìì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíàêîâ
îäíà è òà æå:

(+ – – + – + + –).

5. (+ – – + – + + – – + + – + – – +).
6, 7. (+ – – + – + + – – + + – + – – + – + + – + – – + + – –
+ – + + – ).
8. n = 64, n = 128, ..., n = 64k, ãäå k ŒN . Ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü çíàêîâ ïîëó÷àåòñÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óêàçàííîé â
îòâåòå ê óïðàæíåíèÿì 6, 7 è ñîäåðæàùåé 32 çíàêà, çàìåíîé
çíàêà ïëþñ íà ïàðó çíàêîâ + – è çàìåíîé çíàêà ìèíóñ íà
ïàðó çíàêîâ – +. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
çíàêîâ, ïåðèîä êîòîðîé ðàâåí 64.

ÂÏÈÑÀÍÍÛÅ  È  ÎÏÈÑÀÍÍÛÅ  ÌÍÎÃÎÓÃÎËÜÍÈÊÈ

1. à, ã, ä) Äà; á, â, å) íåò.

2. à, â) Äà; á, ã) íåò.

3. Äà.      4. Íåò.       5. Äà.      6. à, á) Íåò; â, ã, ä) äà.

7. Íåò.     8. Äà.        9. Íåò.     10. Äà.

ÇÀÐßÆÅÍÍÛÅ  ×ÀÑÒÈÖÛ  Â  ÌÀÃÍÈÒÍÎÌ  ÏÎËÅ

1. 
( )

2

*,…

3

4

qBR
W

m
= , ãäå q – çàðÿä è m – ìàññà ïðîòîíà.

2. 0
2 cosmv

t
qE

α
= ; 

0
cosn

E
B n

v

π
α= , ãäå n = 1, 2, 3…

3. 
IB

U
nea

= , ãäå å – çàðÿä ýëåêòðîíà.

LXIX  ÌÎÑÊÎÂÑÊÀß  ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ

Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê

6 êëàññ

1. 503 òàáëåòêè.
Ïîêà çâåðè íå ñúåëè ëåêàðñòâî, çàáåðåì îäíó òàáëåòêó ó íî-
ñîðîãà, äâå ó áåãåìîòà è òðè ó ñëîíà. Òåïåðü ó âñåõ òàáëåòîê
ïîðîâíó. Çàáðàëè ìû 6 òàáëåòîê, ò.å. îñòàëîñü èõ 2000 – ïî
500 ó êàæäîãî. Ó ñëîíà çàáðàëè 3 òàáëåòêè, ò.å. Àéáîëèò ïðî-
ïèñàë ñëîíó 503 òàáëåòêè.
2. Èñêîìûé ðàçðåç ïîêàçàí íà ðèñóí-
êå 11.
3. Íà 3-é ýòàæ.
Åñëè íà ýòàæå íå áîëåå òðåõ êâàð-
òèð, òî â äåñÿòè ïîäúåçäàõ èõ íå áî-
ëåå ÷åì 10 9 3 270◊ ◊ = , ò.å. â 10-ì
ïîäúåçäå êâàðòèðû 333 íå áóäåò.
Åñëè íà ýòàæå íå ìåíåå ïÿòè êâàð-
òèð, òî óæå â äåâÿòè ïîäúåçäàõ áóäåò
íå ìåíåå ÷åì 9 9 5 405◊ ◊ =  êâàðòèð,
ò.å. èñêîìàÿ êâàðòèðà áóäåò íå â äå-
ñÿòîì ïîäúåçäå. Çíà÷èò, êâàðòèð íà
ýòàæå 4, â ïåðâûõ äåâÿòè ïîäúåçäàõ 9 9 4 324◊ ◊ =  êâàðòèðû.
Òîãäà â äåñÿòîì ïîäúåçäå êâàðòèðû íà÷èíàþòñÿ ñ 325-é. Íà
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âòîðîì ýòàæå îíè íà÷íóòñÿ ñ 329-é, íà òðåòüåì – ñ 333-é. Òà-
êèì îáðàçîì, Ïåòå íóæíî ïîäíÿòüñÿ íà òðåòèé ýòàæ.
4. Âîò îäèí èç ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Åñëè áû ó Òàíè
áîëüøîé êóâøèí âìåùàë 10 ëèòðîâ, òî äîñòàòî÷íî áûëî áû
ïîïûòàòüñÿ íàëèòü â íåãî âîäó èç ìàëîãî òðèæäû. Åñëè âîäà
ïîëüåòñÿ ÷åðåç êðàé, òî ìàëûé êóâøèí íà 4 ëèòðà, åñëè íåò,
òî íà 3. Ñ ïÿòèëèòðîâûì êóâøèíîì òàêàÿ ïðîâåðêà âîçìîæ-
íà, åñëè Òàíÿ îïîðîæíèò ïÿòèëèòðîâûé êóâøèí, êîãäà òîò çà-
ïîëíèòñÿ.
5. Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ðàññòàíîâêè ÿáëîíü è ãðóø, íàïðè-
ìåð òàêàÿ, êàê ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 12,à. Íàèáîëüøåå ÷èñëî
ÿáëîíü ìîæíî ïîìåñòèòü, åñëè ãðóøè ðàñòóò äîñòàòî÷íî ãóñ-

òî. Íàïðèìåð, åñëè ïîñàäèòü ãðóøè â ðÿä ÷åðåç 5 ìåòðîâ, òî
íàéäåòñÿ ìåñòî äëÿ 12 ÿáëîíü (ðèñ.12,á).
Äîêàæåì, ÷òî áîëüøå äâåíàäöàòè ÿáëîíü áûòü íå ìîæåò. Â
ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì äâå êàêèå-òî ãðóøè. Íà ðàññòîÿíèè
10 ìåòðîâ îò íèõ ìîæåò áûòü òîëüêî äâå ÿáëîíè – îäíà ïî
îäíó ñòîðîíó îò ëèíèè ãðóø, äðóãàÿ – ïî ïðîòèâîïîëîæíóþ
(ðèñ.12,â). Ïîýòîìó êàæäàÿ ïàðà ãðóø «îáñëóæèâàåò» íå áî-
ëåå ÷åì äâå ÿáëîíè. Òàê êàê ïàð ãðóø ðîâíî øåñòü (ïåðåñ÷è-
òàéòå!), òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ÿáëîíü ðàâíî 12.
6. Êàæäàÿ êîìàíäà ïðîâåëà 4 èãðû. ßñíî, ÷òî ïåðâàÿ êîìàí-
äà îäèí ðàç ñûãðàëà âíè÷üþ, à îñòàëüíûå èãðû ïðîèãðàëà.
Âòîðàÿ èìååò äâå íè÷üè è äâà ïîðàæåíèÿ. Òðåòüÿ êîìàíäà
ïÿòü î÷êîâ íà îäíèõ íè÷üèõ íàáðàòü íå ìîãëà, ñòàëî áûòü,
îíà îäèí ðàç âûèãðàëà, êðîìå òîãî, ó íåå äâå íè÷üè è ïîðà-
æåíèå. ×åòâåðòàÿ êîìàíäà ïîáåäèëà äâà ðàçà (åñëè áû îäèí,
òî åé ïðèøëîñü áû íàáðàòü â òðåõ èãðàõ íà îäíèõ íè÷üèõ 4
î÷êà, ÷òî íåâîçìîæíî). Òàêæå ó ýòîé êîìàíäû åñòü íè÷üÿ è
ïîðàæåíèå. Â èòîãå ïåðâûå ÷åòûðå êîìàíäû âûèãðàëè 3 ðàçà,
à ïðîèãðàëè 7 ðàç. Îäíàêî ÷èñëî ïîáåä äîëæíî ðàâíÿòüñÿ
÷èñëó ïîðàæåíèé. Çíà÷èò, 4 ðàçà îíè ïðîèãðàëè ïÿòîé êîìàí-
äå, è ó òîé 12 î÷êîâ.
Íåòðóäíî ïðèâåñòè ïðèìåð òóðíèðà, ãäå òàêîå ðàñïðåäåëåíèå
î÷êîâ âîçìîæíî. Ïóñòü ïÿòàÿ êîìàíäà âûèãðàëà ó âñåõ, ÷åò-
âåðòàÿ – ó ïåðâîé è âòîðîé, òðåòüÿ – ó ïåðâîé, à âñå îñòàëü-
íûå èãðû çàêîí÷èëèñü âíè÷üþ. Òîãäà ó êàæäîé êîìàíäû áó-
äåò íàçâàííîå ÷èñëî î÷êîâ.

7 êëàññ

1. 
6

7
 è 

1

7
.Òðåòü äîëè Ïóõà óâåëè÷èëà âòðîå ïîðöèþ Ïÿòà÷-

êà, ò.å. ñàìà áûëà âäâîå áîëüøå íåå.
Çíà÷èò, âñÿ äîëÿ Ïóõà áûëà â 6 ðàç
áîëüøå äîëè Ïÿòà÷êà, ò.å. ó Ïóõà

áûëî âíà÷àëå 
6

7
 òîðòà, à ó Ïÿòà÷êà –

ëèøü 
1

7
.

2. Èñêîìûé ðàçðåç ïîêàçàí íà ðèñóí-
êå 13.
3. Íàòàøà ïðàâà.
Âñåãî ñóùåñòâóåò 7 ðàçëè÷íûõ âàðè-
àíòîâ ðàñïîëîæåíèÿ äàò â ÿíâàðñêîì
êàëåíäàðå. Ïðè ýòîì åñòü âñåãî äâà
ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòà ðàñ-

ïîëîæåíèÿ òðåóãîëüíèêà 10-20-
30 (ñì. ðèñ.14 çäåñü è ðèñ.3 ê
óñëîâèþ çàäà÷è), âñå îñòàëü-
íûå ïîëó÷àþòñÿ èç ïåðâûõ
äâóõ ãîðèçîíòàëüíûìè ñäâèãà-
ìè òðåóãîëüíèêà. Ïðîâåðèì
Íàòàøèíî ïðåäïîëîæåíèå äëÿ
ïåðâîãî ñëó÷àÿ, à äëÿ âòîðîãî
ñëó÷àÿ ðàññóæäåíèÿ áóäóò àíà-
ëîãè÷íûìè. Î÷åâèäíî, ÷òî ó
òðåóãîëüíèêà 30-9-10 óãîë 9
ïðÿìîé (ñì. ðèñ.14) è, àíàëî-
ãè÷íî, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì óãîë
13 ó òðåóãîëüíèêà 10-13-20.
ßñíî, ÷òî ñòîðîíû 9-30 è 10-13
ðàâíû; àíàëîãè÷íî, ðàâíû ñòî-
ðîíû 9-10 è 13-20. Ïîýòîìó
òðåóãîëüíèêè 9-30-10 è
13-10-20 ðàâíû ïî äâóì ñòîðî-
íàì è óãëó ìåæäó íèìè. Çíà-
÷èò, îòðåçêè 10-30 è 10-20 ðàâ-
íû. Òàê êàê ñóììà óãëîâ â òðå-
óãîëüíèêå ðàâíà 180°, ïîëó÷à-
åì, ÷òî ñóììà îñòðûõ óãëîâ â
òðåóãîëüíèêå 9-10-30 ðàâíà
180° – 90° = 90°. Îñòàëîñü çà-
ìåòèòü, ÷òî ñóììà óãëîâ, äî-
ïîëíÿþùèõ óãîë 10 äî ðàçâåð-
íóòîãî óãëà, ðàâíà ñóììå îñò-
ðûõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà 9-10-30. Çíà÷èò, óãîë 10 òîæå ðàâåí
90°.  Èòàê, òðåóãîëüíèê 10-20-30 ÿâëÿåòñÿ ðàâíîáåäðåííûì è
ïðÿìîóãîëüíûì.
4. à) 1; á) 1989.
à) Ïåðâûé ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê áûë â 1990 ãîäó. ßñíî,
÷òî ãîä åãî ïðîâåäåíèÿ äåëèòñÿ íà åãî íîìåð, ïîòîìó ÷òî íî-
ìåð ðàâåí åäèíèöå.
á) Ïóñòü N – íîìåð ïðàçäíèêà. Òîãäà ãîä åãî ïðîâåäåíèÿ ðà-
âåí ( )2006 17 N- + =

1989 N= + . Ïóñòü ãîä ïðî-
âåäåíèÿ äåëèòñÿ íà íîìåð,
ò.å. 1989 + + N äåëèòñÿ íà
N. Çíà÷èò, 1989 äåëèòñÿ íà
N. Ïîñêîëüêó ìû èùåì íàè-
áîëüøåå N, òî íóæíî âçÿòü
N = 1989.
5. Íàïðèìåð, ñàä ìîæåò âûã-
ëÿäåòü òàê, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 15.
Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå,
ìîæíî òàê ðàñïîëîæèòü ãðó-
øè è ÿáëîíè, ÷òî ÿáëîíü áó-
äåò âî ìíîãî ðàç áîëüøå, ÷åì
ãðóø. Ðàññòàâèì ãðóøè íà
îäíîé ïðÿìîé ÷åðåç ðàâíûå ðàññòîÿíèÿ òàê, ÷òîáû ðàññòîÿíèå
ìåæäó ïåðâîé è ïîñëåäíåé íå ïðåâîñ-
õîäèëî 20 ìåòðîâ. Ïîñëå ýòîãî áåðåì
ëþáûå äâå ãðóøè (íàçîâåì èõ À è Â)
è ñòàâèì ÿáëîíþ â âåðøèíå ðàâíîáåä-
ðåííîãî òðåóãîëüíèêà ñ îñíîâàíèåì
ÀÂ è áîêîâûìè ñòîðîíàìè äëèíîé 10
ìåòðîâ. Åùå îäíó ÿáëîíþ ñòàâèì ñèì-
ìåòðè÷íî ýòîé ÿáëîíå îòíîñèòåëüíî
ëèíèè ãðóø (ðèñ.16). Çíà÷èò, ÿáëîíü
ìîæíî ïîñòàâèòü âäâîå áîëüøå ÷èñëà

ïàð ãðóø, à îíî ðàâíî 
( )1

2

n n -
. Ìû

Ðèñ. 12

Ðèñ. 13

Ðèñ. 14

Ðèñ. 15

Ðèñ. 16
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ñìîæåì ïîñòàâèòü 
( )

( )
1

2 1
2

n n
n n

-
◊ = -  ÿáëîíü. Îòìåòèì, ÷òî

â ýòîì ñëó÷àå îòíîøåíèå ÷èñëà ÿáëîíü è ÷èñëà ãðóø ðàâíî

( )1
1

n n
n

n

-
= - , çíà÷èò, âûáèðàÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèå n, ýòî

îòíîøåíèå ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì.
6. à) Äà; á) íåò.
à) Ñíà÷àëà çàêðàñèì ðÿä äëèíîé 9 êëåòîê, ñîäåðæàùèé èçíà-
÷àëüíî çàêðàøåííóþ êëåòêó (ðèñ.17). Äàëåå áóäåì êðàñèòü

ñòîëáöû ÷åðåç îäèí, íà÷èíàÿ çàêðàñêó îò êëåòîê ïîêðàøåííî-
ãî ðÿäà (ðèñ.18). Ïîñëå ýòîãî çàêðàñèòü îñòàâøèåñÿ êëåòêè
äîñêè ñîâñåì ïðîñòî.
Çàìå÷àíèå. Äàííûé ñïîñîá ïîêðàñêè îáîáùàåòñÿ íà òîò ñëó-
÷àé, êîãäà õîòÿ áû îäíà èç ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà èìååò íå-
÷åòíóþ äëèíó. Ïîâåðíåì ïðÿìîóãîëüíèê òàê, ÷òîáû åãî øèðè-
íà áûëà íå÷åòíîé, à ïîñëå ýòîãî ïîâòîðèì òîëüêî ÷òî îïèñàí-
íóþ ïðîöåäóðó: êðàñèì ðÿä íå÷åòíîé äëèíû è òàê äàëåå.
á) Âîò îäíî èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé. Ïîñìîòðèì íà ïîëóïåðè-
ìåòð ôèãóðû, ñîñòîÿùåé èç çàêðàøåííûõ êëåòîê. Âíà÷àëå,
êîãäà çàêðàñèëè îäíó êëåòêó, ïîëóïåðèìåòð ðàâåí 2. Íà êàæ-
äîì øàãå ïîëóïåðèìåòð èëè óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1 (åñëè ó êëåò-
êè áûëà òîëüêî îäíà ñîñåäíÿÿ çàêðàøåííàÿ êëåòêà) èëè
óìåíüøàåòñÿ íà 1 (åñëè òàêèõ ñîñåäåé áûëî 3), ò.å. ïîëóïåðè-
ìåòð óâåëè÷èâàåòñÿ èëè óìåíüøàåòñÿ íà 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
êîãäà çàêðàøåíî ÷åòíîå ÷èñëî êëåòîê, ïîëóïåðèìåòð çàêðà-
øåííîé ôèãóðû íå÷åòåí. Çàìåòèì, ÷òî ïîëóïåðèìåòð âñåãî
ïðÿìîóãîëüíèêà 8 10¥  ðàâåí 18, ò.å. ÷åòíûé, ïîýòîìó âåñü
ïðÿìîóãîëüíèê çàêðàñèòü íåëüçÿ.

Çàäà÷è ñòàðøèõ êëàññîâ

8 êëàññ

1. 982 øêîëüíèêà.
Ïóñòü âñå çàäà÷è ðåøèëè n øêîëüíèêîâ. Òîãäà õîòÿ áû 5 çà-
äà÷ ðåøèëè 4n ÷åëîâåê, õîòÿ áû 4 çàäà÷è – 16n ÷åëîâåê,...
...,  õîòÿ áû îäíó çàäà÷ó ðåøèëè 1024n ÷åëîâåê. Ñëåäîâà-
òåëüíî, 1024 2006n £ , îòêóäà ïîëó÷àåì 2006 : 1024 2n £ < .
Ïîñêîëüêó Âàñÿ ðåøèë ðîâíî îäíó çàäà÷ó, òî 1024n > 0, îò-
êóäà n > 0. Ïîýòîìó n = 1; õîòÿ áû îäíó çàäà÷ó ðåøèëè 1024
øêîëüíèêà, à çíà÷èò, íè îäíîé çàäà÷è íå ðåøèëè 2006 –
– 1024 = 982 øêîëüíèêà.
2. 7 ÷èñåë.
Ïðèâåäåì ñíà÷àëà ïðèìåð òàáëèöû, â êîòîðîé ðîâíî ñåìü íå-
íóëåâûõ ÷èñåë:

Äîêàæåì, ÷òî ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì íåíóëåâûõ ÷èñåë îáîé-
òèñü íåëüçÿ.
Åñëè â òàáëèöå ðîâíî îäíî íåíóëåâîå ÷èñëî, òî ñóììà ÷èñåë â
ñòðîêå, ñîäåðæàùåé ýòî ÷èñëî, îòëè÷íà îò íóëÿ.

Äîïóñòèì, â òàáëèöå ðîâíî òðè íåíóëåâûõ ÷èñëà. Åñëè âñå
îíè ñòîÿò â îäíîé ñòðîêå, òî ñóììà ÷èñåë â ëþáîì ñòîëáöå îò-
ëè÷íà îò íóëÿ. Åñëè íå âñå îíè ñòîÿò â îäíîé ñòðîêå, òî â êà-
êîé-íèáóäü ñòðîêå ñòîèò ðîâíî îäíî íåíóëåâîå ÷èñëî è ñóììà
÷èñåë â ýòîé ñòðîêå íå ðàâíà íóëþ.
Äîïóñòèì, â òàáëèöå ðîâíî ïÿòü íåíóëåâûõ ÷èñåë. Òîãäà â
òàáëèöå 4 íóëÿ, çíà÷èò, êàêèå-òî äâà íóëÿ ñòîÿò â îäíîé ñòðî-
êå. Ïîñêîëüêó ñóììà ÷èñåë â ýòîé ñòðîêå ðàâíà íóëþ, âñå
÷èñëà â ýòîé ñòðîêå – íóëè. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî â ñòîëá-
öå, â êîòîðîì ñòîèò îñòàâøèéñÿ íîëü, ðîâíî äâà íóëÿ, ÷òî íå-
âîçìîæíî.
3. Ïóñòü D – ñåðåäèíà
ñòîðîíû 1 1A B  (ðèñ.19).
Òîãäà 1 1 90C DA– = ∞ . Ñëå-
äîâàòåëüíî, ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê 1 1CC DA  – âïè-
ñàííûé, îòêóäà 1 1DAC– =

1 45DCC= – = ∞  è

1 1DC C DA A– = – . Òàêèì
îáðàçîì, òðåóãîëüíèêè

1DC C  è 1 1B A A  ïîäîáíû
ïî äâóì óãëàì. Êîýôôè-
öèåíò ïîäîáèÿ ðàâåí

1 1

1

2
B A

DC
= , ïîýòîìó

1 2AA = 1CC .

4. Òàê êàê ìîíåò 9 è íèêàêèå äâå ôàëüøèâûå íå ëåæàò ðÿ-
äîì, òî êàêèå-òî äâå íàñòîÿùèå ìîíåòû ëåæàò ðÿäîì, à îñ-
òàëüíûå ìîíåòû ÷åðåäóþòñÿ (ðèñ.20). Çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷-

íî íàéòè äâå íàñòîÿùèå ìîíåòû, ëåæàùèå ðÿäîì (ýòèì ðàñïî-
ëîæåíèå îñòàëüíûõ ìîíåò îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî). Íà÷àâ ñ
ïðîèçâîëüíîé ìîíåòû, ïðîíóìåðóåì ìîíåòû ïîäðÿä ÷èñëàìè
îò 1 äî 9 (ðèñ. 21). Âçâåøèâàòü ìîæíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè.
Âîò îäèí èç íèõ.
Âçâåñèì ìîíåòû 1 è 4. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

i  Ìîíåòû 1 è 4 âåñÿò îäèíàêîâî. Âçâåñèì ìîíåòû 2 è 3. Åñëè
2 è 3 âåñÿò îäèíàêîâî, òî îíè íàñòîÿùèå, ïîñêîëüêó ëåæàò
ðÿäîì. Ïóñòü îäíà ìîíåòà òÿæåëåå (ôàëüøèâàÿ), áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ìîíåòà 2, òîãäà ìîíåòû 3, 1 è 4 íàñòîÿùèå.
Ìîíåòû 3 è 4 – äâå íàñòîÿùèå ðÿäîì.

i  Ìîíåòû 1 è 4 âåñÿò ïî-ðàçíîìó. Ïóñòü ìîíåòà 4 òÿæåëåå
(ôàëüøèâàÿ). Òîãäà ìîíåòû 5, 3 è 1 – íàñòîÿùèå, à ìîíåòà
2 – ôàëüøèâàÿ. Âçâåñèì ìîíåòû 9 è 6. Åñëè îíè îäèíàêîâî
âåñÿò, òî 7 è 8 – íàñòîÿùèå. Åñëè æå êàêàÿ-òî èç íèõ íà-
ñòîÿùàÿ, òî ìû íàõîäèì äâå íàñòîÿùèå ðÿäîì.

5. Ïðèìåð èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 22 (âàæíî, ÷òî ðåæåì íå ïî
êëåòî÷êàì).
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6. n ìîæåò áûòü ëþáûì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì, êðîìå 1, 2, 4,
5, 8 è 11.
Âû÷èñëèì äëÿ êàæäîé íåäåëè ñóììó Âàíèíûõ îöåíîê çà ýòó
íåäåëþ. Ïîñìîòðèì, êàê ìîãëà èçìåíèòüñÿ ñóììà îöåíîê íà
óäà÷íîé íåäåëå. Ïóñòü îöåíêè Âàíè óõóäøèëèñü ïî õ ïðåäìå-
òàì. Òîãäà îíè óëó÷øèëèñü õîòÿ áû ïî õ + 2 ïðåäìåòàì. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ( )2 7x x + £ , ò.å. 2x £ . Ñóììà îöåíîê çà òå
ïðåäìåòû, çà êîòîðûå îöåíêè óëó÷øèëèñü, âîçðîñëà õîòÿ áû
íà õ + 2, à ñóììà îöåíîê çà òå ïðåäìåòû, çà êîòîðûå îöåíêè
óõóäøèëèñü, óìåíüøèëàñü íå áîëåå ÷åì íà 2õ. Ïîñêîëüêó

2x £ , òî 2 2x x£ + , ò.å. óìåíüøèëàñü ñóììà íå áîëüøå, ÷åì
óâåëè÷èëàñü. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà Âàíèíûõ îöåíîê íå
óìåíüøàåòñÿ, ïðè÷åì ñîõðàíèòüñÿ îíà ìîæåò òîëüêî åñëè ïî
äâóì ïðåäìåòàì îöåíêè óõóäøèëèñü íà 2, à ïî ÷åòûðåì óëó÷-
øèëèñü íà 1.
Òàê êàê â èòîãå ñóììà îöåíîê íå óâåëè÷èëàñü, à êàæäóþ íå-
äåëþ íå óìåíüøàëàñü, òî îíà íå èçìåíÿëàñü âñå âðåìÿ íàáëþ-
äåíèÿ çà óñïåâàåìîñòüþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîíèæåíèå îöåíêè
ïðîèñõîäèò âñÿêèé ðàç íà 2 áàëëà, à ïîâûøåíèå – íà 1 áàëë,
ò.å. äëÿ êàæäîãî ïðåäìåòà ïîâûøåíèé îöåíêè ïðîèçîøëî â
äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì ïîíèæåíèé. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî
èçìåíåíèé êàæäîé îöåíêè êðàòíî òðåì.
Ïóñòü Âàíÿ íàáëþäàë çà ñâîåé óñïåâàåìîñòüþ n íåäåëü, íå
ñ÷èòàÿ ïåðâîé. Ïîñìîòðèì, ÷åìó ìîæåò áûòü ðàâíî n. Ðàñ-
ñìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

i  Ïóñòü n êðàòíî òðåì. Íèæå ïðåäñòàâëåí ïðèìåð èçìåíåíèé
îöåíîê Âàíè ïðè n = 3:

Ïåðâàÿ íåäåëÿ 5 5 3 3 4 4 5

1-ÿ íåäåëÿ
íàáëþäåíèé 3 3 4 4 5 5 5

2-ÿ íåäåëÿ
íàáëþäåíèé 4 4 5 5 3 3 5

3-ÿ íåäåëÿ
íàáëþäåíèé 5 5 3 3 4 4 5

Ïîâòîðÿÿ ïîñëåäíèå òðè íåäåëè k ðàç, ïîëó÷èì ïðèìåð äëÿ
n = 3k.

iÏóñòü n = 3k + 1. Ïîñìîòðèì íà ïðåäìåò, ïðî êîòîðûé ìû
çíàåì, ÷òî îöåíêà ïî íåìó ìåíÿëàñü. Òàê êàê êîëè÷åñòâî èç-
ìåíåíèé îöåíêè ïî ýòîìó ïðåäìåòó êðàòíî òðåì, à n = 3k + 1,
òî áûëà õîòÿ áû îäíà íåäåëÿ, íà êîòîðîé ýòà îöåíêà íå èçìå-
íèëàñü. Â ýòó íåäåëþ âñå îñòàëüíûå îöåíêè èçìåíÿëèñü. Ïî-
ýòîìó ïî âñåì ïðåäìåòàì îöåíêè êîãäà-ëèáî ìåíÿëèñü, è çíà-
÷èò, åñòü íåäåëÿ (äëÿ êàæäîãî ïðåäìåòà – ñâîÿ), êîãäà îöåí-
êà ïî ýòîìó ïðåäìåòó îñòàëàñü áåç èçìåíåíèé. Ïîñêîëüêó
ïðåäìåòîâ 7, ÷èñëî íåäåëü íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ñåìè. Íèæå
ïðåäñòàâëåí ïðèìåð èçìåíåíèé îöåíîê Âàíè ïðè n = 7:

Ïåðâàÿ íåäåëÿ 5 5 3 3 4 4 5

1-ÿ íåäåëÿ
íàáëþäåíèé 3 3 4 4 5 5 5

2-ÿ íåäåëÿ
íàáëþäåíèé 4 4 5 5 5 3 3

3-ÿ íåäåëÿ
íàáëþäåíèé 5 5 5 3 3 4 4

4-ÿ íåäåëÿ
íàáëþäåíèé 5 3 3 4 4 5 5

5-ÿ íåäåëÿ
íàáëþäåíèé 3 4 4 5 5 5 3

6-ÿ íåäåëÿ
íàáëþäåíèé 4 5 5 5 3 3 4

7-ÿ íåäåëÿ
íàáëþäåíèé 5 5 3 3 4 4 5

Äîáàâëÿÿ ïî òðè íåäåëè èç ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, ïîëó÷èì
ëþáîå n âèäà 3k + 1, áîëüøåå ñåìè.
iÏóñòü n = 3k + 2. Ïîñìîòðèì íà ïðåäìåò, ïðî êîòîðûé ìû
çíàåì, ÷òî îöåíêà ïî íåìó ìåíÿëàñü. Òàê êàê êîëè÷åñòâî èç-
ìåíåíèé îöåíêè ïî ýòîìó ïðåäìåòó êðàòíî òðåì, à n = 3k + 2,
òî áûëè õîòÿ áû äâå íåäåëè, íà êîòîðûõ îöåíêà ïî ýòîìó
ïðåäìåòó íå èçìåíèëàñü, à ïî îñòàëüíûì ïðåäìåòàì îöåíêà
ìåíÿëàñü. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, äëÿ êàæäîãî
ïðåäìåòà åñòü õîòÿ áû äâå íåäåëè, íà êîòîðûõ îöåíêà ïî ýòèì
ïðåäìåòàì íå ìåíÿëàñü, à ïî âñåì îñòàëüíûì ìåíÿëàñü, ïîýòî-
ìó ÷èñëî íåäåëü íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ÷åì 14.
Ïðèìåð äëÿ n = 14 ñòðîèòñÿ äâóêðàòíûì ïîâòîðåíèåì ïðèìå-
ðà äëÿ n = 7. Äàëåå, î÷åâèäíî, ìîæíî äîáàâëÿòü ïî òðè íåäå-
ëè èç ïðèìåðà ïåðâîãî ñëó÷àÿ.

9 êëàññ

1. n = 37.
Åñëè â ïåðâûé äåíü Âàñÿ ñúåñò à êîíôåò, òî çà n äíåé îí
ñúåñò

( ) ( )
( )2 1

1 1
2

n a n
a a a n…

- +
+ + + + + - =

êîíôåò. Çíà÷èò, 
( )2 1

777
2

n a n- +
= . Ñëåäîâàòåëüíî, n äåëèò

2 777 1554◊ = . Òàê êàê ( ) 21554 2 1n a n n= - + > , òî n < 40.

Íî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî n, ìåíüøå 40 è äåëÿùåå 1554 =
2 3 7 37= ◊ ◊ ◊ , ðàâíÿåòñÿ 37. Ñëó÷àé n = 37 äåéñòâèòåëüíî âîç-

ìîæåí ïðè à = 3.
2. Åñëè íàøåëñÿ øêîëüíèê, íå ðåøèâøèé íè îäíîé çàäà÷è, òî
íå áóäåì åãî ðàññìàòðèâàòü. Àíàëîãè÷íî, åñëè åñòü çàäà÷à, íå
ðåøåííàÿ íè îäíèì èç øêîëüíèêîâ, òî íå áóäåì åå ðàññìàòðè-
âàòü. Ïî-ïðåæíåìó âñå øêîëüíèêè ðåøèëè ðàçíîå êîëè÷åñòâî
çàäà÷, âñå çàäà÷è ðåøåíû ðàçíûì êîëè÷åñòâîì øêîëüíèêîâ.
Ïóñòü îñòàëîñü m¢  øêîëüíèêîâ è n¢  çàäà÷. Òîãäà 1m ≥¢ ,

1n ≥¢ . Åñëè êàæäûé èç m¢  øêîëüíèêîâ ðåøèë îò 2 äî n¢  çà-
äà÷ è âñå ðåøèëè ðàçíîå êîëè÷åñòâî çàäà÷, òî 1m n£ -¢ ¢ .
Òàê êàê êàæäàÿ èç n¢  çàäà÷ ðåøåíà îò 1 äî m¢  øêîëüíèêàìè
è âñå çàäà÷è ðåøåíû ðàçíûì êîëè÷åñòâîì øêîëüíèêîâ, òî
n m£¢ ¢ . Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, òðåáóåìûé øêîëüíèê íàéäåòñÿ.
3. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî äàííûõ ïðÿìîó-
ãîëüíèêîâ (ðèñ.23). Îáîçíà÷èì âòîðóþ òî÷êó èõ ïåðåñå÷åíèÿ
÷åðåç Õ. Òîãäà 90BXN BXK– = – = ∞ . Çíà÷èò, òî÷êè N, Õ,
K ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ÂÕ. Êðîìå

òîãî, òðåóãîëüíèêè NAB è KLB ðàâíû. Òîãäà NXA– =
NBA LBK LXK= – = – = – , çíà÷èò, òî÷êè À, Õ, L òàêæå ëå-

æàò íà îäíîé ïðÿìîé. Àíàëîãè÷íî, òî÷êè Ì, Ñ, Õ ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé. Ïîýòîìó Õ – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ òðåõ ïðÿ-
ìûõ.

4. Êîýôôèöèåíò ïðè 4 2006x ◊  â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè ðàâåí
1. Êîýôôèöèåíò ïðè íóëåâîé ñòåïåíè ðàâåí çíà÷åíèþ âûðà-

æåíèÿ ïðè õ = 0, ò.å. 20062 . Ñóììà âñåõ êîýôôèöèåíòîâ ðàâ-

íà çíà÷åíèþ íàøåãî âûðàæåíèÿ ïðè õ = 1, ò.å. 20062 . Çíà÷èò,
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ñóììà ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî êîýôôèöèåíòîâ áîëüøå ñóììû
âñåõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïîýòîìó îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ îòðèöà-
òåëüíûé êîýôôèöèåíò.
5. Íà ãîðèçîíòàëüíîì îòðåçêå âíèç ïîñòðîèì ïîëóîêðóæíîñòü
ðàäèóñà R, à ââåðõ – äâå ïîëóîêðóæíîñòè ðàäèóñà R/2 äî ñå-
ðåäèíû îòðåçêà (ðèñ.24,à). Òî÷êà êàñàíèÿ äâóõ ìàëåíüêèõ
îêðóæíîñòåé åñòü òî÷êà Ì. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó Ì ïðÿìûå

ÀÑ è BD (ðèñ.24,á). Ïóñòü K – öåíòð îêðóæíîñòè, íà êîòî-
ðîé ëåæàò òî÷êè Ñ è D. Òîãäà äëèíà äóãè CD ðàâíà

2 2 2R CKD R CMD R AMB◊ – = ◊ – = ◊ –  è ðàâíà äëèíå äóãè
ÀÂ.
6. Îáîçíà÷èì âûáðàííûå Áîðåé ÷èñëà ïî ïîðÿäêó

1 2 3 4 5, , , , ,a a a a a  à âûáðàííûå Ìèøåé – 1 2 3 4 5, , , ,b b b b b . Äîñòà-
òî÷íî äîêàçàòü, ÷òî 6k ka b

-
≥  äëÿ ëþáîãî k. Ðàññìîòðèì ñèòó-

àöèþ, êîãäà Áîðÿ âûáðàë k – 1 ÷èñëî, à Ìèøà âûáðàë
5 – k ÷èñåë. Â Áîðèíîé êîïèè òàáëèöû åùå íå âû÷åðêíóòû
÷èñëà íà ïåðåñå÷åíèè 6 – k ñòîëáöîâ. Â Ìèøèíîé êîïèè òàá-
ëèöû åùå íå âû÷åðêíóòû ÷èñëà íà ïåðåñå÷åíèè k ñòðîê è k
ñòîëáöîâ. Çíà÷èò, íàéäóòñÿ ñòðîêà è ñòîëáåö, êîòîðûå íå âû-
÷åðêíóòû íè ó Áîðè, íè ó Ìèøè, è ïóñòü õ – ÷èñëî íà èõ ïå-
ðåñå÷åíèè. Òîãäà 6k ka x b

-
≥ ≥ .

10 êëàññ

1. Íåò.
Ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàçèì ãðàôèêè äâóõ äàííûõ òðåõ÷ëåíîâ
(ðèñ.25). Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé èç ýòèõ òðåõ÷ëå-
íîâ ïðè õ = 1000 ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå. Ñëåäî-

âàòåëüíî, è èõ ñóììà â
ýòîé òî÷êå äîëæíà áûòü
ïîëîæèòåëüíà.
Ãðàôèê òðåõ÷ëåíà, ÿâëÿ-
þùåãîñÿ ñóììîé äàííûõ,
òàêæå ðàñïîëàãàåòñÿ âåò-
âÿìè ââåðõ. Ïóñòü îäèí
èç åãî êîðíåé áîëüøå òû-
ñÿ÷è, à äðóãîé – ìåíüøå
òûñÿ÷è. Òîãäà ÷èñëî 1000

ðàñïîëàãàåòñÿ ìåæäó êîðíÿìè, ò.å. çíà÷åíèå òðåõ÷ëåíà ïðè
õ = 1000 îòðèöàòåëüíî (åãî ãðàôèê ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåí
íà ðèñóíêå 25 øòðèõîâîé ëèíèåé). Ïðîòèâîðå÷èå.
2. Íåò, íå ìîæåò.
Ïóñòü α , β  è γ  – óãëû îäíîãî èç äàííûõ òðåóãîëüíèêîâ.
Òîãäà

( )( )tg tg tg tg tg tgα β γ α β π α β+ + = + + - + =

( )= tg tg tgα β α β+ - + = ( ) ( ) ( )tg 1 tg tg tgα β α β α β+ - - + =

( )tg tg tg tg tg tgα β α β α β γ= - + = .

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ðàâåíñòâî tg tg tgα β γ+ + =
tg tg tgα α γ=  âåðíî äëÿ óãëîâ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà. Íî â

îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå òàíãåíñ êàæäîãî óãëà ïîëîæèòå-
ëåí, ïîýòîìó èõ ïðîèçâåäåíèå  ïîëîæèòåëüíî. Â òóïîóãîëü-
íîì æå òðåóãîëüíèêå òàíãåíñ òóïîãî óãëà îòðèöàòåëåí, à äâà
äðóãèõ òàíãåíñà ïîëîæèòåëüíû, ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå òðåõ
òàíãåíñîâ îòðèöàòåëüíî.
3. Äà.

Äëÿ ýòîãî íàäî âçÿòü òåòðàýäð ABCD, êîòîðûé âìåñòå ñî ñâî-
åé ðàçâåðòêîé ïîêàçàí íà ðèñóíêå 26. Çäåñü ÑÀ = ÀÂ = BD è

90CAB CAD ABD CBD– = – = – = – = ∞ . Âîçìîæíû íåñêîëü-
êî ñïîñîáîâ çàìîùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà òàêèìè òåòðàýäðàìè.
Ïåðâûé ñïîñîá. Òåòðàýäð ABCD è ñèììåòðè÷íûé åìó îòíîñè-
òåëüíî ïëîñêîñòè ÀDC îáðàçóþò ÷åòûðåõóãîëüíóþ ïèðàìèäó
ñ êâàäðàòíûì îñíîâàíèåì, îäíî èç áîêîâûõ ðåáåð êîòîðîé
ïåðïåíäèêóëÿðíî îñíîâàíèþ è ðàâíî åãî ñòîðîíå (ðèñ.27). Èç

òðåõ òàêèõ ïèðàìèä ìîæíî ñîñòàâèòü êóá, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 28. Î÷åâèäíî, ÷òî êóáàìè ïðîñòðàíñòâî çàìîñòèòü
ìîæíî.
Âòîðîé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì
ïðàâèëüíóþ ÷åòûðåõóãîëüíóþ
ïèðàìèäó, îáðàçîâàííóþ öåí-
òðîì êóáà è åãî ãðàíüþ. Ó
íåå åñòü ÷åòûðå ïëîñêîñòè
ñèììåòðèè, ðàçðåçàþùèå åå
íà 8 òåòðàýäðîâ, ïîäîáíûõ
ABCD. Ñëåäîâàòåëüíî, êóá
ìîæíî ðàçðåçàòü íà 48 òàêèõ
òåòðàýäðîâ.
Òðåòèé ñïîñîá. Îáúåäèíèâ
òåòðàýäð ABCD è ñèììåòðè÷-
íûé åìó îòíîñèòåëüíî ïëîñ-
êîñòè ÀÂÑ, ïîëó÷èì òåòðàýäð, îñíîâàíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, à âûñîòîé – áî-
êîâîå ðåáðî, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç âåðøèíó ïðÿìîãî óãëà. Èç
äâóõ òàêèõ òåòðàýäðîâ, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî îáùåé
áîêîâîé ãðàíè, ñîñòàâèì òåòðàýäð ñ ðàâíîáåäðåííûì ïðÿìî-
óãîëüíûì òðåóãîëüíèêîì â îñíîâàíèè è âûñîòîé, ïàäàþùåé â
ñåðåäèíó ãèïîòåíóçû. Íàêîíåö, èç äâóõ òàêèõ òåòðàýäðîâ
ìîæíî ñîñòàâèòü òåòðàýäð, ïîäîáíûé ABCD. (×òîáû óáåäèòü-
ñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî ðàçðåçàòü ABCD ïî ïëîñêîñòè, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç À, Â è ñåðåäèíó CD.) Òàêèì îáðàçîì, èç 8 òåò-
ðàýäðîâ, ðàâíûõ ABCD, ìîæíî ñîñòàâèòü ïîäîáíûé èì òåòðà-
ýäð âäâîå áîëüøåãî ðàçìåðà. Ïîâòîðÿÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì
èñêîìîå çàìîùåíèå ïðîñòðàíñòâà.
4. 11 êîðîáîê.
Îòâåò ñëåäóåò èç îáùåãî ôàêòà: ïóñòü êîëè÷åñòâî êàðòî÷åê
ðàâíî n, ãäå 1

2 2
k kn-

£ <  (n, k – íàòóðàëüíûå ÷èñëà); òîãäà

Ðèñ. 24

Ðèñ. 25

Ðèñ. 26

Ðèñ. 27

Ðèñ. 28



òðåáóåòñÿ k ïóñòûõ êîðîáîê. Ñíà÷àëà ïîêàæåì ñëåäóþùåå: k
êîðîáîê äîñòàòî÷íî, ïðè÷åì åñëè 1

2
kn -

= , òî íå òðåáóåòñÿ
èñïîëüçîâàòü èñõîäíóþ êîðîáêó ïîñëå òîãî, êàê îíà îñâîáî-
äèòñÿ. Ïðè k = 1 óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî. Ïóñòü îíî âåðíî
äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k.
Âíà÷àëå ïóñòü 2

kn = . Âîçüìåì ïóñòûå êîðîáêè ñ íîìåðàìè
îò 1 äî k + 1. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ìîæíî ïåðåíåñòè
âåðõíèå 12k-  êàðòî÷åê â êîðîáêó íîìåð k, èñïîëüçóÿ êîðîáêè
1, ..., k è íå èñïîëüçóÿ èñõîäíóþ êîðîáêó, êîòîðàÿ åùå íå
ïóñòà. Àíàëîãè÷íî ïåðåíîñèì íèæíèå 12k-  êàðòî÷åê â êîðîá-
êó íîìåð k + 1, èñïîëüçóÿ êîðîáêè 1, ..., k – 1, k + 1. Ïîñëå
ýòîãî ïîäâåðãàåì âåðõíèå êàðòî÷êè îáðàòíîìó ïåðåêëàäûâà-
íèþ, çàìåíèâ èñõîäíóþ êîðîáêó íà ( )1k + -þ. Â èòîãå âñå
êàðòî÷êè áóäóò ïåðåëîæåíû â êîðîáêó k + 1, ïðè÷åì ìû íå
èñïîëüçîâàëè èñõîäíóþ êîðîáêó ïîñëå òîãî, êàê îíà îñâîáî-
äèëàñü.
Ïóñòü òåïåðü 1

2 2
k kn +
< < . Âíà÷àëå ïåðåëîæèì, êàê îïèñàíî

âûøå, 2k  êàðòî÷åê â êîðîáêó k + 1, èñïîëüçîâàâ êîðîáêè

1, ..., k + 1. Îñòàâøèåñÿ 2 2
k kn - <  êàðòî÷åê ïî ïðåäïîëîæå-

íèþ èíäóêöèè ìîæíî ïåðåëîæèòü â êîðîáêó k, èñïîëüçîâàâ
êîðîáêè 1, ..., k. Òåïåðü ïîäâåðãíåì «âåðõíèå» êàðòî÷êè îá-
ðàòíîìó ïåðåêëàäûâàíèþ, çàìåíèâ èñõîäíóþ êîðîáêó íà k-þ.
Äëÿ äàëüíåéøåãî çàìåòèì, ÷òî åñëè èñïîëüçóåòñÿ ìèíèìàëüíî
âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî êîðîáîê, òî âñå îíè îêàæóòñÿ îäíîâðå-
ìåííî çàíÿòûìè íå ïîçæå, ÷åì ìû îñâîáîäèì èñõîäíóþ êî-
ðîáêó. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ýòî íåâåðíî. Îòìåòèì â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò êàêóþ-òî ïóñòóþ êîðîáêó i. Ïóñòü íà íåêîòîðîì
øàãå ìû êëàäåì â íåå êàðòî÷êó. Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ
êàêàÿ-òî êîðîáêà áóäåò ïîñëå ýòîãî ïóñòà, òî ìîæíî çàìåíèòü
i-þ íà ýòó êîðîáêó íà÷èíàÿ ñ äàííîãî øàãà. Áóäåì ïîñòóïàòü
òàê êàæäûé ðàç, êîãäà íóæíî êëàñòü êàðòî÷êó â êîðîáêó i. Â
èòîãå ìû ïåðåëîæèì íèæíþþ êàðòî÷êó â íåêîòîðóþ êîðîáêó
j. Ïîñëå ýòîãî ïîâòîðèì âñå äåéñòâèÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå, çà-
ìåíèâ èñõîäíóþ êîðîáêó íà j-þ. Êàðòî÷êè áóäóò ïåðåëîæåíû
â êîðîáêó j, à êîðîáêà i èñïîëüçîâàíà íå áóäåò, ò.å. êîëè÷å-
ñòâî êîðîáîê ìîæíî óìåíüøèòü.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïðè 1
2 2

k kn-
£ <  ïîòðåáóåòñÿ íå ìåíåå

k êîðîáîê. Ïðè k = 1, 2 ýòî òðèâèàëüíî. Ïóñòü ýòî âåðíî äëÿ

íåêîòîðîãî 2k ≥  è ïóñòü 1
2 2

k kn +
£ < . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ìîæíî îáîéòèñü k êîðîáêàìè. Ðàçîáüåì èñõîäíóþ ñòîïêó êàð-
òî÷åê íà âåðõíþþ è íèæíþþ ÷àñòè, ñîäåðæàùèå íå ìåíåå ÷åì

ïî 12k-  êàðòî÷åê. Â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå, â íåêîòîðûé ìî-

ìåíò ïîòðåáóåòñÿ çàíÿòü «íèæíèìè» êàðòî÷êàìè k êîðîáîê
óæå äëÿ òîãî, ÷òîáû îñâîáîäèòü èñõîäíóþ. «Âåðõíèå» êàð-
òî÷êè íå ìîãóò ïðè ýòîì íàõîäèòüñÿ â èñõîäíîé êîðîáêå (äî
ýòîãî øàãà îíà åùå íå ïóñòà, à âåðõíÿÿ èç «íèæíèõ» êàðòî-
÷åê óæå ñíÿòà). Çíà÷èò, îíè íàõîäÿòñÿ â íåêîòîðîé äðóãîé
êîðîáêå i íà ñàìîé âåðõíåé èç «íèæíèõ» êàðòî÷åê (îáîçíà-
÷èì åå à). Òàê êàê «íèæíèå» êàðòî÷êè çàíèìàþò k > 1 êîðî-
áîê, òî êàðòî÷êà à åùå äîëæíà áûòü ïåðåëîæåíà, ÷òîáû âñå
îíè îêàçàëèñü â îäíîé êîðîáêå. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ â íå-
êîòîðûé ìîìåíò çàíÿòü «âåðõíèìè» êàðòî÷êàìè k äðóãèõ êî-
ðîáîê. Â íèõ íå ìîãóò íàõîäèòüñÿ «íèæíèå» êàðòî÷êè (òàê
êàê íåïîñðåäñòâåííî ïîä «âåðõíåé» êàðòî÷êîé ìîæåò íàõî-
äèòüñÿ ëèøü êàðòî÷êà à, à îíà åùå íàõîäèòñÿ â êîðîáêå i).
Çíà÷èò, âñå «íèæíèå» êàðòî÷êè óæå íàõîäÿòñÿ â îäíîé êî-
ðîáêå – ïðîòèâîðå÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, ïîòðåáóåòñÿ íå ìåíåå k + 1 êîðîáîê.

5. Ïóñòü 2
3 1n a+ = , 2

10 1n b+ = , ãäå ,a b ŒN, è ïóñòü 29n +

+ 11 ðàâíî ïðîñòîìó ÷èñëó ð. Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ðàç-
íûìè ñïîñîáàìè. Âîò îäèí èç íèõ.
Ïåðåìíîæèì óêàçàííûå ðàâåíñòâà, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

( )
2230 13 1n n ab+ + = . Âû÷èòàÿ èç ýòîãî ðàâåíñòâà âåðíîå ðà-

âåíñòâî ( )
22 2 1 1n n n+ + = + , ïîëó÷èì ( )

2229 11n n ab+ = -

( )
2

1n- + . Îòñþäà ( ) ( )1 1np ab n ab n= - - + + . Õîòÿ áû îäèí

èç ìíîæèòåëåé â ïðàâîé ÷àñòè äåëèòñÿ íà ð è ïîòîìó íå ìåíü-
øå ð. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, 1ab n p+ + ≥ , îòêóäà 28 10ab n≥ + .

Âîçâåäåì ýòî íåðàâåíñòâî â êâàäðàò: ( )
2 2784 560ab n n≥ + +

+ 100. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ( )
2 230 13 1ab n n= + + , ÷òî ïðîòèâî-

ðå÷èò ïðåäûäóùåìó. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíåíî, íàïðèìåð, ïðè n = 8,
n = 96.
6. Ïóñòü ,a bP P¢ ¢  è cP¢  – ïðîåêöèè òî÷êè Ð íà ïðÿìûå, ñîäåð-
æàùèå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 29; äðóãèå ñëó÷àè ðàñïî-
ëîæåíèÿ óêàçàííûõ òî÷åê ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî). Äî-
êàæåì, ÷òî ýòè òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äåéñòâèòåëüíî,

180 180c a a c bPP P PBP PBC PAC PP P– = – = ∞ - – = – = ∞ - –¢ ¢ ¢ ¢ ¢ .

Ïåðâîå è ïîñëåäíåå ðàâåíñòâà âåðíû â ñèëó òîãî, ÷òî ÷åòû-

ðåõóãîëüíèêè a cPP BP¢ ¢  è c bPP P A¢ ¢  âïèñàííûå. Ïîëó÷åííàÿ
ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé Ñèìñîíà òî÷êè Ð îòíîñèòåëüíî
òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè aP , bP  è cP  òàêæå
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé â äâà ðàçà äàëüøå îò
òî÷êè Ð, ÷åì ïðÿìàÿ Ñèìñîíà. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåð-
íî è äëÿ aQ , bQ  è cQ  – òî÷åê, ñèììåòðè÷íûõ òî÷êå Q îòíî-
ñèòåëüíî ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Îáîçíà÷èì ïðÿìóþ, ñîäåðæà-
ùóþ òî÷êè aP , bP  è cP , ÷åðåç pl , à ïðÿìóþ, ñîäåðæàùóþ
òî÷êè aQ , bQ  è cQ , – ÷åðåç ql . Ðàññìàòðèâàåìûå â çàäà÷å
òî÷êè ,A B¢ ¢  è C¢  ìîæíî îïðåäåëèòü êàê òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ïàð ïðÿìûõ aPQ  è aQP , bPQ  è bQP , cPQ  è cQP .
Ïóñòü ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ

ql  è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç Ð, ïå-
ðåñåêàåò pl  â òî÷êå Õ
(ðèñ.30). Ïåðåñå÷åíèå ïðÿìîé,
ïàðàëëåëüíîé pl  è ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç Q, ñ ïðÿìîé ql  îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Y. Ñòîðîíû òðåó-
ãîëüíèêà aPXP  ñîîòâåòñòâåííî
ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì òðåó-
ãîëüíèêà aQ YQ , à çíà÷èò, ýòè
òðåóãîëüíèêè ãîìîòåòè÷íû.
Ïðÿìûå aPQ , aP Q  è XY äîë-
æíû ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð
ýòîé ãîìîòåòèè, ò.å. òî÷êó A¢ .
Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà A¢  ëå-
æèò íà ïðÿìîé XY. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íà ýòîé
ïðÿìîé ëåæàò òî÷êè B¢  è C¢ .

11 êëàññ
1. 4π .
Äëÿ èñêîìîé ðàçíîñòè δ  âîçðàñòàþùåé ïðîãðåññèè

[ ]1 5, , 0; 3 2α α πŒ…

ïîëó÷àåì ( )0; 2δ πŒ  è cos 1δ π . Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå äâà
ñëó÷àÿ, îäèí èç êîòîðûõ íåïðåìåííî èìååò ìåñòî:

Ðèñ. 30
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Ê Â À Í T · 2 0 0 6 / ¹ 462

i 3α π£ , òîãäà 1 2 30 α α α π£ < < £  è 1 2cos cosα α> >

3cosα> , îòêóäà

2 1 32cos cos cosα α α= + =
3 1 3 12cos cos

2 2

α α α α+ -
=

= 22cos cosα δ ,

ïîýòîìó 2cos 0α =  è 2 2α π=  (à çíà÷èò, 3 2α π≥ );

i 3 2α π≥ , òîãäà 3 4 52 3 2π α α α π£ < < £  è 3 4sin sinα α> >

5sin α> , îòêóäà

 4 3 52sin sin sinα α α= + = 3 5 3 52sin cos
2 2

α α α α+ -
=

= 42sin cosα δ ,

ïîýòîìó 4sin 0α =  è 4α π=  (à çíà÷èò, 3α π£ ).
Òàêèì îáðàçîì, îáà ñëó÷àÿ èìåþò ìåñòî, ïîýòîìó 2 2α π=  è

4α π= , îòêóäà 4δ π= .
2. à = 5, b = 2.
Ïóñòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà à è b âçàèìíî ïðîñòû, à äåñÿòè÷íàÿ
çàïèñü ÷èñëà à èìååò n çíàêîâ. Òîãäà óñëîâèå çàäà÷è äëÿ íèõ
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå óðàâíåíèÿ

: ,
a

a b b a
b

= ¤ = ( )210 10n nb a a b a b-+ ◊ ¤ - = ◊ ,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî a > b. Â ñèëó âçàèìíîé
ïðîñòîòû ÷èñåë à è b, ÷èñëà 2a b-  íå èìååò îáùèõ äåëèòåëåé
íè ñ à, íè ñ b, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñ-
òåìó èç äâóõ óðàâíåíèé

2 1a b- = , 10n a b= ◊ .

Â ñèëó âñå òîé æå âçàèìíîé ïðîñòîòû ÷èñåë à è b (ñ ó÷åòîì
íåðàâåíñòâà a > b), ïîñëåäíåìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿþò
òîëüêî ïàðû ÷èñåë 10na =  è b = 1, à òàêæå 5

na =  è 2nb = .
Ïåðâàÿ ïàðà ïðè ïîäñòàíîâêå â ïåðâîå óðàâíåíèå äàåò äëÿ
÷èñëà n óðàâíåíèå 10 2n = , êîòîðîå, î÷åâèäíî, íå èìååò ðå-
øåíèé. Âòîðàÿ ïàðà ÷èñåë à è b ïðè ïîäñòàíîâêå â ïåðâîå
óðàâíåíèå äàåò äëÿ ÷èñëà n óðàâíåíèå

5 1
5 4 1 1

4 4

n n
n n Ê ˆ Ê ˆ- = ¤ = +Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯

.

Òàê êàê åãî ëåâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîçðàñòàþùóþ
ôóíêöèþ îò n, à ïðàâàÿ – óáûâàþùóþ, òî îíî èìååò íå áîëåå
îäíîãî êîðíÿ, êîòîðûé óãàäûâàåòñÿ: n = 1, îòêóäà è íàõîäèì
åäèíñòâåííóþ ïàðó à = 5 è b = 2.
3. Íåò.
Ðàçðåæåì êîíóñ ïî êàêîé-ëèáî îáðàçóþùåé è èçîáðàçèì íà
ïëîñêîñòè åãî ðàçâåðòêó, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ïëîñêèé
óãîë 0 1A OA  âåëè÷èíû α  (ðèñ.31). Ñëåä ëåíòû íà íåé, èçîá-
ðàæàþùèé ïåðâûé âèòîê, áóäåò âûãëÿäåòü êàê ïîëîñà ñ ïà-
ðàëëåëüíûìè êðàÿìè, ïðîõîäÿùàÿ îò ñòîðîíû 0OA  ê ñòîðîíå

1OA . Ïðèëîæèì ê ýòî-
ìó óãëó åùå îäíó ðàç-
âåðòêó êîíóñà – óãîë

1 2A OA  òîé æå âåëè÷è-
íû α . Ïåðåéäÿ ÷åðåç
ñòîðîíó 1OA  íîâîãî
óãëà, ñëåä ëåíòû ïðî-
äîëæèò òó æå ïîëîñó
íà âòîðîé ðàçâåðòêå,
ïîêà íå äîéäåò äî ñòî-

ðîíû 2OA , èçîáðàçèâ âòîðîé âèòîê, è ò.ä.
Åñëè ëåíòà äåëàåò n âèòêîâ, ïðè÷åì n π α> , òî ïîëîñà (ïî
óñëîâèþ, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó Î) ïåðåñåêàåò ëó÷è

0OA , 1OA , ..., nOA , ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê òîãäà

0 nA OA nπ α π> – = > . Ïîýòîìó ÷èñëî n âèòêîâ ëåíòû íå ïðå-
âûøàåò π α , à çíà÷èò, çàâåäîìî êîíå÷íî.
4.  Àëèñà.
Ïóñòü Àëèñà íåçàâèñèìî îò äåéñòâèé Áàçèëèî áåðåò ïåðâûì

õîäîì 1 ìîíåòó, âòîðûì – 2, òðåòüèì – 3 è ò.ä., óâåëè÷èâàÿ
êàæäûé ðàç êîëè÷åñòâî âçÿòûõ ìîíåò íà 1. Ýòî íå ïðîòèâîðå-
÷èò ïðàâèëàì, òàê êàê ïðè òàêîé èãðå Àëèñû Áàçèëèî ñìîæåò
ïåðâûì õîäîì âçÿòü 1 èëè 2 ìîíåòû, âòîðûì – 2 èëè 3 è ò.ä.
Òîãäà ïîñëå k-ãî õîäà Àëèñû èãðîêè âîçüìóò ìîíåò íå ìåíåå

( ) ( )( ) 21 2 1 2 1k k k+ + + + + + + - =… …

è íå áîëåå

( ) ( ) ( )1 2 2 3 1 1k k k k+ + + + + + + = + -… … .

Òàê êàê 1331 = 36 37 1◊ - , òî ìîíåò â ëþáîì ñëó÷àå õâàòèò íà
36-é õîä Àëèñû. À òàê êàê 2

36 1296=  è 1331 – 1296 = 35, òî
ìîíåò â ëþáîì ñëó÷àå íå õâàòèò íà 36-é õîä Áàçèëèî. Òàêèì
îáðàçîì, Àëèñà âûèãðàåò.
5. Èñêîìîå ÃÌÒ – áèññåêòðèñà óãëà áåç åãî âåðøèíû è ôèê-
ñèðîâàííîé òî÷êè, à òàêæå îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé îñíîâàíèÿ
ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç ôèêñèðîâàííîé òî÷êè íà
ñòîðîíû óãëà (áåç êîíöîâ). Íà ðèñóíêå 32 ýòî ëó÷ ÀÎ áåç òî-
÷åê À è Î è îòðåçîê KL áåç òî÷åê K è L.
Ïóñòü À – âåðøèíà äàííîãî óãëà, Î – ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà
íà áèññåêòðèñå, ÎÂÑ – ðàñ-
ñìàòðèâàåìûé ðàâíîáåäðåí-
íûé òðåóãîëüíèê (ÎÂ =
= ÎÑ) è Ì – ñåðåäèíà ñòîðî-
íû ÂÑ. Òðåóãîëüíèê ÎÂÑ ìî-
æåò ðàñïîëàãàòüñÿ òàê, ÷òî
ÀÂ = ÀÑ. Ïðè ýòîì òî÷êà Ì
ëåæèò íà áèññåêòðèñå ÀÎ,
ïðè÷åì äëÿ ëþáîé òî÷êè Ì íà
áèññåêòðèñå ÀÎ, êðîìå òî÷åê
À è Î, ìîæíî ïîñòðîèòü ðàâ-
íîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê
ÎÂÑ òàê, ÷òî Ì áóäåò ñåðåäè-
íîé îòðåçêà ÂÑ. Òàêèì îáðà-
çîì, âåñü ëó÷ ÀÎ, êðîìå òî÷åê
À è Î, âõîäèò â èñêîìîå
ÃÌÒ.
Ïóñòü òåïåðü AB ACπ  (ñì.
ðèñ.32) è ïóñòü D – òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå Ñ îòíîñèòåëü-
íî áèññåêòðèñû ÀÎ. Òîãäà D ëåæèò íà ëó÷å ÀÂ è OD = OC =
= OB. Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð OK íà BD. Òàê êàê OB =
= OD, òî BK = KD è, ñëåäîâàòåëüíî, KM – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â
òðåóãîëüíèêå BDC. Ïîýòîìó KM DC�  è KM AO^ . Òàêèì
îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà Ì îáÿçàíà ëåæàòü íà îòðåçêå
KL òàêîì, ÷òî L è Ñ ïðèíàäëåæàò îäíîé ñòîðîíå óãëà,
OK AB^  è KL AO^ .
Îáðàòíî, ïóñòü Ì – ëþáàÿ òî÷êà óêàçàííîãî îòðåçêà KL, íå
ëåæàùàÿ íà áèññåêòðèñå è îòëè÷íàÿ îò òî÷åê K è L. Ïðîâå-
äåì ÷åðåç Ì ïðÿìóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ÎÌ. Ïóñòü îíà ïå-
ðåñåêàåò ñòîðîíû óãëà â òî÷êàõ Â è Ñ è ïóñòü

BAO OAC α– = – = . Òàê êàê OK AB^  è KM AO^ , òî

OKM BAO α– = – = . Ïîñêîëüêó 90BKO BMO– = – = ∞ , òî

òî÷êè Â, K, Ì, Î ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Îòñþäà
OBM OKM α– = – =  (êàê âïèñàííûå). Òîãäà
OBC OACα– = = –  è, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè À, Ñ, Î, Â ëå-

æàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Òàê êàê BAO OAC α– = – = , òî
ðàâíû õîðäû ÂÎ è ÎÑ. Òàêèì îáðàçîì, òðåóãîëüíèê ÎÂÑ
ðàâíîáåäðåííûé è ÂÌ = ÌÑ, ò.å. Ì âõîäèò â èñêîìîå ÃÌÒ.
6. à) Çà 4, 7 è 10 ó.å.;

á) çà 
( )12

, , ,
k nn n

k k k

-È ˘È ˘ È ˘
Í ˙Í ˙ Í ˙Í ˙ Í ˙ Í ˙

…  è 
kn

n
k

È ˘ =Í ˙Í ˙
 ó.å., ãäå ÷åðåç xÈ ˘Í ˙

îáîçíà÷åíî íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ìåíüøå õ.
Ïóñòü 1 2 na a a£ £ £…  – ìàññû êîíôåò â êîðîáêàõ ñòîèìîñ-
òüþ â 1, 2, ..., n ó.å. ñîîòâåòñòâåííî, à 1 2 kn n n< < <…  – íî-
ìåðà òåõ êîðîáîê, êîòîðûå íóæíî êóïèòü.
1°. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ èñêîìîãî íàáîðà íîìåðîâ äîëæíû áûòü
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âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

j j

jn
n m

k
≥ ∫ , j = 1, ..., k,                    ( ∗ )

êîòîðûå ïðè n = 10 è k = 3 ïðåâðàùàþòñÿ â îöåíêè

1 2 3

10 20 30
3,3 , 6,6 , 10

3 3 3
n n n≥ = ≥ = ≥ =… … .

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî j âûïîëíå-
íî ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî j jn m< . Òîãäà, íàïðèìåð,
â ñëó÷àå

11 1
j j

j j
n n n

n n
a a a a

n n+

= = = < = = = +… …

ïîëó÷àåì

( )…1 1
j j

n j j

n n
a a n n n n

n n

Ê ˆ
+ + = + - + =Á ˜Ë ¯

,

( )…
1

1
k

j j
n n

n n
a a k j j

n n

Ê ˆ
+ + = - + + =Á ˜Ë ¯

j

k k jn
k j n k j k

n n k
= - + < - + = ,

ò.å. íàðóøåíî òðåáîâàíèå çàäà÷è, à èìåííî:

( )
1 1kn n n

k
a a a a

n
+ + < + +… … .

2°. Ïóñòü òåïåðü âñå íåðàâåíñòâà ( ∗ ) âåðíû. Äîêàæåì, ÷òî
òîãäà òðåáîâàíèå çàäà÷è âûïîëíåíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè n =
= 10 è k = 3 èìååì

4 7 10a a a+ + ≥
2 3 4 5 6 7 8 9 10

3 3 3

a a a a a a a a a+ + + + + +
+ + =

= 
( ) ( )2 10 1 2 109 1 9 1 9 9 9

30 30

a a a a a+ + + + + +
≥ =

… …

= ( )1 10

3

10
a a+ +… ,

à â îáùåì ñëó÷àå, îáîçíà÷èâ [ )0; 1j j jn m ε- = Œ  è

0 0 0 0n m a= = = , ïîëó÷àåì

1 kn na a+ + ≥…

≥ 
…… …

… 11 1 2 11 1

1 0 2 1 1

k kn nn n n

k k

a aa a a a

n n n n n n
-
++

-

+ ++ + + +
+ + + ≥

- - -

≥ 
( )

10 0 1 1 1

1 0

1n na a a a

m m

ε ε
-

+ + + + -
+

-

…

( )ε ε…
…1 1 21 1 2

2 1

1n n na a a

m m

+
+ + + -

+ +
-

( )
1 11 1

1

1
k k kk n n k n

k k

a a a

m m

ε ε…
… - -

- +

-

+ + + -
+ + =

-
( )1 n

k
a a

n
+ +… ,

òàê êàê ïðè êàæäîì j ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 1j j

n
m m

k
-

- =  è
íåðàâåíñòâî

1 1

1

j jn n

j j

a a

n n

-
+

-

+ +
≥

-

… ( )
1 11 1

1

1
j j jj n n j n

j j

a a a

m m

ε ε
- -

- +

-

+ + + -

-

…

,

îçíà÷àþùåå, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêå
óìåíüøàåòñÿ, êîãäà ýòîò ïðîìåæóòîê ìåíÿþò òàê, ÷òî ê ôóíê-
öèè äîáàâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ, ìåíüøèå åå ñðåäíåãî, è óáàâëÿþò-
ñÿ – áóëüøèå: ðå÷ü èäåò î ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè f, çàäàâàåìîé
ðàâåíñòâàìè ( ) jf x a=  ïðè 1j x j- < £ , à ïîä ñðåäíèì çíà-
÷åíèåì ïîíèìàåòñÿ åå èíòåãðàë ïî çàäàííîìó ïðîìåæóòêó, äå-
ëåííûé íà åãî äëèíó, ïðè÷åì ïðîìåæóòîê óñðåäíåíèÿ

( 1;j jn n
-

˘̊  çàìåíÿåòñÿ ïðîìåæóòêîì ( 1;j jm m
-

˘̊ . Ôîðìàëüíî æå

ÈÇÁÐÀÍÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÌÎÑÊÎÂÑÊÎÉ
ÔÈÇÈ×ÅÑÊÎÉ ÎËÈÌÏÈÀÄÛ

Ïåðâûé òåîðåòè÷åñêèé òóð

7 êëàññ

1. 
11g 1,6 10  o= 1,6 ìë… =2ì

2

gR
p

ρ
= ª ◊ = .

2. cp 1 70 *ì ÷v v= = ; 
( )

( )
3 1

3 1 2

s v v
t

v v v

-
=

-
 = 16 ìèí.

3. 
( )

ë

" ë

1 ì
m hS

x
S

ρ
ρ ρ

+
= =

-
.

4. 
2

c

0,32 ì
8

T
h

gaρ
= ª .

8 êëàññ

1. Íà ÷àøêó ñ áóòûëüþ íóæíî ïîëîæèòü ãðóç ìàññîé 2,6 ã.

2. 
( )Cë

1 5,1 ã
cm t t

m
λ

-
= ª ; 3“2 Cë 29,8 Ct t= = ∞ .

9 êëàññ

1. 
sin

1 sin

M
m

α
α

=
-

.

2. 
( )2 2 2 2

ë

2
19 ì,…

16

d D d

I

λρ π
τ

ρ

-
= ª .

3. 1 4
3

2

40 nì
R R

R
R

= = ; 
( )1 2 4

2 4

33 nìAB

R R R
R

R R

+
= ª

+
.

4. 
2

π ϕα -
= , ýòîò óãîë íå çàâèñèò îò óãëà ïàäåíèÿ ñîëíå÷íî-

ãî ñâåòà íà çåðêàëà.

10 êëàññ

1. ( )
( )

0

sin
ctg

sin
v t v gt

ϕ α
ϕ

ϕ
-

= + , 02 sin
0

v
t

g

α
< < .

2. Ïðè 2R gω μ>  øàéáà íà÷íåò ñêîëüçèòü ïî äîñêå ïðè

0α = ; ïðè 2R g gω μ£ <  øàéáà íà÷íåò ñêîëüçèòü ïðè
2

2
arctg arcsin

1

R

g

ωα μ
μ

> +
+

.

3. 
2

1

2 1 2

2

v
l l

v
= .

11 êëàññ
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Èòàê, ñòîèìîñòü íàáîðà èç k êîðîáîê, óäîâëåòâîðÿþùåãî òðå-
áîâàíèþ çàäà÷è, áóäåò íàèìåíüøåé äëÿ íàèìåíüøèõ öåëûõ
÷èñåë jn , óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì ( ∗ ).
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