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Ç ̋ ÚË ‰ÌË Ì‡Û˜Ì‡fl Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍ‡fl Ó·˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚ¸ ÓÚÏÂ˜‡ÂÚ ÒÚÓÎÂÚËÂ ÒÓ ‰Ìfl ÓÊ‰ÂÌËfl ‚˚‰‡-
˛˘Â„ÓÒfl Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡, ã‡ÛÂ‡Ú‡ ÉÓÒÛ‰‡ÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÔÂÏËË ëëëê, ˜ÎÂÌ‡-ÍÓÂÒÔÓÌ‰ÂÌÚ‡ Äç
ëëëê, ÏÌÓ„ÓÎÂÚÌÂ„Ó ˜ÎÂÌ‡ Â‰ÍÓÎÎÂ„ËË ÜÛÌ‡Î‡ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË Ë Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜Â-
ÒÍÓÈ ÙËÁËÍË ÔÓÙÂÒÒÓ‡ ÑÏËÚËfl äÓÌÒÚ‡ÌÚËÌÓ‚Ë˜‡ î‡‰‰ÂÂ‚‡ (1907–1989). ÇÒÂ, ÍÚÓ ÁÌ‡Î ÑÏËÚ-
Ëfl äÓÌÒÚ‡ÌÚËÌÓ‚Ë˜‡, ‚ÒÔÓÏËÌ‡˛Ú Â„Ó Í‡Í ‡ÁÌÓÒÚÓÓÌÌÂ Ó‰‡ÂÌÌÓ„Ó, ‰ÓÒÚÛÔÌÓ„Ó ‚ Ó·˘ÂÌËË,
Ó·‡flÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡. Ñ.ä. î‡‰‰ÂÂ‚ ‚ÒÂ„‰‡ ·˚Î Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï ˜ÂÎÓ‚ÂÍÓÏ. Ä‚ÚÓ ˝ÚËı ÒÚÓÍ,
ÒÓÔËÍ‡Ò‡flÒ¸ Ò ÌËÏ, ÓÒÓ·ÂÌÌÓ ÓÚÏÂ˜‡ÂÚ ˝ÚÓ Â„Ó Í‡˜ÂÒÚ‚Ó. ÅÛ‰Û˜Ë ˜ÎÂÌÓÏ Â‰ÍÓÎÎÂ„ËË Ì‡¯Â„Ó
ÊÛÌ‡Î‡, ÊË‚fl ‚ ãÂÌËÌ„‡‰Â, fl‚ÎflflÒ¸ „Î‡‚ÓÈ ÎÂÌËÌ„‡‰ÒÍÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ¯ÍÓÎ˚ ÔÓ ‡Î„Â·Â
Ë ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ, ·Û‰Û˜Ë Ó˜ÂÌ¸ Á‡ÌflÚ˚Ï ˜ÂÎÓ‚ÂÍÓÏ, ÓÌ Â„ÛÎflÌÓ ÔËÂÁÊ‡Î ‚
åÓÒÍ‚Û Ì‡ Á‡ÒÂ‰‡ÌËfl Â‰ÍÓÎÎÂ„ËË, ‡ÍÚË‚ÌÓ Û˜‡ÒÚ‚Ó‚‡Î ‚ Ó·ÒÛÊ‰ÂÌËË Ì‡ÏÂ˜ÂÌÌ˚ı Í ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡-
ÌË˛ ‚ ÊÛÌ‡ÎÂ ÒÚ‡ÚÂÈ Ë Ò‚ÓËÏ ‚˚ÒÓÍËÏ ‡‚ÚÓËÚÂÚÓÏ ÔÓ‚˚¯‡Î Ì‡Û˜ÌÓÂ Í‡˜ÂÒÚ‚Ó ÊÛÌ‡Î‡. ÑÏËÚ-
ËÈ äÓÌÒÚ‡ÌÚËÌÓ‚Ë˜ Ó·˚˜ÌÓ ÌÂÏÌÓ„Ó ‡Ì¸¯Â Ì‡ÁÌ‡˜ÂÌÌÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË ÔËıÓ‰ËÎ ‚ Ç˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸-
Ì˚È ˆÂÌÚ Äç ëëëê Ì‡ Á‡ÒÂ‰‡ÌËfl Â‰ÍÓÎÎÂ„ËË, Á‡ıÓ‰ËÎ ‚ ÏÓÈ Í‡·ËÌÂÚ, Ï˚ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Ò ÌËÏ Ó·-
ÒÛÊ‰‡ÎË ÍÓÂ-Í‡ÍËÂ ÔÓ·ÎÂÏ˚. é‰Ì‡Ê‰˚, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‰Ó Á‡ÒÂ‰‡ÌËfl Â‰ÍÓÎÎÂ„ËË ÓÒÚ‡‚‡ÎÓÒ¸
ÌÂÍÓÚÓÓÂ ‚ÂÏfl, fl ÔÂ‰ÎÓÊËÎ ÂÏÛ Í‡ÍÛ˛-ÚÓ ÍÌË„Û. ÑÏËÚËÈ äÓÌÒÚ‡ÌÚËÌÓ‚Ë˜ ÏÌÂ ÓÚ‚ÂÚËÎ, ˜ÚÓ
Û ÌÂ„Ó ÂÒÚ¸ Ò‚Ófl ‡·ÓÚ‡, ‰ÓÒÚ‡Î ËÁ ÔÓÚÙÂÎfl Ò‚Ó˛ Ó˜ÂÂ‰ÌÛ˛ Ì‡Û˜ÌÛ˛ ÒÚ‡Ú¸˛ Ë ÒÚ‡Î ÂÂ Ô‡‚ËÚ¸,
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äÂËÏÓ‚

Ú.Â., Í‡Í ËÒÚËÌÌ˚È Û˜ÂÌ˚È, ÓÌ ‚ÒÂ ‚ÂÏfl ‰ÛÏ‡Î Ó ÚÂÍÛ˘Ëı ÔÓ·ÎÂÏ‡ı, Ì‡‰ ÍÓÚÓ˚ÏË ‡·ÓÚ‡Î, Ë
‰‡ÊÂ ‚ ÍÓÏ‡Ì‰ËÓ‚Í‡ı Á‡ÌËÏ‡ÎÒfl Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÏË ÔÓ·ÎÂÏ‡ÏË.

Ñ.ä. î‡‰‰ÂÂ‚ Ó‰ËÎÒfl 30 Ë˛Ìfl 1907 „. ‚ „. ûıÌÓ‚Â ä‡ÎÛÊÒÍÓÈ Ó·Î‡ÒÚË. Ç 1923 „. ÓÌ ÔÓÒÚÛÔËÎ
Ì‡ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÈ Ù‡ÍÛÎ¸ÚÂÚ ãÂÌËÌ„‡‰ÒÍÓ„Ó „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ‡, „‰Â ÒÎÛ¯‡Î ÎÂÍ-
ˆËË Ú‡ÍËı ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ÔÓÙÂÒÒÓÓ‚, Í‡Í É.å. îËıÚÂÌ„ÓÎ¸ˆ, Å.ç. ÑÂÎÓÌÂ, à.å. ÇËÌÓ„‡‰Ó‚ Ë ‰.
Ç 1928 „. ÓÌ ÛÒÔÂ¯ÌÓ ÓÍÓÌ˜ËÎ ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ Ë ÒÚ‡Î ‡·ÓÚ‡Ú¸ Î‡·Ó‡ÌÚÓÏ ‚ è‡Î‡ÚÂ ÏÂ Ë ‚ÂÒÓ‚
(àÌÒÚËÚÛÚ ÏÂÚÓÎÓ„ËË ËÏ. Ñ.à. åÂÌ‰ÂÎÂÂ‚‡). Ç 1929 „. Ñ.ä. î‡‰‰ÂÂ‚ ÔÓÒÚÛÔËÎ Ì‡ ÍÓÏÔÓÁËÚÓ-
ÒÍÓÂ ÓÚ‰ÂÎÂÌËÂ ãÂÌËÌ„‡‰ÒÍÓÈ ÍÓÌÒÂ‚‡ÚÓËË, Ó‰Ì‡ÍÓ ÒÓ‚ÏÂÒÚËÚ¸ ÏÛÁ˚Í‡Î¸ÌÓÂ Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ Ò
Ì‡Û˜ÌÓÈ ‡·ÓÚÓÈ Ë Ó·flÁ‡ÌÌÓÒÚflÏË ÒÎÛÊ·˚ ÓÍ‡Á‡ÎÓÒ¸ ˜ÂÂÒ˜Û ÚÛ‰ÌÓ Ë ÍÓÌÒÂ‚‡ÚÓË˛ ÒÓ ‚ÚÓ-
Ó„Ó ÍÛÒ‡ ÔË¯ÎÓÒ¸ ÓÒÚ‡‚ËÚ¸. Ç 1930 „. Ì‡˜‡Î‡Ò¸ ÔÂÔÓ‰‡‚‡ÚÂÎ¸ÒÍ‡fl ‰ÂflÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÑÏËÚËfl
äÓÌÒÚ‡ÌÚËÌÓ‚Ë˜‡ ‚ ÎÂÌËÌ„‡‰ÒÍËı ‚ÛÁ‡ı, Ò 1933 „. ‰Ó Ò‚ÓÂÈ ÍÓÌ˜ËÌ˚ ÓÌ ‡·ÓÚ‡Î ‚ ãÂÌËÌ„‡‰ÒÍÓÏ
„ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚ÂÌÌÓÏ ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚÂ, ÔÓÈ‰fl ‚ÒÂ ÒÚÛÔÂÌË ÓÚ ‡ÒÒËÒÚÂÌÚ‡ ‰Ó ÔÓÙÂÒÒÓ‡. Ç 1932–1934 „„.
ÓÌ ‡·ÓÚ‡Î Ú‡ÍÊÂ ‚ å‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÏ ËÌÒÚËÚÛÚÂ ËÏ. Ç.è. ëÚÂÍÎÓ‚‡ Äç ëëëê, ‡ Ò 1940 „. ÔÓÒÎÂ
Ó„‡ÌËÁ‡ˆËË ãÂÌËÌ„‡‰ÒÍÓ„Ó ÓÚ‰ÂÎÂÌËfl ˝ÚÓ„Ó ËÌÒÚËÚÛÚ‡ Ë ‰Ó Ò‚ÓÂÈ ÍÓÌ˜ËÌ˚ ‡·ÓÚ‡Î Ú‡ÍÊÂ ‚
ãÂÌËÌ„‡‰ÒÍÓÏ ÓÚ‰ÂÎÂÌËË ˝ÚÓ„Ó ËÌÒÚËÚÛÚ‡. Ç 1935 „. ÑÏËÚËÈ äÓÌÒÚ‡ÌÚËÌÓ‚Ë˜ ÛÒÔÂ¯ÌÓ Á‡˘Ë-
ÚËÎ ‰ËÒÒÂÚ‡ˆË˛ Ì‡ ÒÚÂÔÂÌ¸ ‰ÓÍÚÓ‡ ÙËÁËÍÓ-Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı Ì‡ÛÍ. Ç 1952–1954 „„. ÓÌ ·˚Î ‰ÂÍ‡-
ÌÓÏ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓ-ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍÓ„Ó Ù‡ÍÛÎ¸ÚÂÚ‡ ãÂÌËÌ„‡‰ÒÍÓ„Ó ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ‡.

Ñ.ä. î‡‰‰ÂÂ‚ fl‚ÎflÂÚÒfl Û˜ÂÌËÍÓÏ ËÁ‚ÂÒÚÌÓ„Ó Û˜ÂÌÓ„Ó-Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡ ÅÓËÒ‡ çËÍÓÎ‡Â‚Ë˜‡ ÑÂÎÓ-
ÌÂ, Ë ÔÂ‚˚Â Â„Ó Ì‡Û˜Ì˚Â ‡·ÓÚ˚ ·˚ÎË ÒÓÁ‰‡Ì˚ ÔÓ‰ ‚ÎËflÌËÂÏ ˝ÚÓ„Ó Û˜ÂÌÓ„Ó. Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ·˚-
ÎË ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡Ì˚ Ëı ÒÓ‚ÏÂÒÚÌ˚Â ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚Â ‡·ÓÚ˚ ÔÓ Ó·‡ÚÌ˚Ï Á‡‰‡˜‡Ï ÚÂÓËË É‡ÎÛ‡,
‚Ó¯Â‰¯ËÂ ‚ ·ÓÎ¸¯Û˛ ÏÓÌÓ„‡ÙË˛, ÔÓÒ‚fl˘ÂÌÌÛ˛ ÍÛ·Ë˜ÂÒÍËÏ Ë‡ˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÒÚflÏ. åÌÓ„Ó ÎÂÚ
ÒÔÛÒÚfl ÔÓÒÎÂ ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡ÌËfl ˝ÚÓÈ ÏÓÌÓ„‡ÙËË fl ÔÓÎÛ˜ËÎ ÔËÒ¸ÏÓ ËÁ ÄÏÂËÍË Ò ÔÓÒ¸·ÓÈ ÔË-
ÒÎ‡Ú¸ ˝ÍÁÂÏÔÎfl ˝ÚÓÈ ÏÓÌÓ„‡ÙËË ‰Îfl ÔÂÂ‚Ó‰‡ Ì‡ ‡Ì„ÎËÈÒÍËÈ flÁ˚Í, Ë fl ‚ÒÔÓÏËÌ‡˛, Ò Í‡ÍËÏË
ÚÛ‰ÌÓÒÚflÏË ÏÌÂ Û‰‡ÎÓÒ¸ Ì‡ÈÚË Ë ‚˚ÒÎ‡Ú¸ ‚ ÄÏÂËÍÛ ˝ÚÛ ÍÌË„Û (ÔÓÁÊÂ ÓÌ‡ ·˚Î‡ ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡Ì‡
Ì‡ ‡Ì„ÎËÈÒÍÓÏ flÁ˚ÍÂ ‚ ÄÏÂËÍ‡ÌÒÍÓÏ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÏ Ó·˘ÂÒÚ‚Â).

Ç 1964 „. Á‡ ‚˚‰‡˛˘ËÂÒfl Ì‡Û˜Ì˚Â ‰ÓÒÚËÊÂÌËfl Ñ.ä. î‡‰‰ÂÂ‚ ·˚Î ËÁ·‡Ì ˜ÎÂÌÓÏ-ÍÓÂÒÔÓÌ-
‰ÂÌÚÓÏ Äç ëëëê. ë 1944 „. ‰Ó Ò‚ÓÂÈ ÍÓÌ˜ËÌ˚ ÓÌ fl‚ÎflÎÒfl ÔÓÙÂÒÒÓÓÏ ãÂÌËÌ„‡‰ÒÍÓ„Ó ÛÌË‚Â-
ÒËÚÂÚ‡. Ç 1930 „. Ñ.ä. î‡‰‰ÂÂ‚ ÊÂÌËÎÒfl Ì‡ ÇÂÂ çËÍÓÎ‡Â‚ÌÂ î‡‰‰ÂÂ‚ÓÈ (á‡ÏflÚËÌÓÈ), ÒÚ‡‚¯ÂÈ ÌÂ
ÚÓÎ¸ÍÓ Ï‡ÚÂ¸˛ ÚÓËı ‰ÂÚÂÈ (Ó‰ËÌ ËÁ ÌËı, ã˛‰‚Ë„ ÑÏËÚËÂ‚Ë˜ î‡‰‰ÂÂ‚, ÒÚ‡Î ‚˚‰‡˛˘ËÏÒfl ÒÔÂ-
ˆË‡ÎËÒÚÓÏ ÔÓ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ Ë ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍÂ, Ì˚ÌÂ – ‡Í‡‰ÂÏËÍ êÄç, „Î‡‚ÓÈ ë‡ÌÍÚ-
èÂÚÂ·Û„ÒÍÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ¯ÍÓÎ˚), ÌÓ Ë ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Ï ÒÔÂˆË‡ÎËÒÚÓÏ ÔÓ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ï‡-
ÚÂÏ‡ÚËÍÂ. ùÚÓÚ Ò˜‡ÒÚÎË‚˚È ÒÓ˛Á ‰‚Ûı ‚˚‰‡˛˘ËıÒfl Î˛‰ÂÈ ÓÍ‡Á‡Î ·ÓÎ¸¯ÓÂ ‚ÎËflÌËÂ Ì‡ ‰‡Î¸ÌÂÈ-
¯ÂÂ ‡Á‚ËÚËÂ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË. ÑÏËÚËÈ äÓÌÒÚ‡ÌÚËÌÓ‚Ë˜ ËÁ‚ÂÒÚÂÌ Ò‚ÓËÏË ÙÛÌ‰‡-
ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚ÏË ‡·ÓÚ‡ÏË ÔÓ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ (‡Î„Â·‡, ÚÂÓËfl ˜ËÒÂÎ Ë ‰.), Ó‰Ì‡ÍÓ ÛÍ‡-
Á‡ÌÌ˚È ÒÓ˛Á ‰‚Ûı Û˜ÂÌ˚ı Ò‰ÂÎ‡Î Ñ.ä. î‡‰‰ÂÂ‚‡ ‚˚‰‡˛˘ËÏÒfl ÒÔÂˆË‡ÎËÒÚÓÏ Ë ÔÓ
‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÎËÌÂÈÌÓÈ ‡Î„Â·Â. Çfl‰ ÎË Ì‡È‰ÂÚÒfl Û˜ÂÌ˚È-ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸, ÍÓÚÓ˚È ÌÂ ÔÓÎ¸-
ÁÓ‚‡ÎÒfl ·˚ ‚ÒÂÏËÌÓ ËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ ÏÓÌÓ„‡ÙËÂÈ ˝ÚËı ‰‚Ûı Û˜ÂÌ˚ı ÔÓ ÏÂÚÓ‰‡Ï ‚˚˜ËÒÎÂÌËÈ ‚ Ó·Î‡-
ÒÚË ÎËÌÂÈÌÓÈ ‡Î„Â·˚. èË Ì‡ÔËÒ‡ÌËË ˝ÚÓÈ ÍÌË„Ë ÑÏËÚËÈ äÓÌÒÚ‡ÌÚËÌÓ‚Ë˜ ÓÔË‡ÎÒfl Ì‡ Ò‚ÓË
„ÎÛ·ÓÍËÂ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÁÌ‡ÌËfl ÔÓ ‡Î„Â·Â, ‡ ÇÂ‡ çËÍÓÎ‡Â‚Ì‡, ·Û‰Û˜Ë ÚÓÌÍËÏ ÒÔÂˆË‡ÎËÒÚÓÏ ÔÓ
ÏÂÚÓ‰‡Ï ‚˚˜ËÒÎÂÌËÈ, ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Î‡ Ò‚ÓÈ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ÓÔ˚Ú ‰Îfl Ì‡ÔËÒ‡ÌËfl ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ ˜‡ÒÚË
Ú‡ÍÓÈ ıÓÓ¯ÂÈ ÍÌË„Ë. Ç 1981 „. Á‡ Ò‚ÓË ‚˚‰‡˛˘ËÂÒfl ‡·ÓÚ˚ ÔÓ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ ‡Î„Â·Â
Ñ.ä. î‡‰‰ÂÂ‚ Ë Ç.ç. î‡‰‰ÂÂ‚‡ ·˚ÎË Û‰ÓÒÚÓÂÌ˚ Á‚‡ÌËfl ã‡ÛÂ‡ÚÓ‚ ÉÓÒÛ‰‡ÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÔÂÏËË
ëëëê.

Ñ.ä. î‡‰‰ÂÂ‚ ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡Î Ò‚˚¯Â 160 Ì‡Û˜Ì˚ı ‡·ÓÚ. ë˛‰‡ ÓÚÌÓÒflÚÒfl Â„Ó Á‡ÏÂ˜‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ‡-
·ÓÚ˚ ÔÓ ÚÂÓËË ˜ËÒÂÎ, ÔÓ ‡Î„Â·Â, ÔÓ ÚÂÓËË ÙÛÌÍˆËÈ, ÔÓ „ÂÓÏÂÚËË, ÔÓ ÚÂÓËË ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ,
ÔÓ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ Ë ‰. ÅÓÎ¸¯ÓÈ ÔÓÔÛÎflÌÓÒÚ¸˛ ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎËÒ¸ ‚ Ò‚ÓÂ ‚ÂÏfl Ì‡ÔË-
Ò‡ÌÌ˚Â ËÏ Û˜Â·ÌËÍË ‰Îfl Û˜‡˘ËıÒfl ‚˚Ò¯Ëı Ë ÒÂ‰ÌËı Û˜Â·Ì˚ı Á‡‚Â‰ÂÌËÈ. ùÚË ÍÌË„Ë ‰ÓÎ„Ó ·Û‰ÛÚ
ÒÎÛÊËÚ¸ ÔÂÍ‡ÒÌ˚ÏË ÔÓÒÓ·ËflÏË ‰Îfl ÏÓÎÓ‰˚ı Î˛‰ÂÈ. Ä‚ÚÓ ˝ÚËı ÒÚÓÍ ÌÂ ÒÚ‡‚ËÎ Á‡‰‡˜Û ËÁÎÓ-
ÊËÚ¸ ‚ÒÂ Â„Ó Á‡ÏÂ˜‡ÚÂÎ¸Ì˚Â Ì‡Û˜Ì˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÔÓ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ. é‰Ì‡ÍÓ Â„Ó Â-
ÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÔÓ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÎËÌÂÈÌÓÈ ‡Î„Â·Â ‚ Í‡ÍÓÈ-ÚÓ ÒÚÂÔÂÌË ÓÚ‡ÊÂÌ˚ ‚ ÒÚ‡Ú¸Â, ÔÓÒ‚fl-
˘ÂÌÌÓÈ ÒÚÓÎÂÚË˛ ÒÓ ‰Ìfl ÓÊ‰ÂÌËfl Ç.ç. î‡‰‰ÂÂ‚ÓÈ, ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡ÌÌÓÈ ‚ Ì‡¯ÂÏ ÊÛÌ‡ÎÂ (Ü. ‚˚-
˜ËÒÎ. Ï‡ÚÂÏ. Ë Ï‡ÚÂÏ. ÙËÁ. 2007. í. 47. ‹ 7. ë. 1).

Ñ.ä. î‡‰‰ÂÂ‚ fl‚ÎflÎÒfl Ó‰ÌËÏ ËÁ Ó„‡ÌËÁ‡ÚÓÓ‚ Ì‡¯Â„Ó ÊÛÌ‡Î‡, ·˚Î ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚÂÎÂÏ ÊÛÌ‡Î‡
‚ Ú‡ÍÓÏ ÍÛÔÌÂÈ¯ÂÏ Ì‡Û˜ÌÓÏ ˆÂÌÚÂ, Í‡ÍËÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ãÂÌËÌ„‡‰. éÌ ÒÓ ‰Ìfl ÓÒÌÓ‚‡ÌËfl ÊÛÌ‡Î‡
‚ 1961 „. ‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ 25 ÎÂÚ ‰Ó 1986 „. ·˚Î Ó‰ÌËÏ ËÁ ‡ÍÚË‚ÌÂÈ¯Ëı Ë ‰Ó·ÓÒÓ‚ÂÒÚÌ˚ı ̃ ÎÂÌÓ‚ Â‰ÍÓÎ-
ÎÂ„ËË, ÏÌÓ„ËÂ Â„Ó Ì‡Û˜Ì˚Â ‡·ÓÚ˚ ÔÓ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ ·˚ÎË ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡Ì˚ ËÏÂÌÌÓ
‚ Ì‡¯ÂÏ ÊÛÌ‡ÎÂ. ÅÎ‡„Ó‰‡fl Â„Ó ¯ËÓÍÓÈ ˝Û‰ËˆËË, ÚÂ·Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË Ë ‰Ó·ÓÊÂÎ‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË
ÛÓ‚ÂÌ¸ ‡·ÓÚ ÔÓ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸Ì˚Ï ÏÂÚÓ‰‡Ï ‡Î„Â·˚, ÔÛ·ÎËÍÓ‚‡‚¯ËıÒfl ‚ Ì‡¯ÂÏ ÊÛÌ‡ÎÂ, ‚ÒÂ„‰‡
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·˚Î ‚˚ÒÓÍËÏ. Ñ.ä. î‡‰‰ÂÂ‚ ÌÂ Ê‡ÎÂÎ ÌË ‚ÂÏÂÌË, ÌË ˝ÌÂ„ËË, ÔÓÏÓ„‡fl ÏÓÎÓ‰˚Ï ‡‚ÚÓ‡Ï ÒÓ‚Â-
¯ÂÌÒÚ‚Ó‚‡Ú¸ Ò‚ÓË ‡·ÓÚ˚ Í‡Í ÔÓ ÒÓ‰ÂÊ‡ÌË˛, Ú‡Í Ë ÔÓ ÓÙÓÏÎÂÌË˛.

ÅÛ‰Û˜Ë ÏÌÓ„Ó ÎÂÚ ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚÒÍËÏ ÔÓÙÂÒÒÓÓÏ, ÑÏËÚËÈ äÓÌÒÚ‡ÌÚËÌÓ‚Ë˜ ÔÓ‰„ÓÚÓ‚ËÎ ÏÌÓ-
„Ó ÏÓÎÓ‰˚ı Û˜ÂÌ˚ı-Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓ‚. Ö„Ó Û˜ÂÌËÍ à„Ó¸ êÓÒÚËÒÎ‡‚Ó‚Ë˜ ò‡Ù‡Â‚Ë˜ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Í‡‰Â-
ÏËÍÓÏ êÄç, ‰Û„ËÂ Â„Ó Û˜ÂÌËÍË – á.à. ÅÓÂ‚Ë˜, Ñ.ë. ÉÓ¯ÍÓ‚, Ä.à. ëÍÓÔËÌ – ‰ÓÍÚÓ‡ ÙËÁËÍÓ-
Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı Ì‡ÛÍ. åÌÓ„ËÂ ‰Û„ËÂ Â„Ó Û˜ÂÌËÍË ÒÚ‡ÎË ‚Ë‰Ì˚ÏË Û˜ÂÌ˚ÏË Ë ÔÓ‰ÓÎÊ‡˛Ú ‡Á‚Ë-
‚‡Ú¸ Â„Ó Ë‰ÂË.

òËÓÍÓ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ Û˜Â·ÌËÍË, Ì‡ÔËÒ‡ÌÌ˚Â Ñ.ä. î‡‰‰ÂÂ‚˚Ï, ÓÒÓ·ÂÌÌÓ Â„Ó (ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Ò à.ë. ëÓ-
ÏËÌÒÍËÏ) “ë·ÓÌËÍ Á‡‰‡˜ ÔÓ ‚˚Ò¯ÂÈ ‡Î„Â·Â” (Û Ì‡Ò ‚˚¯ÎË 6 ËÁ‰‡ÌËÈ ˝ÚÓÈ ÍÌË„Ë), ÔÂÂ‚Â‰ÂÌ-
Ì˚È Ì‡ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ËÌÓÒÚ‡ÌÌ˚Â flÁ˚ÍË. àÁ‚ÂÒÚÌ˚ Ú‡ÍÊÂ ÍÌË„Ë Ñ.ä. î‡‰‰ÂÂ‚‡ ‰Îfl ÒÂ‰ÌËı Û˜Â·-
Ì˚ı Á‡‚Â‰ÂÌËÈ. 

óÂÎÓ‚Â˜ÂÒÍËÂ Í‡˜ÂÒÚ‚‡ Ñ.ä. î‡‰‰ÂÂ‚‡, ¯ËÓÚ‡ Â„Ó ‚Á„Îfl‰Ó‚ Ë ËÌÚÂÂÒÓ‚, ·Î‡„ÓÓ‰ÒÚ‚Ó, ÚÂ-
·Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ Í ÒÂ·Â Ë ‰Ó·ÓÊÂÎ‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ Í ‰Û„ËÏ ·˚ÎË ÒÓ‡ÁÏÂÌ˚ Â„Ó „ÎÛ·ÓÍÓÈ ‚ÌÛÚÂÌ-
ÌÂÈ ÍÛÎ¸ÚÛÂ. ÇÒÂ ˝ÚÓ, ‚ÏÂÒÚÂ Ò ÓÒÓ·˚Ï ÒÓ˜ÂÚ‡ÌËÂÏ ÔÓfl‰Ó˜ÌÓÒÚË Ë Ì‡Û˜ÌÓÈ Ó‰ÂÊËÏÓÒÚË, ‰ÂÎ‡-
ÎÓ Ó·˘ÂÌËÂ Ò ÑÏËÚËÂÏ äÓÌÒÚ‡ÌÚËÌÓ‚Ë˜ÂÏ ÒÓ·˚ÚËÂÏ ‰Îfl ‚ÒÂı, ÍÚÓ Ò ÌËÏ ÒÓÔËÍ‡Ò‡ÎÒfl. Ö„Ó ÔË-
ÒÛÚÒÚ‚ËÂ Ì‡ Á‡ÒÂ‰‡ÌËflı Â‰ÍÓÎÎÂ„ËË Ì‡¯Â„Ó ÊÛÌ‡Î‡ ÒÓÁ‰‡‚‡ÎÓ ÓÒÓ·Û˛ Ú‚Ó˜ÂÒÍÛ˛ ‡ÚÏÓÒÙÂÛ.
óÎÂÌ˚ Â‰ÍÓÎÎÂ„ËË Ì‡¯Â„Ó ÊÛÌ‡Î‡, ÏÌÓ„Ó˜ËÒÎÂÌÌ˚Â ‡‚ÚÓ˚, ÒÓÚÛ‰ÌËÍË Â‰‡ÍˆËË Ë ̃ ËÚ‡ÚÂÎË
Ì‡‚ÒÂ„‰‡ ÒÓı‡ÌflÚ Ò‚ÂÚÎÛ˛ Ô‡ÏflÚ¸ Ó ÑÏËÚËË äÓÌÒÚ‡ÌÚËÌÓ‚Ë˜Â î‡‰‰ÂÂ‚Â.
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ç‡ ÓÒÌÓ‚Â ÓÔÂ‡ÚÓÌÓ„Ó, ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ„Ó Ë ËÚÂ‡ÚË‚ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰Ó‚ Â„ÛÎflËÁ‡ˆËË ÔÓÒÚÓÂÌ˚
ÔË·ÎËÊÂÌËfl, ÒËÎ¸ÌÓ ÒıÓ‰fl˘ËÂÒfl ‚ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Í Â¯ÂÌË˛ ËÒıÓ‰ÌÓ„Ó Í‚‡ÁË-
‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ‚Ë‰‡ ÔË ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÏ Á‡‰‡ÌËË ‰‡ÌÌ˚ı. ÅË·Î. 18.

äÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡: Í‚‡ÁË‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ˚Â ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡, ÓÔÂ‡ÚÓÌ˚È ÏÂÚÓ‰ Â„ÛÎflËÁ‡ˆËË, ÌÂ-
ÔÂ˚‚Ì˚È ÏÂÚÓ‰ Â„ÛÎflËÁ‡ˆËË ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡, ËÚÂ‡ÚË‚Ì˚È ÏÂÚÓ‰ Â„ÛÎflËÁ‡ˆËË.

èÛÒÚ¸ Ω – ‚˚ÔÛÍÎÓÂ Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â H,
A : H  H, B : H  H – ÌÂÍÓÚÓ˚Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚, ÔË ‚ÒÂı u Ë v ËÁ H Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÂ ÒÎÂ‰Û˛-
˘ËÏ ÛÒÎÓ‚ËflÏ:

a) (Au – Av, u – v) ≥ m||u – v||2,  m > 0;
·) ||Au – Av|| ≤ L1||u – v||,  L1 > 0;
‚) ||Bu – Bv|| ≤ L2||u – v||,  L2 > 0.
á‰ÂÒ¸ (u, v) – ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ u Ë v ËÁ H.
Ç [1] ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÓ, ˜ÚÓ ÔË

(1)

Í‚‡ÁË‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

(2)

„‰Â Ω(x) = Ω + Bx, ËÏÂÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ x ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ f ∈ H.
Ñ‡ÎÂÂ Ò˜ËÚ‡ÂÏ, ˜ÚÓ (1) ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ. èÛÒÚ¸ ‰‡ÌÌ˚Â Á‡‰‡˜Ë (2), ‡ ËÏÂÌÌÓ ÓÔÂ‡ÚÓ˚ A Ë B, ˝ÎÂÏÂÌÚ
f Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ω, ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌ˚, Ú.Â. ‚ÏÂÒÚÓ A, B, f Ë Ω ËÁ‚ÂÒÚÌ˚, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ {Ah},

{Bh}, {f δ}, {Ωσ}, 0 ≤ h ≤ , 0 ≤ δ ≤ , 0 ≤ σ ≤ , ÔË˜ÂÏ ÓÔÂ‡ÚÓ˚ Ah : H  H Ë Bh : H  H ÔË
‚ÒÂı u Ë v ËÁ H Ó·Î‡‰‡˛Ú ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË:

a') (Ahu – Ahv, u – v) ≥ mh||u – v||2,  mh > 0;

·') ||Ahu – Ahv|| ≤ ||u – v||,   > 0;

‚') ||Bhu – Bhv|| ≤ ||u – v||,   > 0;

Ωσ – ‚˚ÔÛÍÎÓÂ Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ H, f δ ∈ H. äÓÏÂ ÚÓ„Ó,

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

M
L1L2

m
----------- L2+ 1<=

Ax f– x y–,( ) 0, x Ω x( ), y∀ Ω x( ),∈ ∈≤

h δ σ

L1
h L1

h

L2
h L2

h

mh m, Li
h Li ÔË h 0, i 1 2,,=

Au Ahu– hg u( ),≤

Bu Bhu– hq u( ),≤

f f δ– δ,≤

rH Ω Ωσ,( ) σ;≤

ìÑä 519.642.8
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êflÁ‡ÌˆÂ‚‡

Á‰ÂÒ¸ rH(Ω, Ωσ) – ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ H ÏÂÊ‰Û ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË Ω Ë Ωσ, g(s) Ë q(s) – ÌÂÓÚËˆ‡-
ÚÂÎ¸Ì˚Â Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚Â (Ú.Â. ÔÂÂ‚Ó‰fl˘ËÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ) ÙÛÌÍˆËË,
s ≥ 0.

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ÏÂÒÚÓ (2) ËÏÂÂÏ Á‡‰‡˜Û

(8)

ìÒÎÓ‚ËÂ ‡ÁÂ¯ËÏÓÒÚË (1) ‰Îfl (8) ‚ ÒËÎÛ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÈ a')–‚') ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰

(9)

ÖÒÎË ‚ÂÎË˜ËÌ‡ M ·ÎËÁÍ‡ Í Â‰ËÌËˆÂ, ÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (9) ÏÓÊÂÚ ÌÂ ‚˚ÔÓÎÌflÚ¸Òfl Ë ÔË Ï‡Î˚ı h.
äÓÏÂ ÚÓ„Ó, Ì‡ Ô‡ÍÚËÍÂ ‚ÂÎË˜ËÌÛ h ˜‡ÒÚÓ ÌÂÎ¸Áfl Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ÏÂÌ¸¯Â ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl h0. áÌ‡-
˜ËÚ, ‚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËË (1) Ï˚ ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÌÂ ÏÓÊÂÏ „‡‡ÌÚËÓ‚‡Ú¸ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ Â¯ÂÌËfl
‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë (8). èÓ ̋ ÚÓÈ ÔË˜ËÌÂ ÔÂÂÈ‰ÂÏ ÓÚ Á‡‰‡˜Ë (8) Í ·ÎËÁÍÓÈ Í ÌÂÈ Â„ÛÎflËÁÓ‚‡Ì-
ÌÓÈ Á‡‰‡˜Â ÒÎÂ‰Û˛˘Â„Ó ‚Ë‰‡:

(10)

„‰Â ∆ = (h, σ, β), β ∈ (0, 1), α > 0, λ = (α, β), µ = (δ, h, σ). ìÒÎÓ‚ËÂ ‡ÁÂ¯ËÏÓÒÚË ‚Ë‰‡ (1) ‰Îfl Í‚‡ÁË-
‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (10) ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ

(11)

í‡Í Í‡Í  ≥ mh, ÚÓ ‰Îfl ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó h ÔË α > 0 Ë β ∈ (0, 1) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó  < Mh.

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÔË ‚˚ÔÓÎÌÂÌËË (9) ÔÂÂıÓ‰ ÓÚ (8) Í Á‡‰‡˜Â (10) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÔ‡‚‰‡Ì ÚÂÏ, ˜ÚÓ

ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ı  Ë Mh ‚ÎËfl˛Ú Ì‡ ÒÍÓÓÒÚ¸ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚ Â¯ÂÌËfl
Á‡‰‡˜ (8) Ë (10) (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [1]–[3]).

èÛÒÚ¸ ÛÓ‚ÌË ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÈ ‰‡ÌÌ˚ı δ, h, σ Í‚‡ÁË‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (2) Ó·Î‡‰‡˛Ú Ò‚ÓÈ-
ÒÚ‚ÓÏ

(12)

Ë ÔË ˝ÚÓÏ ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ (11). íÓ„‰‡ Í‚‡ÁË‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (10) ËÏÂÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Â¯Â-

ÌËÂ . àÒÒÎÂ‰ÛÂÏ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ  ÔË λ  λ0. í‡Í Í‡Í x – Â¯ÂÌËÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (2), ÚÓ x = u + Bx,
u ∈ Ω. ÑÎfl ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ u ∈ Ω ‚ ÒËÎÛ ÛÒÎÓ‚Ëfl (7) Ì‡È‰ÂÚÒfl ÚÓ˜Í‡ uσ ∈ Ω σ Ú‡Í‡fl, ˜ÚÓ

(13)

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ  ∈ Ω∆( ), ÚÓ  =  + βBh ,  ∈ Ω σ. ÑÎfl  ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÛÒÎÓ‚Ë˛ (7) Ì‡È‰ÂÏ ˝ÎÂ-

ÏÂÌÚ  ∈ Ω Ú‡ÍÓÈ, ˜ÚÓ

(14)

íÓ„‰‡

Ç (2) ÔÓÎÓÊËÏ y = , ‡ ‚ (10) ÔÓÎÓÊËÏ y = , ÒÎÓÊË‚ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚, ËÏÂÂÏ

Ahx f δ– x y–,( ) 0, x Ωh
σ x( )∈≤ Ωσ Bhx y∀+ Ωh

σ x( ).∈=

Mh L1
hL2

h

mh
----------- L2

h+ 1.<=

Ahxλ
µ α xλ

µ f δ–+ xλ
µ y–,( ) 0, xλ

µ≤ Ωσ βBhxλ
µ Ω∆ xλ

µ( ) y∀=+ Ω∆ xλ
µ( ),∈ ∈

M∆̃ L1
h α+

mh α+
---------------- 1+

 
 
 

βL2
h 1, ∆̃< h α β, ,( ).= =

L1
h M∆̃

M∆̃

µ δ h σ, ,( ) 0 0 0, ,( ) ÔË λ α β,( ) λ0 0 1–,( )= = =

xλ
µ xλ

µ

u uσ– σ.≤

zλ
µ uσ u– x Bx– βBhxλ

µ+ + Ω∆ xλ
µ( ).∈=

xλ
µ xλ

µ xλ
µ uλ

µ xλ
µ uλ

µ uλ
µ

v λ
µ

uλ
µ

v λ
µ– σ.≤

wλ
µ

v λ
µ Bx+ xλ

µ βBhxλ
µ– Bx uλ

µ
v λ

µ–( )–+ Ω x( ).∈= =

wλ
µ zλ

µ

Ax f– x xλ
µ– βBhxλ

µ Bx– uλ
µ

v λ
µ–+ +,( ) Ahxλ

µ α xλ
µ f δ–+ xλ

µ x– u uσ– Bx βBhxλ
µ–+ +,( )+ 0.≤
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èÂÂÔË¯ÂÏ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÈ ÙÓÏÂ:

(15)

á‡ÙËÍÒËÛÂÏ ˝ÎÂÏÂÌÚ z0 ∈ H, ÚÓ„‰‡ ÔË ‚ÒÂı y ∈ H ‚ÂÌÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

íÂÔÂ¸ ÛÒÎÓ‚Ëfl ·'), (3), (4), (6) „‡‡ÌÚËÛ˛Ú ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ  > 0 Ú‡ÍÓÈ, ˜ÚÓ

(16)

ì˜ËÚ˚‚‡fl (16), Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ a')–‚') ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ Ah Ë Bh, ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËfl (4)–(7) Ë ÓˆÂÌÍË (13), (14), ËÁ
(15) ‚˚‚Ó‰ËÏ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

(17)

àÁ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËfl (11) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‚ÂÎË˜ËÌ‡

ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡ ÔË ‚ÒÂı α > 0, β ∈ (0, 1), 0 ≤ h ≤ . äÓÏÂ ÚÓ„Ó, Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ (3) ‚ÂÎË˜ËÌ mh, ,  Ë
ÛÒÎÓ‚Ëfl (1), (12) Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡˛Ú ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚ÓÒÚ¸ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ

(18)

áÌ‡˜ËÚ, ËÁ (17) ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÒÚ¸ ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ { } ÔË λ  λ0. íÂÔÂ¸ ËÁ (17) ÌÂÚÛ‰ÌÓ
ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

(19)

„‰Â c1 – ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl. éÚÒ˛‰‡ ‚ ÒËÎÛ (12) Ë (18) ‰ÂÎ‡ÂÏ ‚˚‚Ó‰ Ó ÒËÎ¸ÌÓÈ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË

{ } ÔË λ  λ0 Í Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÏÛ Â¯ÂÌË˛ Í‚‡ÁË‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (2).

ëÙÓÏÛÎËÛÂÏ ‰ÓÍ‡Á‡ÌÌÓÂ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ.
íÂÓÂÏ‡ 1. èÛÒÚ¸ H – ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÓÔÂ‡ÚÓ˚ A : H  H,

B : H  H Ó·Î‡‰‡˛Ú Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË ‡)–‚) Ë ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (1), Ω – ‚˚ÔÛÍÎÓÂ Á‡ÏÍÌÛ-
ÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ H, ˝ÎÂÏÂÌÚ f ∈ H. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‰‡ÌÌ˚Â Í‚‡ÁË‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÌÂ‡‚ÂÌ-
ÒÚ‚‡ (2) ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌ˚, Ú.Â. ‚ÏÂÒÚÓ A, B, f Ë Ω ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ {Ah}, {Bh}, {f δ} Ë {Ωσ} ÒÓÓÚ‚ÂÚ-

ÒÚ‚ÂÌÌÓ, 0 ≤ h ≤ , 0 ≤ δ ≤ , 0 ≤ σ ≤ , ÔË˜ÂÏ ÓÔÂ‡ÚÓ˚ Ah : H  H, Bh : H  H Ó·Î‡‰‡˛Ú
Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË ‡')–‚'), f δ ∈ H, Ωσ – ‚˚ÔÛÍÎÓÂ Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ H Ë ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÛÒÎÓ‚Ëfl (3)–(7),

(11), (12). íÓ„‰‡   x ÔË λ  λ0, „‰Â  Ë x – Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Â Â¯ÂÌËfl Í‚‡ÁË‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ˚ı
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ (10) Ë (2) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

ä‡Í ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸ ‚ [4], [5], ÛÒÎÓ‚ËÂ (7) ·ÎËÁÓÒÚË ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Ω Ë Ωσ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ‰Îfl Ó„‡ÌË˜ÂÌ-
Ì˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚. ÑÎfl ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı Ω Ë Ωσ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (7) ÒÎÂ‰ÛÂÚ Á‡ÏÂÌËÚ¸ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ

(20)

„‰Â R ≥ 0 – ÌÂÍÓÚÓÓÂ ˜ËÒÎÓ, a(R) – ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡fl ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl, a(R)  +∞ ÔË
R  +∞,

Ax Ahx– x xλ
µ–,( ) Ahx Ahxλ

µ– x xλ
µ–,( ) f δ f– x xλ

µ–,( ) α xλ
µ x–

2 α x xλ
µ x–,( ) ++ + + +

+ Ax Ahx– Ahx – A
h
xλ

µ f– f δ α xλ
µ x–( )– αx–+ + βBhxλ

µ Bx–,( ) Ax f– uλ
µ

v λ
µ–,( ) ++

+ Ahxλ
µ α xλ

µ f δ–+ u uσ–,( ) 0.≤

Ahy f δ– Ahy Ahz0– Ahz0 Az0– Az0 f– f f δ– .+ + +≤

b

Ahy f δ– b y 1+( ) y∀ H , 0 h h, 0 δ δ.≤ ≤≤ ≤∈≤

mh α+( ) xλ
µ x–

2
hg x( ) δ α x+ +[ ] xλ

µ x– +≤

+ hg x( ) δ L1
h α+( ) xλ

µ x– α x+ + +[ ] β L2
h xλ

µ x– hq x( )+[ ] 1 β–( ) Bx+{ } +

+ Ax f– b xλ
µ 1+( ) α xλ

µ+ +[ ]σ .

K ∆̃ mh α β L1
h α+( )L2

h–+=

h L1
h L2

h

K ∆̃λ λ 0→
lim m L1L2– K 0.>= =

xλ
µ

xλ
µ x–

2
c1

δ h σ α 1 β–+ + + +
K ∆̃

--------------------------------------------------,≤

xλ
µ

h δ σ

xλ
µ xλ

µ

τ R Ω Ωσ, ,( ) a R( )σ,≤

τ R Ω Ωσ, ,( ) max S R Ω Ωσ, ,( ) S R Ωσ Ω, ,( ),{ } ,=
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êflÁ‡ÌˆÂ‚‡

Á‰ÂÒ¸ ΩR = Ω ∩ B(0, R), B(0, R) = {u | ||u|| ≤ R}. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÔË Á‡ÏÂÌÂ (7) ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ (20)
ÓˆÂÌÍË (13) Ë (14) ÔËÏÛÚ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‚Ë‰

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ  =  – β[Bh  – Bhx + Bhx], ÚÓ, ÔËÌfl‚ ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl ‚') Ë (5), ÔÓÎÛ˜ËÏ

Á‰ÂÒ¸ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl c2 ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ λ Ë µ. áÌ‡˜ËÚ, ‚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËË (20) ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ
||Ax – f||σ ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË (17) ·Û‰ÂÚ Á‡ÏÂÌÂÌÓ Ì‡ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ:

Ë ÔË ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÏ ÔÓfl‰ÍÂ ÓÒÚ‡ ÙÛÌÍˆËË a(R) ËÁ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓ„Ó ‚ÏÂÒÚÓ (17) ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÛÒÚ‡-

ÌÓ‚ËÚ¸ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÒÚ¸ ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ { } ÔË λ  λ0 ÌÂ Û‰‡ÂÚÒfl. èÛÒÚ¸

(21)

í‡Í Í‡Í σ  0, β   L2 > 0 ÔË λ  λ0, ÚÓ ÔË s ∈ (0, 2) ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ ÚÂÓÂÏ˚ 1, Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ,

ÒÓı‡ÌflÂÚÒfl. ÖÒÎË s = 2, ÚÓ ÔË ‚˚‚Ó‰Â ÓˆÂÌÍË ‚Ë‰‡ (19) ÓÎ¸  ·Û‰ÂÚ ‚˚ÔÓÎÌflÚ¸ ‚ÂÎË˜ËÌ‡

ÔË˜ÂÏ

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ë ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ·Û‰ÂÚ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌ‡ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÒÚ¸ { } ÔË λ  λ0, Ú.Â. ÒÔ‡-
‚Â‰ÎË‚‡

íÂÓÂÏ‡ 2. ÖÒÎË ‚ ÛÒÎÓ‚Ëflı ÚÂÓÂÏ˚ 1 ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ (7) Á‡ÏÂÌËÚ¸ Ì‡ (20) Ò ÙÛÌÍˆËÂÈ a(R),
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ÂÈ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û (21), ÚÓ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ ÚÂÓÂÏ˚ 1 ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚Ï.

á‡ÏÂ˜‡ÌËfl. 1. Ç [4], [5] ÔË ËÁÛ˜ÂÌËË ÓÔÂ‡ÚÓÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ Â„ÛÎflËÁ‡ˆËË ‰Îfl ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ˚ı ÌÂ‡-
‚ÂÌÒÚ‚ ÚÂ·Ó‚‡ÌËÂ (21) Ì‡ ÔÓfl‰ÓÍ ÓÒÚ‡ ÙÛÌÍˆËË a(R) Û‰‡ÎÓÒ¸ ÒÌflÚ¸ Á‡ Ò˜ÂÚ ‚‚Â‰ÂÌËfl ‚ Â„ÛÎflËÁÓ‚‡ÌÌÛ˛

Á‡‰‡˜Û (10) ‚ÏÂÒÚÓ α  Â„ÛÎflËÁÛ˛˘Â„Ó ÒÎ‡„‡ÂÏÓ„Ó αEa , „‰Â ÓÔÂ‡ÚÓ Ea : H  H, Ea(0) = 0, Eax =
= xa(||x||)/||x|| ÔË x ≠ 0. ÑÎfl Í‚‡ÁË‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (2) Ú‡ÍÓÈ ÔËÂÏ ÌÂ ÒÌËÏ‡ÂÚ ÛÍ‡Á‡ÌÌÛ˛ ÔÓ-
·ÎÂÏÛ, Ú‡Í Í‡Í ÓÔÂ‡ÚÓ Ea ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÎ¸ÌÓ ÏÓÌÓÚÓÌÌ˚Ï Ë ÎËÔ¯Ëˆ-ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï Ì‡
‚ÒÂÏ H (ÒÏ. [6]), ˜ÚÓ ÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÓÚÍ˚Ú˚Ï ‚ÓÔÓÒ Ó ‡ÁÂ¯ËÏÓÒÚË Â„ÛÎflËÁÓ‚‡ÌÌÓ„Ó Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ Í‚‡-
ÁË‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡.

2. éÔÛÒÚËÏ ‚ ÛÒÎÓ‚Ëflı ÚÂÓÂÏ˚ 1 ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ (1). íÓ„‰‡ ËÁ (11) ÔË λ  λ0 ËÏÂÂÏ M ≤ 1. Ç [1] ÔË
‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Â ÎÂÏÏ˚ 2 ‰Îfl Â¯ÂÌËÈ (2) ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ x1 Ë x2 ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

˜ÚÓ Ò Û˜ÂÚÓÏ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÈ ·) Ë ‚) ‰‡ÂÚ

(22)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ M ≤ 1, ÚÓ m – L1L2 > 0, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ËÁ (22) ÒÎÂ‰ÛÂÚ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó x1 = x2. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÂÒÎË Í‚‡ÁË-
‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (2) ËÏÂÂÚ Â¯ÂÌËÂ, ÚÓ ‚ Ì‡¯Ëı ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËflı ‡)–‚), (11) Ë (12) ÓÌÓ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌ-
ÌÓ.

Ç ‡·ÓÚÂ [1] ‰Îfl Í‚‡ÁË‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (2) ÔÓÒÚÓÂÌ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚È ÏÂÚÓ‰ ÔÂ‚Ó„Ó
ÔÓfl‰Í‡ ÒÎÂ‰Û˛˘Â„Ó ‚Ë‰‡:

(23)

S R Ω Ωσ, ,( ) sup inf u v–   v Ωσ∈{ }   u ΩR∈{ } ;=

u uσ– a u( )σ, uλ
µ

v λ
µ– a uλ

µ( )σ.≤ ≤

uλ
µ xλ

µ xλ
µ

uλ
µ xλ

µ β L2
h xλ

µ x+( ) hq x( ) Bx+ +[ ]+ 1 βL2
h+( ) xλ

µ c2;+≤ ≤

σ Ax f– a 1 βL2
h+( ) xλ

µ c2+( ),

xλ
µ

a R( ) c3Rs, c3 0, s 0 2 ] .,(∈>≤

L2
h

K ∆̃

T h σ α β, , ,( ) K ∆̃ c3σ Ax f– 1 βL2
h+( )2

,–=

T h σ α β, , ,( )
λ λ 0→
lim K 0.>=

xλ
µ

xλ
µ xλ

µ

m x1 x2– 2 Ax1 Ax2– Bx1 Bx2–,( ),≤

m L1L2–( ) x1 x2– 2 0.≤

ξ' t( ) ξ t( ) Bξ t( )–+ PrΩ ξ t( ) Bξ t( )– γ t( )Aξ t( )–( ), ξ t0( ) ξ0 H ,∈= =



ÜìêçÄã ÇõóàëãàíÖãúçéâ åÄíÖåÄíàäà à åÄíÖåÄíàóÖëäéâ îàáàäà      ÚÓÏ 47      ‹ 8      2007

åÖíéÑõ êÖÉìãüêàáÄñàà Ç ÉàãúÅÖêíéÇéå èêéëíêÄçëíÇÖ 1291

ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ ÍÓÚÓÓ„Ó ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌ‡ ÔË ÛÒÎÓ‚Ëflı

(24)

(25)

á‰ÂÒ¸ γ(t) – ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÔË t ≥ t0 ÙÛÌÍˆËfl, PrΩ : H  Ω – ÓÔÂ‡ÚÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÂÍÚËÓ-
‚‡ÌËfl ‚ H Ì‡ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ω. Ñ‡ÎÂÂ Ò˜ËÚ‡ÂÏ, ˜ÚÓ (24) ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‰Îfl ÌÂÍÓ-
ÚÓÓÈ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË γ(t), t ≥ t0 ≥ 0.

èÛÒÚ¸ ‰‡ÌÌ˚Â Á‡‰‡˜Ë (2) ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌ˚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: ÔË ‚ÒÂı t ≥ t0 ≥ 0 ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ ÒÂÏÂÈ-
ÒÚ‚‡ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ A(t) : H  H, B(t) : H  H, ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó ̋ ÎÂÏÂÌÚÓ‚ f(t) ∈ H Ë ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó ‚˚ÔÛÍÎ˚ı
Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Ω(t) ⊂ H, ÔË˜ÂÏ ‚ÂÌÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ:

‡t) ÓÔÂ‡ÚÓ A(t) fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÎ¸ÌÓ ÏÓÌÓÚÓÌÌ˚Ï Ì‡ H Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ m(t) > 0;
·t) ÓÔÂ‡ÚÓ˚ A(t) Ë B(t) ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ ÔÓ t Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú Ì‡ H ÛÒÎÓ‚Ë˛ ãËÔ¯Ëˆ‡ Ò ÔÓÎÓÊË-

ÚÂÎ¸Ì˚ÏË ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË L1(t) Ë L2(t) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ;
‚t) m(t)  m, Li(t)  Li ÔË t  ∞, i = 1, 2;
„t) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

(26)

(27)

(28)

Á‰ÂÒ¸ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË h(t), δ(t) Ë σ(t) fl‚Îfl˛ÚÒfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡Î˚ÏË ÔË t  ∞, ÙÛÌÍ-
ˆËË g(s) Ë q(s) Ú‡ÍËÂ ÊÂ, Í‡Í ‚ ÛÒÎÓ‚Ëflı (4) Ë (5), f(t) ÌÂÔÂ˚‚Ì‡ ÔÓ t, t ≥ t0.

çÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (25) ‰Îfl ÏÂÚÓ‰‡ (23) Ò ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌ˚ÏË ‰‡ÌÌ˚ÏË ÔËÏÛÚ ‚Ë‰

(29)

íÂ·Ó‚‡ÌËfl (29) ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ Ì‡Û¯ÂÌ˚ Ë ÔË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯Ëı t, ÌÂÒÏÓÚfl Ì‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌËÂ (25) Ë ‚t).
èÓ‰Ô‡‚ËÏ ÏÂÚÓ‰ (23) Ò ÚÂÏ, ˜ÚÓ·˚ ÓÒÎ‡·ËÚ¸ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ÔÂ-

‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡.
ë‰ÂÎ‡ÂÏ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓÂ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ:
‰t) ÔÛÒÚ¸ α(t) Ë β(t) – ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Â ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË, β(t) < 1, t ≥ t0, Ë

α(t)  0, β(t)  1 ÔË t  ∞. (30)

èÓÒÚÓËÏ ‰Îfl Í‚‡ÁË‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (2) ÌÂÔÂ˚‚Ì˚È ÏÂÚÓ‰ ÒÎÂ‰Û˛˘Â„Ó ‚Ë‰‡:

(31)

„‰Â PrΩ(t) : H  Ω(t) – ÓÔÂ‡ÚÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÂÍÚËÓ‚‡ÌËfl ‚ H Ì‡ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÏÌÓ-

ÊÂÒÚ‚Ó Ω(t). èÛÒÚ¸ , ,  – ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡Ï

(32)

˜ÚÓ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ‚ ÒËÎÛ Ì‡¯Ëı ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÈ ‚t) Ë (30). íÓ„‰‡ ‰Îfl ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl F(t, z) = –z + β(t)B(t)z +
+ PrΩ(t)(z – β(t)B(t)z – γ(t)[A(t)z + α(t)z – f(t)]) Ò Û˜ÂÚÓÏ (32), ÌÂ‡ÒÚflÊËÏÓÒÚË ÓÔÂ‡ÚÓ‡ PrΩ(t) ÔË
ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÏ t Ë ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÈ ·t), ‰t) (24) ËÏÂÂÏ

àÒÒÎÂ‰ÛÂÏ ‚ÓÔÓÒ Ó ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚË ÓÔÂ‡ÚÓ‡ PrΩ(t) ÔÓ t, t ≥ t0. èÛÒÚ¸

(33)

„‰Â (t, t') – ÌÂÍÓÚÓ‡fl ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl,

(34)

0 γ0 γ t( ) γ1,≤ ≤<

M1 γ1L1 L2+ 2, M2≤ 2mγ0 L2– L1γ
1 1 2L2+( )– b 0.>= = =

A t( )u Au– h t( )g u( ), B t( )u Bu– h t( )q u( ) u∀ H ,∈≤ ≤

f f t( )– δ t( ),≤

rH Ω Ω t( ),( ) σ t( );≤

M1 t( ) γ t( )L1 t( ) L2 t( )+ 2, M2 t( )≤ 2m t( )γ t( ) L2 t( )– L1 t( )γ t( ) 1 2L2 t( )+( )– b t( ) b0 0.> >= = =

u' t( ) u t( ) β t( )B t( )u t( )–+ PrΩ t( ) u t( ) β t( )B t( )u t( )– γ t( ) A t( )u t( ) α t( )u t( ) f t( )–+[ ]–( ),=

u t0( ) u0 H ,∈=

L̃1 L̃2 α̃

Li t( ) L̃i, i≤ 1 2, α t( ), α̃ t∀ t0,≥≤=

F t z1,( ) F t z2,( )– 2 2 L̃2 γ1 L̃1 α̃+( )+ +[ ] z1 z2– z1 z2 H .∈,∀≤

rH Ω t( ) Ω t'( ),( ) ξ̃ t t',( ), t t0, t' t0,≥≥≤

ξ̃

ξ̃ t t',( ) ξ̃ t' t,( ) 0 ÔË t' t.=
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êflÁ‡ÌˆÂ‚‡

Ç‚Â‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl zt = PrΩ(t)z, zt' = PrΩ(t')z, z ∈ H. íÓ„‰‡ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (ÒÏ., Ì‡ÔË-
ÏÂ, [5, Ò. 76], [7, Ò. 189])

(35)

(36)

èÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ (33) Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ yt ∈ Ω(t) Ë y t' ∈ Ω(t') Ú‡ÍËı, ˜ÚÓ

(37)

Ç (35) ÔÓÎÓÊËÏ y = yt, ‡ ‚ (36) ÔÓÎÓÊËÏ y = yt'; ÒÎÓÊË‚ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚, ÔÓÎÛ˜ËÏ

(38)

Ç˚·ÂÂÏ ‚ Ω ÌÂÍÓÚÓ˚È ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚È ̋ ÎÂÏÂÌÚ x0; ÚÓ„‰‡ ‚ ÒËÎÛ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËfl (28) Ì‡È‰ÂÚÒfl ̋ ÎÂ-
ÏÂÌÚ y(t) ∈ Ω( t) Ú‡ÍÓÈ, ˜ÚÓ ||x0 – y(t)|| ≤ σ(t) ≤  ÔË ‚ÒÂı t ≥ t0, Ú.Â. ||y(t)|| ≤ ||x0|| + . í‡Í Í‡Í ||zt – z|| ≤
≤ ||y – z|| ÔË ‚ÒÂı y ∈ Ω( t), ÚÓ ||zt|| ≤ 2||z|| + ||x0|| + . ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÓˆÂÌÍÛ ||zt'|| ≤ 2||z|| + ||x0|| + .
íÂÔÂ¸ ËÁ (38) ËÏÂÂÏ (Ò. Ò [8])

(39)

Ë Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó (34) ÙÛÌÍˆËË (t, t') Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚ¸ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ PrΩ(t) ÔÓ t ÔË t ≥ t0. ëÎÂ-
‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ Ì‡¯Ëı ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËflı ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë äÓ¯Ë (31) ÍÎ‡Ò-
Ò‡ C1[t0, +∞) (ÒÏ. [9, Ò. 399]). èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ˝ÚÓ Â¯ÂÌËÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÓ Ì‡ [t0, +∞), Ë ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏ
Â„Ó ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÔË t  +∞. éÚ (31) ÔÂÂÈ‰ÂÏ Í ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Â

(40)

í‡Í Í‡Í Â¯ÂÌËÂ x Í‚‡ÁË‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (2) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏÓ ‚ ‚Ë‰Â x =  + Bx,  ∈ Ω, ÚÓ
ÛÒÎÓ‚ËÂ (28) „‡‡ÌÚËÛÂÚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ v(t) ∈ Ω(t) Ú‡ÍÓ„Ó, ˜ÚÓ

(41)

ÑÎfl u'(t) + u(t) – β(t)B(t)u(t) ∈ Ω(t) ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (28) Ì‡È‰ÂÚÒfl w(t) ∈ Ω Ë
(42)

èÓÎ‡„‡fl ‚ (2), ÛÏÌÓÊÂÌÌÓÏ Ì‡ γ(t), y ‡‚Ì˚Ï w(t) + Bx ∈ Ω(x), ‡ ‚ (40) ÔÓÎ‡„‡fl y ‡‚Ì˚Ï v(t) Ë ÒÍÎ‡-
‰˚‚‡fl ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡, ËÏÂÂÏ

(43)

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ·t), (26) Ë Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÒÚ¸ u(t), ÌÂÚÛ‰ÌÓ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸ (ÒÏ. ‚˚‚Ó‰ (16)), ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú
ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â d1 > 0, d2 > 0 Ú‡ÍËÂ, ̃ ÚÓ ||A(t)u(t)|| ≤ d1, ||B(t)u(t)|| ≤ d2 ÔË ‚ÒÂı t ≥ t0. íÓ„‰‡ ËÁ (31) ÒÎÂ‰ÛÂÚ
Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÒÚ¸ ||u'(t)|| ÔË t ≥ t0.

éÔÂ‰ÂÎËÏ ÙÛÌÍˆË˛ ρ(t) = ||u(t) – x||2/2, ÚÓ„‰‡ ρ'(t) = (u'(t), u(t) – x), ρ(t0) = ||u0 – x||2/2 = ρ0. çÂ-
ÒÎÓÊÌ˚ÏË ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflÏË, ÔËÌfl‚ ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ (41), (42), ÓÚ (43) ÔË‰ÂÏ Í ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û

(44)

àÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡‚ ·t), ‚t), (26), (30), ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÏ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ÓˆÂÌÍË:
1) ||β(t)B(t)u(t) – Bx|| ≤ β(t)[||B(t)u(t) – B(t)x|| + ||B(t)x – Bx||] + [1 – b(t)]||Bx|| ≤ [1 – β(t) + h(t)]c5 +

+ β(t)L2(t)||u(t) – x||;

zt z– zt y–,( ) 0 y∀ Ω t( ),∈≤

zt' z– zt' y–,( ) 0 y∀ Ω t'( ).∈≤

zt yt'– ξ̃ t t',( ), zt' yt– ξ̃ t t',( ).≤ ≤

zt zt'– 2 zt z– zt' z–+( )ξ̃ t t',( ) zt yt' 2 z+ +( )ξ̃ t t',( ).≤ ≤

σ σ
σ σ

zt zt'– 2 2 3 z x0 σ+ +( )ξ̃ t t',( ),≤

ξ̃

u' t( ) γ t( ) A t( )u t( )) α t( )u t( ) f t( )–+[ ]+ u' t( ) u t( ) β t( )B t( )u t( )– y–+,( ) 0 y∀ Ω t( ),∈≤
u' t( ) u t( ) β t( )B t( )u t( )–+ Ω t( ).∈

x̃ x̃

x̃ v t( )– σ t( ) t∀ t0.≥≤

u' t( ) u t( ) β t( )B t( )u t( )– w t( )–+ σ t( ) t∀ t0.≥≤

γ t( ) Ax f– u' t( ) u t( ) β t( )B t( )u t( )– w t( )–+,( ) u' t( ) γ t( ) A t( )u t( ) α t( )u t( ) f t( )–+[ ]+ x̃ v t( )–,( ) ++

+ γ t( ) Ax f– x u t( )– u' t( )– β t( )B t( )u t( ) Bx–+,( ) +

+ u' t( ) γ t( ) A t( )u t( ) α t( )u t( ) f t( )–+[ ]+ u' t( ) u t( ) x– Bx β t( )B t( )u t( )–+ +,( ) 0.≤

dρ t( )
dt

------------- 2γ t( )α t( )ρ t( ) u' t( ) 2 γ t( ) Ax A t( )x– x u t( )– u' t( )– β t( )B t( )u t( ) Bx–+,( ) +[+ + +

+ A t( )x A t( )u t( )– x u t( )–,( ) α t( ) x u t( ) x–,( ) f f t( )– x u t( )–,( ) +–+

+ A t( )x A t( )u t( )– α t( )u t( )– f– f t( )+ β t( )B t( )u t( ) Bx– u' t( )–,( ) ] +

+ u' t( ) Bx β t( )B t( )u t( )–,( ) σ t( )c4, c4 0.>≤
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2) (u'(t), β(t)B(t)u(t) – Bx) ≤ {[1 – β(t) + h(t)]c5 + β(t)L2(t)||u(t) – x||}||u'(t)|| ≤ [1 – β(t) + h(t)]c6 +
+ β(t)L2(t)[ρ(t) + ||u'(t)||2/2];

3) (A(t)u(t) – A(t)x, β(t)B(t)u(t) – Bx) ≤ L1(t)||u(t) – x||{[1 – β(t) + h(t)]c5 + β(t)L2(t)||u(t) – x||} ≤
≤ 2β(t)L1(t)L2(t)ρ(t) + [1 – β(t) + h(t)]c7;

4) (A(t)x – A(t)u(t), u'(t)) ≤ L1(t)||u(t) – x||||u'(t)|| ≤ L1(t)ρ(t) + L1(t)||u'(t)||2/2.
á‰ÂÒ¸ c5, c6, c7 – ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â. éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÔË ‚˚‚Ó‰Â ÓˆÂÌÓÍ 2) Ë 4) ·˚ÎÓ

ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌÓ ˜ËÒÎÓ‚ÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ab ≤ a2/2 + b2/2. íÂÔÂ¸ Ò Û˜ÂÚÓÏ ÓˆÂÌÓÍ 1)–4), ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂ-
ÌËÈ at), (24), (26), (27) Ë Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÒÚË u(t) Ë u'(t) ÔË t ≥ t0 ËÁ (44) ‚˚‚Ó‰ËÏ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

(45)

íÂÓÂÏ‡ 3. èÛÒÚ¸ H – ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÓÔÂ‡ÚÓ˚ A Ë B, ÏÌÓÊÂ-
ÒÚ‚Ó Ω Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÛÒÎÓ‚ËflÏ ÚÂÓÂÏ˚ 1, f ∈ H, Ë ‚ÂÌÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ (1). èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ̃ ÚÓ ‰‡Ì-
Ì˚Â Í‚‡ÁË‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (2) ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌ˚ Ë ‚ÏÂÒÚÓ A, B, Ω Ë f ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡
{A(t)}, {B(t)}, {Ω(t)} Ë {f(t)} ÔË t ≥ t0 ≥ 0 Ú‡ÍËÂ, ˜ÚÓ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËfl ‡t)–‰t), (33), (34).
èÛÒÚ¸ α(t), β(t), γ(t) – ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Â ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË, β(t) < 1, t ≥ t0, Ë ‚ÂÌÓ (24). íÓ„‰‡ ÒÛ-
˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ u(t) ∈ C1[t0, +∞) Á‡‰‡˜Ë äÓ¯Ë (31), Ë ÂÒÎË ÔË ‚ÒÂı t ≥ t0 ËÏÂ˛Ú
ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

(46)

(47)

ÚÓ Ú‡ÂÍÚÓËfl u(t) ÔË t  +∞ ÒÚ‡·ËÎËÁËÛÂÚÒfl ÔÓ ÌÓÏÂ H Í Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÏÛ Â¯ÂÌË˛ x Í‚‡-
ÁË‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (2).

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. Ç ÒËÎÛ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËfl (46), ÓÚ (45) ÔËıÓ‰ËÏ Í ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û

(48)

„‰Â p(t) = c8[δ(t) + h(t) + σ(t) + α(t) + 1 – β(t)], ÙÛÌÍˆËfl (t) ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ ‚ (47). íÂÔÂ¸, ÔËÏÂÌË‚
ÎÂÏÏÛ ËÁ [10, Ò. 264], ÔËıÓ‰ËÏ Í ÓˆÂÌÍÂ

Á‰ÂÒ¸ η(t) = (t)dt, t ≥ t0. éÚÒ˛‰‡, ‚ ÒËÎÛ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËfl (47) Ë ÒÚÂÏÎÂÌËfl Í ÌÛÎ˛ ÙÛÌÍˆËÈ δ(t),

h(t), σ(t), α(t), 1 – β(t) ÔË t  +∞, ÔÓÎÛ˜ËÏ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ ÚÂÓÂÏ˚ ‚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËË Ó„‡ÌË˜ÂÌ-
ÌÓÒÚË Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë (31). ÑÓÍ‡ÊÂÏ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÒÚ¸ u(t) ÔË t ≥ t0. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ‚˚·ÂÂÏ ‚ Ω ÔÓ-
ËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È, ÌÓ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ z0. Ç ÒËÎÛ ÛÒÎÓ‚Ëfl (28), ÔË Í‡Ê‰ÓÏ t ≥ t0 Ì‡È‰ÂÚÒfl ˝ÎÂ-
ÏÂÌÚ z(t) ∈ Ω(t) Ë z(t)  z 0 ÔË t  +∞. íÓ„‰‡ ËÁ (40) ËÏÂÂÏ

ËÎË

(49)

àÁ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÈ ·t) Ë (26) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ||A(t)u(t)|| ≤ ||A(t)u(t) – A(t)(0)|| + ||A(t)(0) – A(0)|| + ||A(0)|| ≤
≤ L1(t)||u(t)|| + h(t)g(0) + ||A(0)||, Ú.Â. ||A(t)u(t)|| ≤ L1(t)||u(t)|| + b1. ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ ||B(t)u(t)|| ≤
≤ L2(t)||u(t)|| + b2. á‰ÂÒ¸ Ë ‰‡ÎÂÂ bj – ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â. íÂÔÂ¸ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÌÂ‡ÒÚflÊËÏÓ-

u' t( ) 2 1
γ t( )L1 t( )

2
----------------------–

β t( )L2 t( )
2

-----------------------–
dρ t( )

dt
------------- ++

+ ρ t( ) 2γ t( ) m t( ) α t( )+[ ] 2γ t( )β t( )L1 t( )L2 t( )– γ t( )L1 t( )– β t( )L2 t( )–{ } ≤
≤ c8 δ t( ) h t( ) σ t( ) α t( ) 1 β t( )–+ + + +[ ] , c8 0.>

2 γ t( )L1 t( )– β t( )L2 t( )– ã t( ) 0,≥=

2γ t( ) m t( ) α t( )+[ ] γ t( )L1 t( ) 1 2β t( )L2 t( )+[ ]– β t( )L2 t( )– b̃ t( ) b̃0 0,>≥=

dρ t( )
dt

------------- b̃ t( )ρ t( )– p t( ),+≤

b̃

ρ t( ) ρ0 η t( )–[ ]exp p s( ) η s( ) η t( )–[ ]exp s;d

t0

t

∫+≤

b̃
t0

t∫

u' t( ) γ t( ) A t( )u t( ) α t( )u t( ) f t( )–+[ ]+ u' t( ) u t( ) β t( )B t( )u t( )– z t( )–+,( ) 0,≤

u' t( ) 2 u' t( ) u t( ),( ) u' t( ) β t( )B t( )u t( ),( )– γ t( )A t( )u t( ) α t( )u t( ) f t( ) u' t( ) ) +,–+ + +

+ γ t( ) A t( )u t( ) α t( )u t( ) f t( )–+ u t( ),( ) γ t( ) A t( )u t( ) α t( )u t( ) f t( )–+ β t( )B t( )u t( ),( ) ≤–

≤ u' t( ) γ t( ) A t( )u t( ) α t( )u t( ) f t( )–+[ ]+ z t( ),( ).
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ÒÚË ÓÔÂ‡ÚÓ‡ ÔÓÂÍÚËÓ‚‡ÌËfl PrΩ(t) ËÁ (31) ‚˚‚Ó‰ËÏ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ||u'(t)|| ≤ b3||u(t)|| + b4. áÌ‡˜ËÚ,

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËfl at), ·t), (24) Ë ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ab ≤ a2/2 + b2/2, ÓˆÂÌË‚‡ÂÏ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â ÒÎ‡-
„‡ÂÏ˚Â ËÁ (49):

Ä) |(u'(t), β(t)B(t)u(t))| ≤ β(t)||u'(t)||[L2(t)||u(t)|| + b2] ≤ β(t)L2(t)[||u'(t)||2/2 + ||u(t)||2/2] + b7||u(t)|| + b8;
Å) γ(t)|(A(t)u(t) + α(t)u(t) – f(t), u'(t))| ≤ γ(t)L1(t)[||u'(t)||2/2 + ||u(t)||2/2] + b9γ(t)α(t)||u(t)||2 + b10||u(t)|| + b11;
Ç) γ(t)(A(t)u(t) + α(t)u(t) – f(t), u(t)) ≥ γ(t)[m(t) + α(t)]||u(t)||2 – b12||u(t)||;
É) γ(t)β(t)|(A(t)u(t) + α(t)u(t) – f(t), B(t)u(t))| ≤ γ(t)β(t)L1(t)L2(t)||u(t)||2 + b13α(t)||u(t)||2 + b14||u(t)|| + b15.
áÌ‡˜ËÚ, ÓÚ (49) ÔÂÂÈ‰ÂÏ Í ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û

(50)

é˜Â‚Ë‰Ì˚ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËflı (46), (47) ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (50) Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ:

èÛÒÚ¸
||u(t)||  ∞ ÔË t  +∞. (51)

íÓ„‰‡ ıÓÚfl ·˚ ÔË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯Ëı t ËÏÂÂÏ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

í‡Í Í‡Í α(t)  0 ÔË t  +∞, ÚÓ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó Ë ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ (51) Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡˛Ú
ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ ̃ ËÒÎ‡  ≥ t0 Ú‡ÍÓ„Ó, ̃ ÚÓ ÔË t ≥  ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d||u(t)||/dt < 0. èÓÎÛ˜ËÎË
ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÂ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌË˛ (51). íÂÓÂÏ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡ ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛.

éÚÏÂÚËÏ, ̃ ÚÓ ÛÒÎÓ‚Ëfl (46), (47) ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË Â„ÛÎflËÁÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ (31) ÒÎ‡-
·ÂÂ, ˜ÂÏ (29).

èÓÒÚÓËÏ ‰ËÒÍÂÚÌ˚È ‚‡Ë‡ÌÚ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ (31). èÛÒÚ¸ ÔË·ÎËÊÂÌËfl Í A, B, f Ë Ω
ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ {Ak}, {Bk}, ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ {f k} ËÁ H Ë ‚˚ÔÛÍÎ˚ı Á‡-
ÏÍÌÛÚ˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚ {Ωk} ËÁ H, ÔË˜ÂÏ ÔË Í‡Ê‰ÓÏ Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÏ k Ë ‚ÒÂı u Ë v ËÁ H ‚ÂÌ˚ Ò‚ÓÈ-
ÒÚ‚‡:

‡k) (Aku – Akv, u – v) ≥ mk||u – v||2,  mk > 0;

·k) ||Aku – Akv|| ≤ ||u – v||,   > 0;

‚k) ||Bku – Bkv|| ≤ ||u – v||,   > 0;

„k) mk  m,    Li ÔË k  ∞,  i = 1, 2;

‰k) ||Au – Aku|| ≤ hkg(||u||), ||Bu – Bku|| ≤ hkq(||u||), ||f – f k|| ≤ δk, Á‰ÂÒ¸ ÙÛÌÍˆËË g(s) Ë q(s) Ú‡ÍËÂ ÊÂ, Í‡Í
‚ (4) Ë (5);

ek) rH(Ω, Ωk) ≤ σk.
èÛÒÚ¸ ˝ÎÂÏÂÌÚ uk + 1 ÔÓ uk Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl

(52)

˝ÎÂÏÂÌÚ u0 ∈ H Á‡‰‡ÂÚÒfl.

u' t( ) γ t( ) A t( )u t( ) α t( )u t( ) f t( )–+[ ]+ z t( ),( ) b5 u t( ) b6.+≤

u' t( ) u t( ),( ) u' t( ) 2 1 β t( )L2 t( )/2– γ t( )L1 t( )/2–[ ] ++

+
u t( ) 2

2
---------------- 2γ t( ) m t( ) α t( )+[ ] β t( )L2 t( )– γ t( )L1 t( ) 1 2β t( )L2 t( )+[ ]–{ } ≤

≤ m1 α t( ) u t( ) 2/2 u t( ) 1+ +[ ] , m1 0.>

u' t( ) u t( ),( ) d
dt
----- u t( ) 2

2
---------------- 

  u t( ) d u t( )
dt

-----------------.= =

u t( ) d u t( )
dt

----------------- b̃0 u t( ) 2/2+ m1 α t( ) u t( ) 2/2 u t( ) 1+ +[ ] .≤

d u t( )
dt

----------------- m1α t( ) b̃0–[ ] u t( ) /2 m2, m2 0.>+≤

t t

L1
k L1

k

L2
k L2

k

Li
k

uk 1+ uk–
τk

--------------------- uk 1+ βkBkuk 1+–+ Pr
Ωk uk 1+ βkBkuk 1+– γk Akuk 1+ α kuk 1+ f k–+( )–( ),=
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íÂÓÂÏ‡ 4. èÛÒÚ¸ H – ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‰Îfl Í‚‡ÁË‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (2) ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÚÂÓÂÏ˚ 1. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ A, B, f Ë Ω Á‡‰‡Ì˚ ÔË·ÎË-
ÊÂÌÌÓ Ë Ëı ÔË·ÎËÊÂÌËfl, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ˚Â ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË {Ak}, {Bk}, {f k} Ë {Ωk}, Û‰Ó‚ÎÂ-
Ú‚Ófl˛Ú ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËflÏ ‡k)–ek); {αk}, {βk}, {γk}, {τk} – ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı
˜ËÒÂÎ, ÔË˜ÂÏ αk  0, βk  1, βk ∈ (0, 1), τk ≤  ÔË ‚ÒÂı Ì‡ÚÛ‡Î¸Ì˚ı k. èÛÒÚ¸ {δk}, {hk}, {σk}
fl‚Îfl˛ÚÒfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡Î˚ÏË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ Ë

(53)

(54)

(55)

(56)

˜ËÒÎÓ‚ÓÈ fl‰

(57)

‡ÒıÓ‰ËÚÒfl. íÓ„‰‡ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl (52) ˝ÎÂÏÂÌÚ uk + 1 ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ Ë ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-
ÌÓÒÚ¸ {uk} ÒËÎ¸ÌÓ ÒıÓ‰ËÚÒfl ÔË k  +∞ Í Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÏÛ Â¯ÂÌË˛ x Í‚‡ÁË‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÌÂ-
‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (2).

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. èÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÏ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÛ˛ ‡ÁÂ¯ËÏÓÒÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËfl (52). ÑÎfl ˝ÚÓ-
„Ó ÓÚ (52) ÔÂÂÈ‰ÂÏ Í ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÈ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Â

(58)

àÁ (52) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ˝ÎÂÏÂÌÚ

áÌ‡˜ËÚ, ˝ÎÂÏÂÌÚ vk = ηk + uk + 1 ∈ Ω k + βkBkuk + 1 = . íÓ„‰‡ uk + 1 = (τkvk + uk)/(1 + τk), ηk = (vk – uk)/(1 + τk)
Ë (58) ‚ ÌÓ‚˚ı Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËflı ÔËÏÂÚ ‚Ë‰

Ú.Â. ÔË¯ÎË Í Í‚‡ÁË‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓÏÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ÚËÔ‡ (2) ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ vk. á‡ÔËÒ‡‚ ‰Îfl
ÌÂ„Ó ÛÒÎÓ‚ËÂ (1) Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓÈ ‡ÁÂ¯ËÏÓÒÚË, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ (53) (ÒÏ. [1]). ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‰Îfl Î˛·Ó„Ó
uk ∈ H ËÁ (52) (ËÎË (58)) Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ˝ÎÂÏÂÌÚ uk + 1 ∈ H.

àÁ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÈ ·k)–‰k) ÎÂ„ÍÓ ‚˚‚Ó‰flÚÒfl ÓˆÂÌÍË (ÒÏ. ‚˚‚Ó‰ (16))

Û˜ËÚ˚‚‡fl ÍÓÚÓ˚Â, ËÁ (52) ËÏÂÂÏ

á‰ÂÒ¸ Ë ‰‡ÎÂÂ aj – ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ËÂ ÓÚ k. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ‚ ÒËÎÛ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÈ ‡k)–‚k) Ë (56), ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ Ä)–É) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Ú‡ÍËÂ ÓˆÂÌÍË

I) |(ηk, βkBkuk + 1)| ≤ βk (||ηk||2/2 + ||uk + 1||2/2) + a9||uk + 1|| + a10;

II) γk|(Akuk + 1 + αkuk + 1 – f k, ηk)| ≤ γk (||ηk||2/2 + ||uk + 1||2/2) + a11αkγk||uk + 1||2 + a12||uk + 1|| + a13;

τ

βkL2
k 1 γkτk L1

k α k+( )+

1 γkτk mk α k+( )+
------------------------------------------ 1+

 
 
  1 τk+

τk

-------------,<

2 γkL1
k– βkL2

k– ãk 0,≥=

2γk mk α k+( ) γkL1
k 1 2βkL2

k+( )– βkL2
k– b̃k d0 0,>≥=

0 γ̃0 γk γ̃1,≤ ≤<

µk, µk

k 1=

∞

∑ τk

1 d0τk+
-------------------=

uk 1+ uk–
τk

--------------------- γk Akuk 1+ α kuk 1+ f k–+( )+
uk 1+ uk–

τk

--------------------- uk 1+ βkBkuk 1+– y–+, 
  0 y∀ Ω k.∈≤

ξk ηk uk 1+ βkBkuk 1+–+ Ωk, ηk∈
uk 1+ uk–

τk

---------------------.= =

Ωk
β

v k uk–
1 τk+

---------------- γk Ak τkv k uk+
1 τk+

---------------------- 
  α k

τkv k uk+
1 τk+

---------------------- f k–++ v k z–, 
  0, v k Ωk

β z∀ Ω k
β,∈ ∈≤

Akuk 1+ a1 uk 1+ a2, Bkuk 1++ a3 uk 1+ a4,+≤ ≤

ηk a5 uk 1+ a6.+≤

ηk γk Akuk 1+ α kuk 1+ f k–+( )+ a7 uk 1+ a8.+≤

L2
k

L1
k
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êflÁ‡ÌˆÂ‚‡

III) γk(Akuk + 1 + αkuk + 1 – f k, uk + 1)| ≥ γk(mk + αk)||uk + 1||2 – a14||uk + 1||;

IV) γkβk|(Akuk + 1 + αkuk + 1 – f k, Bkuk + 1)| ≤ γkβk ||uk + 1||2 + a15αk||uk + 1||2 + a16||uk + 1|| + a17.

ãÂ„ÍÓ Û·Â‰ËÚ¸Òfl ‚ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚ÓÒÚË ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

èÓÍ‡ÊÂÏ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÒÚ¸ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË {uk}. èÛÒÚ¸ yk  y ∈ Ω, yk ∈ Ω k, y – ÙËÍÒËÓ-
‚‡ÌÌ˚È ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ËÁ Ω. ëÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ yk Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ
ek). èÓÎ‡„‡fl y = yk ‚ (58), Ò Û˜ÂÚÓÏ ÓˆÂÌÓÍ I)–V) Ë (56) ËÁ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓ„Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÔÓ‰Ó·ÌÓ (50)
ÛÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÏ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚ÓÒÚ¸ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

Ç ÒËÎÛ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÈ (54) Ë (55), ËÁ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

éÚÒ˛‰‡ ‰ÂÎ‡ÂÏ ‚˚‚Ó‰ Ó· Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÒÚË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË {uk} (ÒÏ. ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÚÂÓÂÏ˚ 3).
èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ y = x – Bx ∈ Ω, ÚÓ, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌË˛ ek), ÔË Í‡Ê‰ÓÏ k Ì‡È‰ÂÚÒfl ˝ÎÂÏÂÌÚ

zk ∈ Ω k Ú‡ÍÓÈ, ˜ÚÓ

Ñ‡ÎÂÂ, ‰Îfl ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ξk ∈ Ω k Ì‡È‰ÂÏ wk ∈ Ω, Ó·Î‡‰‡˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ

èÓÎ‡„‡fl, ˜ÚÓ ‚ (2), ÛÏÌÓÊÂÌÌÓÏ Ì‡ γk, y = wk + Bx ∈ Ω(x), ‡ ‚ (58) – ˜ÚÓ y = zk, Ë ÒÍÎ‡‰˚‚‡fl ÔÓÎÛ˜ÂÌ-
Ì˚Â ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡, ËÏÂÂÏ

(59)

éÔÂ‰ÂÎËÏ ‚ÂÎË˜ËÌÛ ρk = ||uk – x||2/2; ÚÓ„‰‡ (ÒÏ. [7, Ò. 164])

íÂÔÂ¸ ËÁ (59) Ò Û˜ÂÚÓÏ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡, (54) Ë (55) ÔÓ‰Ó·ÌÓ (48) ‚˚‚Ó‰ËÏ, ˜ÚÓ

(60)

„‰Â  > 0, µk = τk/(1 + d0τk), λk = d0µk, pk = δk + hk + σk + αk + 1 – βk. í‡Í Í‡Í ÔË Ì‡¯Ëı ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËflı
pkµk/λk  0 ÔË k  ∞, ÚÓ ‡ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ fl‰‡ (57) Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ Í ÌÛÎ˛ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡-
ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË {ρk} (ÒÏ. [11], [12, Ò. 83]). íÂÓÂÏ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.

á‡ÏÂ˜‡ÌËfl. 3. ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÚÂÓÂÏÂ 2, ÛÒÎÓ‚Ëfl (28) Ë ek) ‚ ÚÂÓÂÏ‡ı 3 Ë 4 ÏÓÊÌÓ Á‡ÏÂÌËÚ¸, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌ-
ÌÓ, ·ÓÎÂÂ ÒÎ‡·˚ÏË (ÒÏ. (20))

„‰Â ÙÛÌÍˆËfl a(R) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ (21).

4. çÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (19) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÒÍÓÓÒÚ¸ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÓÔÂ‡ÚÓÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ (10). àÁ (47) ËÏÂÂÏ (t) ≥
≥  > 0, ÔÓ˝ÚÓÏÛ η(t) = (t)dt ≥ (t – t0). áÌ‡˜ËÚ, ËÁ (48) ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ ÓˆÂÌÍ‡

L1
k L2

k

V) ηk uk 1+,( )
uk 1+ uk–

τk

------------------------------ uk 1+ .≥

uk 1+ uk–
τk

------------------------------ uk 1+ ηk
2 1 γkL1

k /2– βkL2
k /2–( )

uk 1+
2

2
----------------- 2γk mk α k+( ) γkL1

k 1 2βkL2
k+( )– βkL2

k–[ ] ≤+ +

≤ m̃ α k uk 1+
2/2 uk 1+ 1+ +( ), m̃ 0.>

uk 1+ uk–
τk

------------------------------ uk 1+ d0 uk 1+
2/2+ m̃ α k uk 1+

2/2 uk 1+ 1+ +( ).≤

zk x– Bx+ σk.≤

ηk uk 1+ βkBkuk 1+– wk–+ σk.≤

γk Ax f– ηk uk 1+ βkBkuk 1+– wk–+,( ) γk Ax f– x ηk– uk 1+– βkBkuk 1+ Bx–+,( ) ++

+ ηk γk Akuk 1+ α kuk 1+ f k–+( )+ x Bx– zk–,( ) +

+ ηk γk Akuk 1+ α kuk 1+ f k–+( )+ ηk uk 1+ x– Bx βkBkuk 1+–+ +,( ) 0.≤

ρk 1+ ρk– uk 1+ uk– uk 1+ x–,( ).≤

ρk 1+ 1 λ k–( )ρk µ̃pkµk, k+≤ 1 2 …,, ,=

µ̃

τ R Ω Ω t( ), ,( ) a R( )σ t( ), τ R Ω Ωk, ,( ) a R( )σk,≤ ≤

b̃

b̃0 b̃
t0

t∫ b̃0
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èËÏÂÌflfl Í ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÏÛ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÏÛ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË Ô‡‚ËÎÓ ãÓÔËÚ‡Îfl, ÔËıÓ‰ËÏ Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ÓˆÂÌÍÂ ÒÍÓ-
ÓÒÚË ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ (31):

àÁ (60) ‰Îfl ËÚÂ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ (52) ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÓˆÂÌÍ‡ (ÒÏ. [11])

ä‚‡ÁË‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ˚Â ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ‚Ë‰‡ (2) ËÁÛ˜‡ÎËÒ¸ ‚ [13]–[15], „‰Â ÓÚÏÂ˜ÂÌÓ Ëı ÔËÍÎ‡‰ÌÓÂ
ÁÌ‡˜ÂÌËÂ.

Ç ‡·ÓÚ‡ı [16]–[18] ËÁÛ˜‡ÎËÒ¸ ÏÂÚÓ‰˚ Â¯ÂÌËfl Í‚‡ÁË‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ˚ı ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ ‚Ë‰‡, ÓÚÎË˜-
ÌÓ„Ó ÓÚ (2).
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é êÄáãéÜÖçàà îìçäñàâ ÑÇìï èÖêÖåÖççõï

Ç ëåÖòÄççõÖ êüÑõ îìêúÖ–üäéÅà à èêàãéÜÖçàü

àï ä éñÖçäÖ èéÉêÖòçéëíà äìÅÄíìêçõï îéêåìã1)

© 2007 „.   Ç. Ä. Ä·ËÎÓ‚*, É. Ä. ÑÊ‡Î‡Â‚‡*, å. ä. äÂËÏÓ‚**

(*367025 å‡ı‡˜Í‡Î‡, ÛÎ. å. É‡‰ÊËÂ‚‡, 43‡, Ñ‡„ÂÒÚ‡ÌÒÍËÈ „ÓÒ. ÛÌ-Ú;
**119991 åÓÒÍ‚‡, ÛÎ. Ç‡‚ËÎÓ‚‡, 40, Çñ êÄç)

èÓÒÚÛÔËÎ‡ ‚ Â‰‡ÍˆË˛ 16.03.2007 „.

é·ÒÛÊ‰‡˛ÚÒfl ÌÂÍÓÚÓ˚Â ‚ÓÔÓÒ˚ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl ÙÛÌÍˆËÈ ‰‚Ûı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ‚ ÒÏÂ¯‡ÌÌ˚Â fl‰˚
îÛ¸Â–üÍÓ·Ë. Ç ̃ ‡ÒÚÌÓÒÚË, ‰‡Ì˚ ÓˆÂÌÍË ÒÍÓÓÒÚË ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ̋ ÚËı fl‰Ó‚ Ì‡ ÍÎ‡ÒÒ‡ı ÙÛÌÍˆËÈ
‰‚Ûı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı, ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘ËıÒfl Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ÏË ÏÓ‰ÛÎflÏË ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚË. ìÍ‡Á‡Ì˚
ÔËÎÓÊÂÌËfl ˝ÚËı ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ Í ÓˆÂÌÍÂ ÓÒÚ‡ÚÍÓ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÒÏÂ¯‡ÌÌ˚ı ÍÛ·‡ÚÛÌ˚ı ÙÓÏÛÎ
ÚËÔ‡ óÂ·˚¯Â‚‡. ÅË·Î. 9.

äÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡: ÒÏÂ¯‡ÌÌ˚Â fl‰˚ îÛ¸Â–üÍÓ·Ë, ‚ÓÔÓÒ˚ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË, ÓˆÂÌÍË ÓÒÚ‡ÚÓ˜Ì˚ı
˜ÎÂÌÓ‚, ÔÓÔÂÂ˜ÌËÍË, ÛÒÎÓ‚Ëfl ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓÈ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË.

1) Ç‚Â‰ÂÌËÂ

Ç fl‰Â Á‡‰‡˜ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍË (Ì‡ÔËÏÂ, ÔË Â¯ÂÌËË Á‡‰‡˜Ë ÑËËıÎÂ ‰Îfl ¯‡‡ ÏÂ-
ÚÓ‰ÓÏ ‡Á‰ÂÎÂÌËfl ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı, ÒÏ. [1, Ò. 424]) ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ‰‚ÓÈÌ˚Â fl‰˚ ‚Ë‰‡

(1)

„‰Â

fl‚Îfl˛ÚÒfl ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡ÏË üÍÓ·Ë, λnm, anm(f) Ë bnm(f) – ÌÂÍÓÚÓ˚Â ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚. ÑÎfl Í‡ÚÍÓÒÚË
Ì‡ÁÓ‚ÂÏ (1) ÒÏÂ¯‡ÌÌ˚Ï fl‰ÓÏ îÛ¸Â–üÍÓ·ÒÓÌ‡. ê‡·ÓÚ‡ ÔÓÒ‚fl˘ÂÌ‡ ‚ÓÔÓÒ‡Ï ‡ÁÎÓÊÂÌËfl ÙÛÌÍ-
ˆËÈ ‰‚Ûı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı f(x, y) ‚ ÒÏÂ¯‡ÌÌ˚Â fl‰˚ îÛ¸Â–üÍÓ·Ë ‚Ë‰‡ (*). Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÔÓÎÛ˜ËÏ
ÓˆÂÌÍË ÒÍÓÓÒÚË ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË Ú‡ÍËı fl‰Ó‚ Ì‡ ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÍÎ‡ÒÒ‡ı ÙÛÌÍˆËÈ ‰‚Ûı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı, ı‡-
‡ÍÚÂËÁÛ˛˘ËıÒfl Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ÏË ÏÓ‰ÛÎflÏË ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚË, ÔÓÒÚÓÂÌÌ˚ı ‰Îfl ˝ÚËı ˆÂÎÂÈ, ÛÒÚ‡-
ÌÓ‚ÎÂÌ‡ Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û ÒÚÛÍÚÛÌ˚ÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË ÙÛÌÍˆËÈ ‰‚Ûı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı Ë ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ÒıÓ‰Ë-
ÏÓÒÚË ‡ÁÎÓÊÂÌËÈ ˝ÚËı ÙÛÌÍˆËÈ ‚ fl‰˚ ‚Ë‰‡ (1). Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔËÏÂÌÂÌËfl ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı ÂÁÛÎ¸Ú‡-
ÚÓ‚ Ì‡È‰ÂÌ˚ ÓˆÂÌÍË ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÒÏÂ¯‡ÌÌ˚ı ÍÛ·‡ÚÛÌ˚ı ÙÓÏÛÎ ÚËÔ‡ óÂ·˚¯fi‚‡.

ÑÎfl ˜ÚÂÌËfl ‡·ÓÚ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÁÌ‡ÍÓÏÒÚ‚Ó Ò ‡·ÓÚ‡ÏË [2], [3] (ÒÏ. Ú‡ÍÊÂ Ú‡Ï ·Ë·ÎËÓ„‡ÙË˛).

1. éÔÂ‰ÂÎÂÌËfl. äÎ‡ÒÒ˚ ÙÛÌÍˆËÈ

èÛÒÚ¸ L2 = L2((1 – x)α(1 + x)β, (–1, 1) × �) – ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÛÏÏËÛÂÏ˚ı Ò Í‚‡‰‡ÚÓÏ ÙÛÌÍˆËÈ
f : (–1, 1) × �  � Ò ‚ÂÒÓÏ (1 – x)α(1 + x)β (α > –1, β > –1), 2π-ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı ÔÓ ‚ÚÓÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ
Ë Ò ÌÓÏÓÈ

1)ê‡·ÓÚ‡ å.ä. äÂËÏÓ‚‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ ÔË ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ ÔÓ‰‰ÂÊÍÂ êîîà (ÍÓ‰ ÔÓÂÍÚ‡ 04-01-00723).

λnmPn
α β,( ) x( ) anm f( ) my( )cos bnm f( ) my( )sin+[ ] ,

m 0=

∞

∑
n 0=

∞

∑

Pn
α β,( ) x( )

n α+

n ν– 
  n β+

ν 
  x 1–

2
----------- 

 
ν x 1+

2
------------ 

 
n ν–

ν 0=

n

∑=

f f L2
1 x–( )α 1 x+( )β f 2 x y,( ) x ydd

0

2π

∫
1–

1

∫ .= =

ìÑä 517.518.475+519.644.7
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ÇÓÁ¸ÏÂÏ ÙÓÏÛÎÛ êÓ‰Ë„‡ ‰Îfl ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌÓ‚ :

àÁ‚ÂÒÚÌÓ (ÒÏ. [4, c. 70]), ˜ÚÓ ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ˚ üÍÓ·Ë ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÓÚÓÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ Ò
ÛÒÎÓ‚ËflÏË ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓÒÚË ‚Ë‰‡

àÁ‚ÂÒÚÌÓ Ú‡ÍÊÂ, ˜ÚÓ ÒËÒÚÂÏ‡ ÙÛÌÍˆËÈ

Ó·‡ÁÛÂÚ ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚È ·‡ÁËÒ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â L2, Ú.Â. ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÙÛÌÍˆËË f ∈ L2 ‚ ÚÓÔÓÎÓ„ËË ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ L2, ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ ‚ ‰‚ÓÈÌÓÈ fl‰ (ÒÏÂ¯‡ÌÌ˚È – fl‰ îÛ¸Â–üÍÓ·ÒÓÌ‡)

(2)

„‰Â

Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ·Û‰ÂÏ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÒÎÛ˜‡È α = β ≥ –1/2 Ë ÔËÒ‡Ú¸ (x) = (x). èË α = β = –1/2

ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ˚ (x) ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ò ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ÏË ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡ÏË óÂ·˚¯fi‚‡ I Ó‰‡

Ç‚Â‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl

ÍÓÚÓ˚Â ‚˚‡Ê‡˛Ú Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚Â “ÒÙÂË˜ÂÒÍËÂ” ˜‡ÒÚË˜Ì˚Â ÒÛÏÏ˚ fl‰‡ (2).
àÁ Û‡‚ÌÂÌËfl Á‡ÏÍÌÛÚÓÒÚË ëÚÂÍÎÓ‚‡ ‰Îfl ÙÛÌÍˆËË f

ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl

Px
α β,( )

Pn
α β,( ) x( ) 1–( )n

n!2n
------------- 1 x–( ) α– 1 x+( ) β– dn

dxn
-------- 1 x–( )α n+ 1 x+( )β n+[ ] , n 0 1 …., ,= =

1 x–( )α 1 x+( )βPn
α β,( ) x( )Pm

α β,( ) x( ) xd

1–

1

∫
0, n m,≠

2α β 1+ + Γ α n 1+ +( )Γ β n 1+ +( )
α β 2n 1+ + +( )Γ n 1+( )Γ α β n 1+ + +( )

------------------------------------------------------------------------------------------------------, n m.=






=

Pn
α β,( ) x( ) my( ), Pb

α β,( ) x( ) my( ), n m,sincos 0 1 …,, ,=

f x y,( ) λnmPn
α β,( ) x( ) anm f( ) my( )cos bnm f( ) my( )sin+[ ] ,

m 0=

∞

∑
n 0=

∞

∑=

λnm

1/2, n , m≥ 0,=

1, n 0, m 1,≥≥



=

anm f( )
α β 2n 1+ + +( )Γ n 1+( )Γ α β n 1+ + +( )

2α β 1+ + Γ α n 1+ +( )Γ β n 1+ +( )π
------------------------------------------------------------------------------------------------------ 1 ξ–( )α 1 ξ+( )β f ξ η,( )Pn

α β,( ) ξ( ) mη( )cos ξ η ,dd

0

2π

∫
1–

1

∫=

bnm
α β 2n 1+ + +( )Γ n 1+( )Γ α β n 1+ + +( )

2α β 1+ + Γ α n 1+ +( )Γ β n 1+ +( )π
------------------------------------------------------------------------------------------------------ 1 ξ–( )α 1 ξ+( )β f ξ η,( )Pn

α β,( ) ξ( )sin mη( ) ξ η .dd

0

2π

∫
1–

1

∫=

Pn
β( ) Pn

β β,( )

Pn
1/2–( )

Tn x( ) n xarccos( ).cos=

SN f ; x y,( ) λnmPn
α β,( ) x( ) anm f( ) my( )cos bnm f( ) my( )sin+[ ] ,

n
2

m
2

N
2<+

∑=

SN* f ; x y,( ) λnmPn
α β,( ) x( ) anm f( ) my( )cos bnm f( ) my( )sin+[ ] ,

n n 2β 1+ +( ) m
2+ N N 2β 1+ +( )N

2<

∑=

f λnmcnm
2 f( )

m 0=

∞

∑
n 0=

∞

∑ 
 
 

1/2

=

EN f( ) f SN f( )– cnm
2 f( )

n
2

m
2+ N

2≥

∑ 
 
  1/2

,= =

2*
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Ä·ËÎÓ‚ Ë ‰.

„‰Â

ç‡ÔÓÏÌËÏ, ˜ÚÓ ‚ÂÎË˜ËÌ‡

„‰Â ÔÓÒÎÂ‰Ìflfl ÚÓ˜Ì‡fl ÌËÊÌflfl „‡Ì¸ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡Ï GN ⊂  L2 ‡ÁÏÂÌÓÒÚË N ∈ �,
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl N-ÔÓÔÂÂ˜ÌËÍÓÏ äÓÎÏÓ„ÓÓ‚‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ � ⊂ L 2 (ÒÏ. [5, Ò. 186]).

éÔÂ‰ÂÎËÏ ÚÂÔÂ¸ ÓÔÂ‡ÚÓ Fh : L2  L2, 0 < h < 1, ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ÏË

ÂÒÎË β > –1/2, Ë

ÂÒÎË β = –1/2, Ë Ì‡ÁÓ‚ÂÏ Â„Ó ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓ„Ó Ò‰‚Ë„‡.
çÂÚÛ‰ÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸ (ÒÏ. [3], [6]), ˜ÚÓ ÓÔÂ‡ÚÓ Fh Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ÛÒÎÓ‚ËflÏ:
1) Fh(f1 + f2) = Fh(f1) + Fh(f2),
2) Fh(λf ) = λFh(f), λ ∈ �,
3) ||Fhf || ≤ M||f ||, M ∈ �+,
4) ||Fhf – f ||  0, h  0+,

5) Fh( (x)cos(my)) = (x)cos(my), Fh( (x)sin(my)) =  ×

× (x)sin(my).

éÔÂ‰ÂÎËÏ ÚÂÔÂ¸ ÍÓÌÂ˜Ì˚Â ‡ÁÌÓÒÚË ÔÂ‚Ó„Ó Ë ‚˚Ò¯Ëı ÔÓfl‰ÍÓ‚ ÙÛÌÍˆËË f(x, y) ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ
Ó·‡ÁÓÏ:

„‰Â f(x, y) = f(x, y), f(x, y) = Fh( f(x, y)), i = 1, 2, …, k, k = 1, 2, …, Ë E – Â‰ËÌË˜Ì˚È ÓÔÂ‡ÚÓ
‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â L2.

ÇÂÎË˜ËÌÛ

·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Ï ÏÓ‰ÛÎÂÏ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚË k-„Ó ÔÓfl‰Í‡ ÙÛÌÍˆËË f ∈ L 2.
ÇÓÁ¸ÏÂÏ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚È ÓÔÂ‡ÚÓ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÍÎ‡ÒÒ˚ ÙÛÌÍˆËÈ:

EN* f( ) f SN* f( )– cnm
2 f( )

n n 2β 1+ +( ) m
2+ N N 2β 1+ +( ) + N2≥

∑ 
 
  1/2

,= =

cnm
2 f( ) 2α β 1+ + Γ α n 1+ +( )Γ β n 1+ +( )π

α β 2n 1+ + +( )Γ n 1+( )Γ α β n 1+ + +( )
------------------------------------------------------------------------------------------------------ anm

2 f( ) bnm
2 f( )+[ ] .=

dN �( ) dN �; L2( ) f g–
g GN∈
inf{ }

f �∈
sup{ } ,

GN L2⊂
inf= =

Fh
β( ) f x y,( ) Γ 2β 1+( )

π22β 1+ Γ 2 β 1+( )
----------------------------------------- 1 ξ2–( )β 1/2–

f x hcos ξ 1 x2– hsin– y
h
π
---η+, 

  ξ η ,dd

π–

π

∫
1–

1

∫=

Fh
1/2–( ) f x y,( ) 1

2π
------ f x hcos 1 x2– hsin+ y

h
π
---η+, 

  f x hcos 1 x2– hsin– y
h
π
---η+, 

 – η ,d

π–

π

∫=

Pn
β( ) Pn

β( ) hcos( ) mh( )sin

Pn
β( ) 1( )mh

-----------------------------------------------Pn
β( ) Pn

β( ) Pn
β( ) hcos( ) mh( )sin

Pn
β( ) 1( )mh

-----------------------------------------------

Pn
β( )

∆h f ; x y,( ) Fh f x y,( ) f x y,( )– Fh E–( ) f x y,( ),= =

∆h
k f ; x y,( ) ∆h ∆h

k 1– f ; x y,( ); x y,( ) Fh E–( )k f x y,( ) 1–( )k i– k

i 
 
 

Fh
i f x y,( ),

i 0=

k

∑= = =

Fh
0 Fh

i Fh
i 1–

Ωk f ; δ( ) ∆h
k f ; x y,( )

0 h δ≤<
sup=

D 1 x2–( ) ∂2

∂x2
-------- ∂2

∂y2
-------- 2 β 1+( ) ∂

∂x
------.–+=
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1) (D) – ÍÎ‡ÒÒ ÙÛÌÍˆËÈ f ∈ L2, ËÏÂ˛˘Ëı Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ‚ ÒÏ˚ÒÎÂ ãÂ‚Ë
(ÒÏ. [7, Ò. 172])

ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘ËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û L2, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı Drf ∈ L 2, r = 0, 1, …, ÔË˜ÂÏ

2) (D) – ÍÎ‡ÒÒ ÙÛÌÍˆËÈ f ∈ (D), ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

3) (D) – ÍÎ‡ÒÒ ÙÛÌÍˆËÈ f ∈ (D), ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl

„‰Â Φ(t) – ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl, ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘‡fl ÙÛÌÍˆËfl Ì‡ [0, +∞), Φ(0) = 0;
4) KH(α) – ÍÎ‡ÒÒ ÙÛÌÍˆËÈ f ∈ L 2, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ ÓˆÂÌÍ‡

„‰Â K > 0, 0 < α < 1;

(çÂÚÛ‰ÌÓ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ KH(α) ⊂ (D).)

5) C (D) – ÍÎ‡ÒÒ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ f(x, y) ((x, y) ∈ [–1, 1] × �), 2π-
ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı ÔÓ ‚ÚÓÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı ÛÒÎÓ‚Ë˛

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ C (D) ∈ (D).

ëÙÓÏÛÎËÛÂÏ ÓÒÌÓ‚Ì˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚, ÍÓÚÓ˚Â Ï˚ ıÓÚËÏ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸.

2. éÒÌÓ‚Ì˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚

íÂÓÂÏ‡ 1. ëÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ ÓˆÂÌÍ‡

„‰Â ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡, ‚ıÓ‰fl˘‡fl ‚ O(1), Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ r Ë k.
íÂÓÂÏ‡ 2. ÑÎfl Î˛·ÓÈ ÙÛÌÍˆËË f ∈ L 2 ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÓˆÂÌÍ‡

L2
r

∂k

∂xi∂y j
--------------- f x y,( ), i j+ k, k 0 1 …,, ,= =

D0 f f , Dr f D Dr 1– f( ), r 1 2 …, L2
0 D( ), , L2;= = = =

W2
r L2

r

Dr f 1, r≤ 1 2 …;, ,=

W2 Φ,
r k, L2

r

Ωk Dr f ; δ( ) O Φ δk( )( ), r 0 1 …, k, , 1 2 …,, ,= = =

Fh f x y,( ) f x y,( )–
x y,( ) 1– 1,[ ] �×∈

sup Khα ,≤

W
2 t

α,
0 1,

WΦ
r k,

∆h
k Dr f ; x y,( )

x y,( ) 1– 1,[ ] �×∈
max

 
 
 

0 h δ≤<
sup O Φ δk( )[ ] , r 0 1 …, k, , 1 2 …., ,= = =

WΦ
r k, W2 Φ,

r k,

f SN f( )–
f W2 Φ,

r k,
D( )∈

sup O N 2r– Φ N k–( )( )=

f SN* f( )–
f W2 Φ,

r k,
D( )∈

sup O N 2r– Φ N k–( )( )= 
  , r 0 1 …, k, , 1 2 …,, ,= =

Ωk f ; 
1
N
---- 

   � 
1

N4k
-------- l4k 1– El

2 f( )
l 1=

N

∑ 
 
 

1/2

Ωk f ; 
1
N
---- 

   � 
1

N4k
-------- l4k 1– El

*2
f( )

l 1=

N

∑ 
 
 

1/2

 
 
 

.
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Ä·ËÎÓ‚ Ë ‰.

íÂÓÂÏ‡ 3. èÛÒÚ¸ f ∈ L 2. ÖÒÎË fl‰

ÒıÓ‰ËÚÒfl, ÚÓ f ∈ ( D) Ë ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

íÂÓÂÏ‡ 4. èË Í‡Ê‰ÓÏ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÏ N = 1, 2, … ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

íÂÓÂÏ‡ 5. ÑÎfl Î˛·ÓÈ ÙÛÌÍˆËË f ∈ (D) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

íÂÓÂÏ‡ 6. ëÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

„‰Â

m(N) = card{(n, m) : n(n + 2β + 1) + m < N(N + 2β + 1) + N2},

(N) = card{(n, m) : n(n + 2β + 1) + m < N(N + 2β + 1) + N2}.

íÂÓÂÏ‡ 7. ÖÒÎË Φ(λt) = O(λ + 1)Φ(t), λ > 0, ÚÓ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ ÓˆÂÌÍ‡

íÂÓÂÏ‡ 8. èÛÒÚ¸ f ∈ KH (α). ÖÒÎË α > 1, ÚÓ fl‰

ÒıÓ‰ËÚÒfl.
íÂÓÂÏ‡ 9. èÛÒÚ¸ α = β = –1/2 Ë

N = min(n, m) = 1, 2, …, r = 0, 1, …, k = 1, 2, … .

íÓ„‰‡ ‰Îfl ‚ÂÎË˜ËÌ˚

(3)

l2r 1– El f( ) l2r 1– El* f( )
l 1=

∞

∑ 
 
 

, r
l 1=

∞

∑ 1 2 …,, ,=

L2
r

Ωk Dr f ; 
1
N
---- 

   � 
1

N4k
-------- l4 r k+( ) 1– El

2 f( )
l 1=

N

∑ 
 
 

1/2

l2r 1– El f( )
l N=

∞

∑+

Ωk Dr f ; 
1
N
---- 

   � 
1

N4k
-------- l4 r k+( ) 1– El

*2
f( )

l 1=

R

∑ 
 
 

1/2

l2r 1– El* f( )
l N=

∞

∑+
 
 
 

.

f SN* f( )–
f W2

r
D( )∈

sup
1

N N 2β 1+ +( ) N2+[ ] r
-------------------------------------------------------, r 1 2 …., ,= =

W2
r

N2r f SN f( )–
N ∞→
lim 0=

N2r f SN* f( )–
N ∞→
lim 0=( ).

dm N( ) l+ W2
r D( ); L2( ) 1

N N 2β 1+ +( ) N2+[ ] r
-------------------------------------------------------,=

N 1 2 …, l, , 0 1 … m R( ) m R( )– 1, r–, , , 1 2 …,, ,= = =

m

dN W2 Φ,
r k, D( ); L2( ) � N r– Φ N k /2–( ).

cnm f( )
m 0=

∞

∑
n 0=

∞

∑

Φ πt
N
----- 

 
k

t2r 2– td

0

1

∫ +∞,<

�N CWΦ
r k, D( )( ) 1

1 x2–
------------------ f x y,( ) x ydd

0

2π

∫
1–

1

∫ 2π2

nm
-------- f

π 2i 1–( )
2n

----------------------cos
2π j 1–( )

m 1–
-----------------------, 

 
j 1=

m

∑
i 1=

n

∑–
f CWΦ

r k,
D( )∈

sup=
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ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ ÓˆÂÌÍ‡

ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 1. ÖÒÎË r = 1, 2, …, k = 1, 2, …, ÚÓ

ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 2. ÖÒÎË Φ(t) = tα, α > 0, ÚÓ ÔË αk + 2r > 1 ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ ÓˆÂÌÍ‡

r = 0, 1, …, k = 1, 2, ….

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ÓÒÌÓ‚‡Ì˚ Ì‡ ÌÂÍÓÚÓ˚ı ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÂ‰ÎÓÊÂÌËflı.

3. ÇÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ÔÂ‰ÎÓÊÂÌËfl

ç‡ÔÓÏÌËÏ, ˜ÚÓ ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ˚ üÍÓ·Ë (x) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛
‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ (ÒÏ. [4, Ò. 114])

(4)

‡ ÒËÒÚÂÏ‡ ÙÛÌÍˆËÈ cos(my) Ë sin(my) – ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛

(5)

ìÏÌÓÊË‚ Ó·Â ˜‡ÒÚË ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (4) Ì‡ cos(my), ‡ ÔÂ‚Ó„Ó ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚ (5) Ì‡ (x) Ë ÒÎÓÊË‚ ÔÓÎÛ-
˜ÂÌÌ˚Â ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÔÓ˜ÎÂÌÌÓ, ËÏÂÂÏ

ËÎË

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÒËÒÚÂÏ‡ ÙÛÌÍˆËÈ

ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ D, ÓÚ‚Â˜‡˛˘ËÂ ÒÓ·-
ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËflÏ n(n + 2β + 1) + m2.

ùÚÓ ‚ÏÂÒÚÂ ÒÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ 5) ÓÔÂ‡ÚÓ‡ Fh ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛ ÎÂÏÏÛ, ÍÓÚÓ‡fl ÎÂ-
ÊËÚ ‚ ÓÒÌÓ‚Â ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚ ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡ÌÌ˚ı ‚˚¯Â ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÈ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [3]).

ãÂÏÏ‡. ÑÎfl Î˛·ÓÈ ÙÛÌÍˆËË f ∈ (D) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

�N CWΦ
r k, D( )( ) O

1

N2r 1–
-------------- Φ πt

R
----- 

 
k

t2r 2– td

0

1

∫ 
 
 

.=

�N CWΦ
r k, D( )( ) O

1

N2r 1–
--------------Φ π

N
---- 

 
k

 
  .=

�N CWΦ
r k, D( )( ) O

1

Nαk 2r 1–+
---------------------- 

  ,=

Pn
β( )

1 x2–( )Pn
β x( )'' 2 β 1+( )xPn

β( ) x( )'– n n 2β 1+ +( )Pn
β( ) x( )+ 0,=

y'' m2y+ 0=

my( )cos[ ] '' m2 my( )cos 0 my( )sin[ ] '' m2 my( )sin+ 0=,=+( ).

Pn
β( )

1 x2–( )Pn
β x( )'' my( )cos 2 β 1+( )xPn

β( ) x( )' my( )cos– n n 2β 1+ +( )Pn
β( ) x( ) my( ) +cos+

+ my( )cos[ ] ''Pn
β( ) x( ) m2Pn

β( ) x( ) my( )cos+ 0,=

DPn
β( ) x( ) my( )cos– (n n 2β 1+ +( ) m2 )Pn

β( ) x( ) my( ).cos+=

DPn
β( ) x( ) my( )sin– (n n 2β 1+ +( ) m2 )Pn

β( ) x( ) my( )sin .+=

Pn
β( ) x( ) my( )cos , Pn

β( ) x( ) my( )sin

L2
r

∆h
k Dr f( ) 2 λnm 1

Pn
β( ) hcos( )
Pn

β( ) 1( )
-------------------------- mh( )sin

mh
--------------------–

 
 
 

2k

n n 2β 1+ +( ) m2+[ ] 2r
cnm

2 f( ).
m 0=

∞

∑
n 0=

∞

∑=



1304

ÜìêçÄã ÇõóàëãàíÖãúçéâ åÄíÖåÄíàäà à åÄíÖåÄíàóÖëäéâ îàáàäà      ÚÓÏ 47      ‹ 8      2007

Ä·ËÎÓ‚ Ë ‰.

4. ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÚÂÓÂÏ˚ 9

é„‡ÌË˜ËÏÒfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚ÓÏ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÈ ÚÂÓÂÏ˚. éÒÚ‡Î¸Ì˚Â ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËfl ‰ÓÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒfl
‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏ ËÏ ÚÂÓÂÏ‡Ï ËÁ [2], [3].

ç‡ ÓÒÌÓ‚‡ÌËË ÛÒÎÓ‚ËÈ ÚÂÓÂÏ˚ 9 ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

„‰Â

ÂÒÚ¸ ÓÚÓÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌÓ‚ óÂ·˚¯fi‚‡ I Ó‰‡ Ë

èÓ˝ÚÓÏÛ ‰Îfl ‡ÁÌÓÒÚË ‚ ÙÓÏÛÎÂ (3) ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‚˚‡ÊÂÌËÂ

f x y,( ) λνµTν x( ) aνµ f( ) µy( )cos bνµ f( ) µy( )sin+[ ] ,
µ 0=

∞

∑
ν 0=

∞

∑=

T0 x( ) 1

π
-------, Tn x( ) 2

π
--- n xarccos( ), ncos 1 2 …,, ,= = =

aνµ f( ) 1
π
--- 1

1 x2–
------------------ f x y,( )Tν x( ) µy( )cos x y,dd

0

2π

∫
1–

1

∫=

bνµ f( ) 1
π
--- 1

1 x2–
------------------ f x y,( )Tν x( ) µy( )sin x y.dd

0

2π

∫
1–

1

∫=

Rnm f( ) 1

1 x2–
------------------ f x y,( ) x ydd

0

2π

∫
1–

1

∫ 2π2

nm
-------- f

π 2i 1–( )
2n

----------------------cos
2π j 1–( )

m 1–
-----------------------, 

   =
j 1=

m

∑
i 1=

n

∑–=

=  
1

1 x2–
------------------ f x y,( ) x ydd

0

2π

∫
1–

1

∫ 2π2

nm
-------- λνµaνµ f( )Tν

π 2i 1–( )
2n

----------------------cos 
  µ2π j 1–( )

m 1–
----------------------- +cos

µ 0=

∞

∑
ν 0=

∞

∑
j 1=

m

∑
i 1=

n

∑–

+ λνµbνµ f( )Tν
π 2i 1–( )

2n
----------------------cos 

  µsin
2π j 1–( )

m 1–
----------------------- 

 
µ 0=

∞

∑
ν 0=

∞

∑  =

=  
1

1 x2–
------------------ f x y,( ) x ydd

0

2π

∫
1–

1

∫ 2π2

nm
-------- λ00a00 f( )T0

π 2i 1–( )
2n

----------------------cos 
  0

2π j 1–( )
m 1–

----------------------- +∫cos
j 1=

m

∑
i 1=

n

∑–

+ λν0aν0 f( )Tν
π 2i 1–( )

2n
----------------------cos 

  0
2π j 1–( )

m 1–
-----------------------cos

ν 1=

∞

∑ λν0bν0 f( )Tν
π 2i 1–( )

2n
----------------------cos 

  0sin
2π j 1–( )

m 1–
----------------------- ++

+ λ0µa0µ f( )T0
π 2i 1–( )

2n
----------------------cos 

  µ2π j 1–( )
m 1–

-----------------------cos
µ 1=

∞

∑ λ0µb0µ f( )T0
π 2i 1–( )

2n
----------------------cos 

  µsin
2π j 1–( )

m 1–
----------------------- ++

+ λνµaνµ f( )Tν
π 2i 1–( )

2n
---------------------cos 

  µ2π j 1–( )
m 1–

---------------------cos
µ 1=

∞

∑
ν 1=

∞

∑ λνµbνµ f( )Tν
π 2i 1–( )

2n
---------------------cos 

  µsin
2π j 1–( )

m 1–
---------------------

µ 1=

∞

∑
ν 1=

∞

∑+ .



ÜìêçÄã ÇõóàëãàíÖãúçéâ åÄíÖåÄíàäà à åÄíÖåÄíàóÖëäéâ îàáàäà      ÚÓÏ 47      ‹ 8      2007

é êÄáãéÜÖçàà îìçäñàâ ÑÇìï èÖêÖåÖççõï Ç ëåÖòÄççõÖ êüÑõ 1305

í‡Í Í‡Í λ00 = 1/2, T0(x) = 1/ , ÚÓ

Ç‚Â‰ÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl:

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ Í‡Ê‰ÓÂ ËÁ Σk, k = 1, 2, 3.

í‡Í Í‡Í

Ë

ÚÓ ÌÂÚÛ‰ÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ

á‡ÏÂ˜‡fl, ˜ÚÓ λ0µ = 1, T0(x) = 1/ , ËÏÂÂÏ

π

2π2

nm
-------- λ00a00 f( )T0

π 2i 1–( )
2n

----------------------cos 
  0

2π j 1–( )
m 1–

-----------------------cos
j 1=

m

∑
i 1=

n

∑ π πa00 f( )  ==

=  π π1
π
--- 1

1 x2–
------------------ f x y,( )T0 x( ) x ydd

0

2π

∫
1–

1

∫ 1

1 x2–
------------------ f x y,( ) x y.dd

0

2π

∫
1–

1

∫=

Σ1
2π2

nm
-------- λν0aν0 f( )Tν

π 2i 1–( )
2n

----------------------cos 
  0

2π j 1–( )
m 1–

----------------------- +cos
ν 1=

∞

∑
j 1=

m

∑
i 1=

n

∑=

∫ + λν0bν0 f( )Tν
π 2i 1–( )

2n
----------------------cos 

  0sin
2π j 1–( )

m 1–
----------------------- ,

Σ2
2π2

nm
-------- λ0µa0µ f( )T0

π 2i 1–( )
2n

----------------------cos 
  µ2π j 1–( )

m 1–
----------------------- +cos

µ 1=

∞

∑
j 1=

m

∑
i 1=

n

∑=

∫ + λ0µb0µ f( )T0
π 2i 1–( )

2n
----------------------cos 

  µsin
2π j 1–( )

m 1–
----------------------- ,

Σ3
2π2

nm
-------- λνµaνµ f( )Tν

π 2i 1–( )
2n

----------------------cos 
  µ2π j 1–( )

m 1–
----------------------- +cos

µ 1=

∞

∑
ν 1=

∞

∑
j 1=

m

∑
i 1=

n

∑=

+ λνµbνµ f( )Tν
π 2i 1–( )

2n
----------------------cos 

  µsin
2π j 1–( )

m 1–
-----------------------

µ 1=

∞

∑
ν 1=

∞

∑ .

λν0 1/2, Tν
π 2i 1–( )

2n
----------------------cos 

  2
π
--- νπ 2i 1–( )

2n
----------------------cos= =

νπ 2i 1–( )
2n

----------------------cos
i 1=

n

∑ 1–( )sn, ν 2sn,=

0,         ν 2sn, s≠ 0 1 …,, ,=



=

Σ1
π2

n
----- 2

π
--- 1–( )νna2νn 0, f( )

ν 1=

∞

∑ π2 2
π
--- 1–( )νa2νn 0, f( ).

ν 1=

∞

∑= =

π

Σ2
2π2

nm
-------- a0µ f( ) 1

π
------- µ2π j 1–( )

m 1–
-----------------------cos

µ 1=

∞

∑ b0µ f( ) 1

π
------- µsin

2π j 1–( )
m 1–

-----------------------+  =
j 1=

m

∑
i 1=

n

∑=
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Ä·ËÎÓ‚ Ë ‰.

í‡Í Í‡Í

s = 0, 1, …, ÚÓ ËÏÂÂÏ

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

ÚÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

éÚÒ˛‰‡ ÌÂÚÛ‰ÌÓ Û‚Ë‰ÂÚ¸, ˜ÚÓ

èÓ˝ÚÓÏÛ ÓÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

éÚÒ˛‰‡ ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ ÓˆÂÌÍ‡

í‡Í Í‡Í C (D) ⊂ ( D), ÚÓ ËÁ ÚÂÓÂÏ˚ 1 ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

Ñ‡ÎÂÂ, ÔÓÒÚÛÔ‡fl Í‡Í ‚ [6], ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÚÂ·ÛÂÏÓÂ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ (ÒÏ. Ú‡ÍÊÂ [8], [9]).

=  
2π2

πnm
--------------- a0µ f( ) µ2π j 1–( )

m 1–
-----------------------cos

µ 1=

∞

∑ b0µ f( ) µsin
2π j 1–( )

m 1–
-----------------------+  =

j 1=

m

∑

=  
2π2

πnm
--------------- a0µ f( ) µ2π j 1–( )

m 1–
-----------------------cos

j 1=

m

∑
µ 1=

∞

∑ 2π2

πnm
--------------- a0µ f( ) µsin

2π j 1–( )
m 1–

-----------------------
j 1=

m

∑ .
µ 1=

∞

∑+

µsin
2π j 1–( )

m 1–
-----------------------

j 1=

m

∑ 0, µcos
2π j 1–( )

m 1–
-----------------------

j 1=

m

∑ 1–( )s m 1–( )m, µ ms,=

0,                  µ ms,≠



= =

Σ2 2π π 1–( )µ m 1–( )a0 µm, f( ).
µ 1=

∞

∑=

λνµ 1, Tν
π 2i 1–( )

2n
----------------------cos 

  2
π
--- νπ 2i 1–( )

2n
----------------------,cos= =

Σ3
2π2

nm
-------- 2

π
--- aνµ f( ) νπ 2i 1–( )

2n
----------------------cos

i 1=

n

∑ 
 
 

µ2π j 1–( )
m 1–

-----------------------cos
j 1=

m

∑ 
 
 

+
µ 1=

∞

∑
ν 1=

∞

∑=

+
2π2

nm
-------- 2

π
--- bνµ f( ) νπ 2i 1–( )

2n
----------------------cos

i 1=

∞

∑ 
 
 

µsin
2π j 1–( )

m 1–
-----------------------

j 1=

m

∑ 
 
 

.
µ 1=

∞

∑
ν 1=

∞

∑

Σ3 2π2 1–( )ν µ+ a2νn 2µm, f( ).
µ 1=

∞

∑
ν 1=

∞

∑=

Rnm f( ) π2 1–( )νa2νn 0, f( )
ν 1=

∞

∑ 2π π 1–( )µ m 1+( )a0 µm, f( )
µ 1=

∞

∑– 2π2 1–( )ν µ+ a2νn µm, f( ).
µ 1=

∞

∑
ν 1=

∞

∑–=

Rnm f( ) O a2νn 0, f( )
ν 1=

∞

∑ a0 µm, f( )
µ 1=

∞

∑ a2νn µm, f( )
µ 1=

∞

∑
ν 1=

∞

∑+ +
 
 
 

O aij f( )
i
2

j
2+ N

2≥

∑ 
 
 

.= =

WΦ
r k, W2 Φ,

r k,

aij
2 f( )

i
2

j
2

N
2≤+

∑ O N 4r– Φ2 π
N
---- 

 
k

 
  .=
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ç‡ ÓÒÌÓ‚Â ÔËÌˆËÔ‡ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ èÓÌÚfl„ËÌ‡ ‡Á‡·ÓÚ‡Ì ÓË„ËÌ‡Î¸Ì˚È ‡Î„ÓËÚÏ Â¯ÂÌËfl Á‡-
‰‡˜Ë ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl Ó‰ÌÓÈ Á‡‰‡˜ÂÈ Ï‡ÍÓ˝ÍÓÌÓÏËÍË. èË‚Ó‰flÚÒfl ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‡Ò-
˜ÂÚÓ‚ Ì‡ ùÇå ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl Ë ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓÈ Ú‡ÂÍÚÓËË ‡Á‚ËÚËfl Â„ËÓÌ‡Î¸ÌÓÈ
˝ÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚. ÑÎfl ÌÂÍÓÚÓÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ËÁÏÂÌÂÌËfl ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl ÔË-
‚Ó‰ËÚÒfl ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ Ï‡ÍÓ˝ÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚. ÅË·Î. 7. îË„. 9. í‡·Î. 2.

äÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡: Á‡‰‡˜Ë Ï‡ÍÓ˝ÍÓÌÓÏËÍË, ÏÂÚÓ‰ ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl, ˜ËÒÎÂÌÌ˚È ÏÂ-
ÚÓ‰ Â¯ÂÌËfl.

1. èÓÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ Á‡‰‡˜Ë

èÛÒÚ¸ µK(t) – ËÁÌÓÒ ÓÒÌÓ‚ÌÓ„Ó Í‡ÔËÚ‡Î‡ Á‡ „Ó‰, g(t)N(t) – „Ó‰Ó‚ÓÈ ‰ÓıÓ‰ ÊË‚Ó„Ó Í‡ÔËÚ‡Î‡, x(t) =

= Β  – Ù‡ÁÓ‚‡fl ·ÂÁ‡ÁÏÂÌ‡fl Ï‡ÍÓ˝ÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍ‡fl ÔÂÂÏÂÌÌ‡fl, x(t) ∈ C1[0, T], Β – ÔÓÒÚÓ-

flÌÌ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰ÒÚ‚ÂÌÌÓÈ Β(x)-ÙÛÌÍˆËË (ÒÏ. [1]):

(1)

„‰Â b – ‚ÚÓ‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰ÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË, 0 < b < 1.
í‡ÂÍÚÓËfl ˝ÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (ÒÏ. [2])

(2)

„‰Â a, λ, p > 0 – Ô‡‡ÏÂÚ˚ Ï‡ÍÓ˝ÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍÓÈ ÏÓ‰ÂÎË; Β(x) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ (1), w(t) –
ÛÔ‡‚ÎÂÌËÂ, w ∈ :

(3)

0 < w1 < w2 – ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â, T – „ÓËÁÓÌÚ ÔÎ‡ÌËÓ‚‡ÌËfl, T < ∞.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Á‡‰‡˜Û Ó· ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl w*(t) ∈  ˝ÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ-

ˆÂÒÒÓÏ (2) ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ÒÏ˚ÒÎÂ: Ì‡ÈÚË ÛÔ‡‚ÎÂÌËÂ w*(t) ∈ , ÍÓÚÓÓÂ ÔÂÂ‚Ó‰ËÚ ÔÓˆÂÒÒ (2) ËÁ
Ó‰ÌÓ„Ó ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÒÓÒÚÓflÌËfl x(0) = x1 ‚ ‰Û„ÓÂ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÒÓÒÚÓflÌËÂ x(T) = x2 ÔË ÛÒÎÓ-
‚ËË, ˜ÚÓ ËÌÚÂ„‡Î ·Î‡„ÓÒÓÒÚÓflÌËfl

(4)

ÔËÌËÏ‡ÂÚ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ. á‰ÂÒ¸ α ∈ (0, 1) – ˝ÏÔËË˜ÂÒÍ‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl. å‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍ‡fl
ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ Á‡‰‡˜Ë ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(5)

µK t( )
g t( )N t( )
---------------------

B x( ) b 1 e x––( ) 1 b–( )x 1 e 1/x––( ),+=

dx/dt aB x( ) λx– pw,–=

W

W w t( ) C 0 T,[ ]  : w t( ) w1 w2,[ ]∈ ∈{ } ,=

W

W

J w( ) wα t( ) td

0

T

∫=

wα t( ) t,d

0

T

∫
w W∈
max

dx/dt aB x( ) λx– pw, x 0( )– x1, x T( ) x2,= = =

B x( ) b 1 e x––( ) 1 b–( )x 1 e 1/x––( ).+=

ìÑä 519.626
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éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ Á‡‰‡˜Â (5) ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË T Á‡‡ÌÂÂ ÌÂ Á‡‰‡Ì.
Ç‚Â‰ÂÏ ÙÛÌÍˆË˛ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏÓÈ Á‡‰‡˜Ë

(6)

„‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚Û ÒËÒÚÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÈ

(7)

„‰Â ψ(t) – ÒÓÔflÊÂÌÌ‡fl Í x(t) ÔÂÂÏÂÌÌ‡fl, ψ(t) ∈ C1[0, T]. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ R(x), R(ψ) Ó·Î‡ÒÚË ‚ÓÁ-

ÏÓÊÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı x(t), ψ(t) ÒËÒÚÂÏ˚ (7). èÛÒÚ¸ R(x), R(ψ) =  = (0, ∞).

êÂ¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (5) ÔÓÎÛ˜ËÏ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÔËÌˆËÔ‡ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ èÓÌÚfl„ËÌ‡ (ÒÏ. [3]): ÂÒÎË w*(t) –
ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÛÔ‡‚ÎÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (5), ‡ x*(t), ψ(t) – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÂÏÛ Ú‡ÂÍÚÓËË ÒËÒÚÂÏ˚ (7),
ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ (6) ‰ÓÎÊÌ‡ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÚ¸ ‡‚ÂÌÒÚ‚Û

(*)

2. êÂ¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl

Ç‚Â‰ÂÏ ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â ψ1 = p–1α , ψ2 = p–1α , π = (α/p)1/(1 – α). ëÔ‡‚Â‰ÎË‚‡

íÂÓÂÏ‡ 1. èÛÒÚ¸ w*(t) ∈  – ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (5), ‡ x*(t), ψ(t) – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û-
˛˘ËÂ ÂÏÛ Â¯ÂÌËfl „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ (7). íÓ„‰‡ ÏÂÊ‰Û ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚Ï ÛÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ w*(t),
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏË ÂÏÛ ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚ÏË Ú‡ÂÍÚÓËflÏË Ù‡ÁÓ‚ÓÈ Ë ÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı
x*(t), ψ(t) ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸

(8)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚Ì‡˜‡ÎÂ ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó W = {w(t) ∈ C[0, T] : w(t) ∈ (w1, w2)} –

‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ . àÁ‚ÂÒÚÌÓ (ÒÏ. [3]), ˜ÚÓ ÍÓ„‰‡ Ó·Î‡ÒÚ¸ ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÚÍ˚-
Ú˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ, ÚÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ‡fl ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì‡fl Á‡‰‡˜‡ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ‡ Á‡‰‡˜Â ã‡„‡ÌÊ‡ ÍÎ‡Ò-
ÒË˜ÂÒÍÓ„Ó ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ËÒ˜ËÒÎÂÌËfl. íÓ˜Í‡ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ w* ∈ W fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ
ÙÛÌÍˆËË É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ ∂H/∂w = 0, ÓÚÍÛ‰‡ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(9)

Ç ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËË (9) ËÏÂÂÏ ÛÔ‡‚ÎÂÌËÂ w*(t) ∈ W, ψ(t) ∈ Ψ, „‰Â Ψ = {ψ(t) ∈ C1[0, T] : ψ(t) ∈ (ψ1, ψ2)}.

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Ú‡Í Í‡Í α < 1, ÚÓ  < 0. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔË Î˛·˚ı ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚ı x ∈ R(x),

ψ ∈ Ψ ÙÛÌÍˆËfl w(t) = πψ–1/(1 – α)(t) ‰ÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ Ï‡ÍÒËÏÛÏ ÙÛÌÍˆËË É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ (6) Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â
ÙÛÌÍˆËÈ w(t) ∈ W.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ψ1 = {ψ(t) ∈ C1[0, T] : ψ(t) ∈ (0, ψ1]}. èÛÒÚ¸ ψ(t) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl
ÚÓ˜Í‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ψ1, Ì‡ÔËÏÂ ψ(t) = ψ1 – a1(t), „‰Â a1(t) ∈ C1[0, T], 0 ≤ a1(t) < ψ1. îÛÌÍˆË˛ É‡ÏËÎ¸-
ÚÓÌ‡ ‚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ψ ∈ Ψ 1 ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ÙÓÏÂ

„‰Â

H x ψ w, ,( ) wα ψ aB x( ) λx– pw–[ ] ,+=

dx/dt aB x( ) λx– pw–=

dψ/dt aB' x( ) λ–[ ]ψ ,–=

R1
+

H x* t( ) ψ t( ) w* t( ), ,( ) H x* t( ) ψ t( ) w, ,( ).
w W∈
sup=

w2
α 1– w1

α 1–

W

w* t( )

w2 ÔË ψ t( ) ψ1,≤

πψ 1/ 1 α–( )– t( ) ÔË ψ1 ψ t( ) ψ2,< <
w1 ÔË ψ t( ) ψ2.≥






=

W

ψ p 1– αw*α 1– .=

∂2H

∂w2
----------

w*

H x ψ w, ,( ) wα pψw– ψ aB x( ) λx–[ ]+ wα pψ1w– pa1w ψ aB x( ) λx–[ ]  =+ += =

=  ω1 w( ) ϕ1 w( ) ψ aB x( ) λx–[ ] ,+ +

ω1 w( ) wα 1 α w
w2
------ 

  1 α–

– , ϕ1 w( ) pa1w.= =
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ÅÛÎ„‡ÍÓ‚, ò‡ÚÓ‚

ÄÌ‡ÎËÁ ÙÛÌÍˆËË ω1(w) (ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ω1w, ω1ww) ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ω1(w) ËÏÂÂÚ Ï‡ÍÒËÏÛÏ ÔË w = w2.
îÛÌÍˆËfl ϕ1(w) ËÏÂÂÚ Ï‡ÍÒËÏÛÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ w = w2 ÔË a1(t) > 0 ËÎË ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛, ÂÒÎË a1(t) = 0.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔË Î˛·˚ı ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚ı x ∈ R(x), ψ ∈ Ψ 1 ÙÛÌÍˆËfl w(t) = w2 ‰ÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ Ï‡Í-

ÒËÏÛÏ ÙÛÌÍˆËË É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ H(x, ψ, w) Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â .

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ, ‡ÒÒÏÓÚÂ‚ H(x, ψ, w) ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ψ(t) ∈ Ψ 2, „‰Â Ψ2 = {ψ(t) ∈ C1[0, T] : ψ(t) ∈
∈  [ψ2, ∞)}, Ì‡ÔËÏÂ, ÔË ψ(t) = ψ2 + a2(t), „‰Â a2(t) ∈ C 1[0, T], 0 ≤ a2(t) < ∞, ÔÓÎÛ˜ËÏ

„‰Â

Ë, ÔÓ‚Â‰fl ‡Ì‡ÎËÁ ÙÛÌÍˆËÈ ω2(w), ϕ2(w), Û·Â‰ËÏÒfl, ˜ÚÓ ÔË Î˛·˚ı ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚ı x ∈ R(x), ψ ∈ Ψ 2

ÙÛÌÍˆËfl w(t) = w1 ‰ÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ Ï‡ÍÒËÏÛÏ ÙÛÌÍˆËË É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ H(x, ψ, w) Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â w(t) ∈ .

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ψ ∪ Ψ 1 ∪ Ψ2 = {ψ(t) ∈ C1[0, T] : R(ψ) = }, ÚÓ ‡ÒÒÏÓÚÂÌ˚ Ó·Î‡ÒÚË R(x), R(ψ) ‚ÒÂı
‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÙÛÌÍˆËÈ ψ(t), x(t) Ë Ì‡È‰ÂÌÓ, ˜ÚÓ Ï‡ÍÒËÏÛÏ ÙÛÌÍˆËË É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ (6) ËÏÂÂÚ
ÏÂÒÚÓ ÔË Î˛·˚ı ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚ı x ∈ R(x), ψ ∈ R(ψ) Ì‡ ÛÔ‡‚ÎÂÌËflı

(10)

èÛÒÚ¸ w*(t) – ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÛÔ‡‚ÎÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (5), ‡ x*(t), ψ(t) – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÂÏÛ Â¯ÂÌËÂ
ÒËÒÚÂÏ˚ (7). íÓ„‰‡ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÓÒÌÓ‚Ì˚Ï ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ ÔËÌˆËÔ‡ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ èÓÌÚfl„ËÌ‡ (*)
ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ (10) ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â (8). íÂÓÂÏ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 1. çÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÔÓ‚ÂÍÓÈ ÏÓÊÌÓ Û·Â‰ËÚ¸Òfl, ̃ ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl w(ψ) = πψ–1/(1 – α) ËÏÂÂÚ ÔÂ-
‰ÂÎ˚ (ψ) = w2, (ψ) = w1, Ú.Â. ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÛÔ‡‚ÎÂÌËÂ Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ψ ÂÒÚ¸ ÌÂ-

ÔÂ˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ‚ ÚÓ˜Í‡ı ψ1, ψ2 Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ì‡ ‚ÒÂÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â R(ψ) = .

ç‡ ÙË„. 1 ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (ψ, w) ÔÓÍ‡Á‡Ì „‡ÙËÍ ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl w*, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓ„Ó Á‡-
‚ËÒËÏÓÒÚ¸˛ (8); ÓÌ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ÔflÏÓÈ w2, ÍË‚ÓÈ AB (w* = πψ–1/(1 – α)) Ë ÔflÏÓÈ w1.

èÛÒÚ¸ w(t) – ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÛÔ‡‚ÎÂÌËÂ ‰ËÌ‡ÏËÍÓÈ Ï‡ÍÓ˝ÍÓÌÓÏËÍË, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÂ Á‡‚ËÒËÏÓ-
ÒÚflÏË (8) ÚÂÓÂÏ˚ 1, ‡ x(t), ψ(t) – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÂÏÛ Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ (7) (Á‚ÂÁ‰Ó˜ÍË Û w Ë x
‰Îfl ÔÓÒÚÓÚ˚ ÓÔÛÒÚËÏ) Ò „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË x(0) = x1, x(T) = x2.

W

H x ψ w, ,( ) wα pψ2w– pa2w– ψ aB x( ) λx–[ ]+ ω2 w( ) ϕ2 w( ) ψ aB x( ) λx–[ ] ,+ += =

ω2 w( ) wα 1 α w
w1
------ 

  1 α–

– , ϕ2 w( ) p– a2w,= =

W

R1
+

w t( )

w2, ÂÒÎË ψ t( ) Ψ1,∈

πψ
1

1 α–
------------–

t( ), ÂÒÎË ψ t( ) Ψ,∈
w1, ÂÒÎË ψ t( ) Ψ2.∈






=

w
ψ ψ1+→

lim w
ψ ψ2–→

lim

R1
+

ψψ2ψ1

w2

w1

w

A

B

îË„. 1.
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Ç‚Â‰ÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â ÏÓ‰ÂÎË:

íÓ„‰‡ Í‡Â‚Û˛ Á‡‰‡˜Û, ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘Û˛ ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚Â Ú‡ÂÍÚÓËË x(t), ψ(t), ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚
ÙÓÏÂ

(11)

„‰Â

á‡ÔË¯ÂÏ Ú‡ÍÊÂ ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛ ÒËÒÚÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÈ, ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÂ (11), ‚ ÍÓÚÓÓÈ ‚ Í‡-
˜ÂÒÚ‚Â ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ‚ÁflÚ‡ ÒÓÔflÊÂÌÌ‡fl ÔÂÂÏÂÌÌ‡fl ψ, ‡ ÙÛÌÍˆËflÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl Ù‡ÁÓ-
‚‡fl ÔÂÂÏÂÌÌ‡fl x Ë ‚ÂÏfl t:

(12)

„‰Â

èÓ‚Â‰ÂÏ ÔÂ‰‚‡ËÚÂÎ¸Ì˚È ‡Ì‡ÎËÁ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚ı ÍË‚˚ı (ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚ı Ú‡ÂÍÚÓËÈ x(ψ)) ÒË-
ÒÚÂÏ˚ (12) Ë ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÏ Ëı ÓÒÌÓ‚Ì˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Ì‡ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÏ ÓÚ‡ÌÚÂ R+(ψ, x) ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ Ë Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÂÂÏÂÌ-
ÌÓÈ Á‡ÏÍÌÛÚÛ˛ Ó·Î‡ÒÚ¸ Ω(ψ, x) = [ψmin ≤ ψ ≤ ψmax, xmin ≤ x ≤ xmax], „‰Â ÓÚÂÁÓÍ [xmin, xmax] ÒÓ‰ÂÊËÚ
‚ ÒÂ·Â ‚ÒÂ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Â Â‡Î¸Ì˚Â Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â Ë ÍÓÌÂ˜Ì˚Â ÒÓÒÚÓflÌËfl x1, x2 ˝ÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍËı ÒËÒÚÂÏ, ‡
ψmin = ψ(xmax), ψmax = ψ(xmin) – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÒÓÔflÊÂÌÌ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı. é·Î‡ÒÚ¸ Ω
(ÒÏ. ÙË„. 2) Ì‡ÁÓ‚ÂÏ Ó·Î‡ÒÚ¸˛ Â‡Î¸Ì˚ı ÒÓÒÚÓflÌËÈ Ë Â‡Î¸Ì˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚ ˝ÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍËı ÒËÒÚÂÏ
ÔË ÍÓÌÂ˜ÌÓÏ „ÓËÁÓÌÚÂ ÔÎ‡ÌËÓ‚‡ÌËfl (T < ∞).

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÓÚÂÁÓÍ [ψmin, ψmax] ÒÓ‰ÂÊËÚ ‚ÒÂ „‡ÌË˜Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl ψ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚Â ‰Îfl Â-
¯ÂÌËfl Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ Ó·Î‡ÒÚË Ω ‚ÂÚËÍ‡Î¸Ì˚Â ÔflÏ˚Â ψ1, ψ2. èflÏ˚Â ψ1, ψ2 ‰ÂÎflÚ Ó·Î‡ÒÚ¸ Ω Ì‡ ÚË
ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚË. ùÚË ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚË ·Û‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜‡Ú¸ ˜ÂÂÁ Ψ1, Ψ, Ψ2.

Ç ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚË Ψ ÂÒÚ¸ ÓÒÓ·‡fl ÚÓ˜Í‡ (ψs, xs), ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÍÓÚÓÓÈ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËflÏË 

γ λ
a
---, γ1

pw1

a
---------, γ2

pw2

a
---------, σ 1

a
--- α

pα------ 
  1/ 1 α–( )

, c0 σ1 α– , η 1
a
---.= = = = = =

dx/dt F x ψ,( ),=

dψ/dt G x ψ,( ), 0 t T ,< <=

x 0( ) x1, x T( ) x2,= =

F x ψ,( )

a B x( ) γx– γ2–( ), ψ t( ) ψ1,≤

a B x( ) γx– σψ 1/ 1 α–( )––( ), ψ1 ψ t( )< ψ2,<
a B x( ) γx– γ1–( ), ψ t( ) ψ2,≥






=

G x ψ,( ) a γ B' x( )–( )ψ.=

dx
dψ
------- ϕ ψ x,( ),

dt
dψ
------- χ ψ x,( ),= =

ϕ ψ x,( )

B x( ) γx– γ2–
γ B' x( )–

---------------------------------- 1
ψ
----, ψ ψ1,≤

B x( ) γx– σψ 1/ 1 α–( )––
γ B' x( )–

------------------------------------------------------ 1
ψ
----, ψ1 ψ< ψ2,<

B x( ) γx– γ1–
γ B' x( )–

---------------------------------- 1
ψ
----, ψ ψ2,≥










=

χ ψ x,( ) η
γ B' x( )–
--------------------- 1

ψ
----.=

γ B' xs( )– 0, ψs

c0

B xs( ) γxs–[ ] 1 α–
----------------------------------------.= =
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ÅÛÎ„‡ÍÓ‚, ò‡ÚÓ‚

Ç‚Â‰ÂÏ ‚ ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚË Ψ ÍË‚Û˛ ψ0(x), Ì‡ ÍÓÚÓÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl dx/dψ = 0 (ÚÓ˜Í‡ (ψs, xs) ÔÓÍ‡ ÌÂ
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl). äË‚‡fl ψ0(x) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ

(13)

àÁ ÔÂ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ (11) ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ  = 0 Ì‡ ÍË‚ÓÈ ψ0(x), ÔÓ˝ÚÓÏÛ ψ0(x) – ˝ÚÓ ÎË-

ÌËfl ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı ÒÓÒÚÓflÌËÈ ÒËÒÚÂÏ˚.

Ç‚Â‰ÂÏ ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸ Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ (ψs, xs) Ò Ï‡Î˚Ï ‡‰ËÛÒÓÏ h, Ó·ÓÁÌ‡˜Ë‚ ÂÂ ˜ÂÂÁ Osh

(‚ Ì‡¯Ëı ‡Ò˜ÂÚ‡ı h = 10–5). íÓ˜Í‡ A ËÏÂÂÚ Ú‡ÍÛ˛ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÛ ψmax, ˜ÚÓ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì‡fl ÍË‚‡fl ÔÂ-
‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ (12), ËÒıÓ‰fl˘‡fl ËÁ ÚÓ˜ÍË A (ÍË‚‡fl a1), Í‡Ò‡ÂÚÒfl ÒÌËÁÛ ÓÍÛÊÌÓÒÚË Osh ‡
ÚÓ˜Í‡ B ËÏÂÂÚ Ú‡ÍÛ˛ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÛ ψmin, ˜ÚÓ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì‡fl ÍË‚‡fl, ËÒıÓ‰fl˘‡fl ËÁ ÚÓ˜ÍË B (ÍË‚‡fl b1),
Í‡Ò‡ÂÚÒfl Osh Ò‚ÂıÛ.

ç‡ ÙË„. 2 ÔÓÍ‡Á‡Ì˚ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Â ÍË‚˚Â {ai}, ËÒıÓ‰fl˘ËÂ ËÁ ÔÓÏÂÊÛÚÍ‡ A'A = {ψ0(xmin) < ψ ≤
≤ ψmax, x = xmin}, Ë ÍË‚˚Â {bi}, ËÒıÓ‰fl˘ËÂ ËÁ ÔÓÏÂÊÛÚÍ‡ BB' = {ψmin ≤ ψ < ψ0(xmax), x = xmax}, ÔÓ-
Ò˜ËÚ‡ÌÌ˚Â Ì‡ ùÇå ‰Îfl ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓ„Ó ÔËÏÂ‡ Â¯ÂÌËÂÏ ÒËÒÚÂÏ˚ (11), ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÈ ÒËÒÚÂ-
ÏÂ (12) ‰Îfl Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı x, ψ ËÁ A'A, BB', ÏÂÚÓ‰ÓÏ êÛÌ„Â–äÛÚÚ˚ ̃ ÂÚ‚ÂÚÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ÚÓ˜ÌÓÒÚË.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Ó·Î‡ÒÚË Ω1, Ω2 ⊂ Ω, ‡Á‰ÂÎÂÌÌ˚Â „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÔÓÎÓÒÓÈ Π ¯ËËÌÓÈ 2h; „‡ÌË-
ˆ˚ ÔÓÎÓÒ˚ Í‡Ò‡˛ÚÒfl ÍÛ„‡ Osh (ÙË„. 2).

ìÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ 1. àÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Â ÍË‚˚Â ÒËÒÚÂÏ˚ (12), ËÒıÓ‰fl˘ËÂ ËÁ ÔÓÏÂÊÛÚÍÓ‚ A'A, BB',
Ó·‡ÁÛ˛Ú ‰‚‡ ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ { }, { } ({ } ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ˚ ‚ Ω1, { } – ‚ Ω2). çË Ó‰Ì‡ ÍË‚‡fl ÒÂ-

ÏÂÈÒÚ‚ { }, { } ÌÂ ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ ÔÓÎÓÒÛ Π. á‰ÂÒ¸ i1 = , i2 = , n1, n2 – Î˛·˚Â ˆÂÎ˚Â ˜ËÒÎ‡.

ëÔ‡‚Â‰ÎË‚ÓÒÚ¸ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËfl 1 ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ ËÁ ÙË„. 2. ëÎÂ‰ÛÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·ÓÈ
˝ÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Ì‡ ÎËÌËË ψ0(x) Í‡Ê‰‡fl ËÌÚÂ„‡Î¸Ì‡fl ÍË‚‡fl x = x(ψ) ËÏÂÂÚ ÛÒÎÓ‚ËÂ ÒÚ‡-

ψ0 x( )
c0

B x( ) γx–[ ] 1 α–
------------------------------------.=

dx
dt
------

ψ0

ai1
bi2

ai1
bi2

ai1
bi2

1 n1, 1 n2,

201510A'5 ψ A

4

3

2

1

x

0.4

B B'

ψ0(x)

ψ1

(ψs, xs)

ψ2

Ω2

Ω1

Π

îË„. 2.
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ˆËÓÌ‡ÌÓÒÚË  = 0, ‚ÚÓ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl

Ú.Â. ‰Îfl ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ { } ÚÓ˜Í‡ ÍË‚ÓÈ ψ0 ÂÒÚ¸ ÚÓ˜Í‡ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡, ‡ ‰Îfl ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ { } – ÚÓ˜Í‡ ÏË-
ÌËÏÛÏ‡, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Â ÍË‚˚Â Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ ÔË·ÎËÊ‡˛ÚÒfl Í ÔÓÎÓÒÂ Π ÔË ÔÂ-
ÂÒÂ˜ÂÌËË ÎËÌËË ψ0.

é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ  ˜‡ÒÚ¸ Ó·Î‡ÒÚË Ω1, Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÛ˛ ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÈ ÍË‚ÓÈ a1 (ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ

˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍÛ A), ÍË‚ÓÈ ψ0(x) Ë ÓÚÂÁÍÓÏ A'A, ‡ ˜ÂÂÁ  – ˜‡ÒÚ¸ Ó·Î‡ÒÚË Ω2, Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÛ˛ ËÌÚÂ-
„‡Î¸ÌÓÈ ÍË‚ÓÈ b1 (ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ̃ ÂÂÁ ÚÓ˜ÍÛ B), ÍË‚ÓÈ ψ0(x) Ë ÓÚÂÁÍÓÏ BB' (ÙË„. 3). é·ÓÁÌ‡˜ËÏ

˜‡ÒÚ¸ ÍË‚ÓÈ ψ0(x), ÎÂÊ‡˘ÂÈ ‚ Ó·Î‡ÒÚË , ̃ ÂÂÁ (x), ‡ ‚ Ó·Î‡ÒÚË  – ̃ ÂÂÁ (x). é·ÓÁÌ‡˜ËÏ

ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Â ÍË‚˚Â { }, ÎÂÊ‡˘ËÂ ‚ , ˜ÂÂÁ { }, ‡ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Â ÍË‚˚Â { }, ÎÂÊ‡˘ËÂ

‚ , ˜ÂÂÁ { }.

ìÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ 2. àÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Â ÍË‚˚Â { } ⊂  ÌÂ ÔÂÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ, ËÌÚÂ„‡Î¸-

Ì˚Â ÍË‚˚Â { } ⊂  Ú‡ÍÊÂ ÌÂ ÔÂÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ. ä‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ  ÔÓÏÂÊÛÚÍ‡

A'A ÍË‚˚Â { } ÒÚ‡‚flÚ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ÌÛ ÚÓ˜ÍÛ ÍË‚ÓÈ (x). ä‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ 

ÔÓÏÂÊÛÚÍ‡ BB' ÍË‚˚Â { } ÒÚ‡‚flÚ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ÌÛ ÚÓ˜ÍÛ ÍË‚ÓÈ (x).

Ç ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚ÓÒÚË ÔÂ‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËfl 2 ÏÓÊÌÓ Û·Â‰ËÚ¸Òfl, ‡ÒÒÏÓÚÂ‚ Á‡‰‡˜Û äÓ¯Ë:

(14)

dx
dψ
-------

ψ0

d2x

dψ2
---------

ψ0

< 0 ÔË γ B' x( )– 0,<
> 0 ÔË γ B' x( )– 0,>

ai1
bi2

Ω1
+

Ω2
–

Ω1
+ ψ0

+ Ω2
– ψ0

–

ai1
Ω1

+ ai1

+ bi2

Ω2
– bi2

–

ai1

+ Ω1
+

bi2

– Ω2
– ξ i1

ai1

+ ψ0
+ ξ i2

bi2

– ψ0
–

dx
dψ
-------

B x( ) γx– γ1–
γ B' x( )–

---------------------------------- 1
ψ
----, ψ ψ2,≥

B x( ) γx– σψ 1/ 1 α–( )––
γ B' x( )–

------------------------------------------------------ 1
ψ
----, ψ0

+ x( ) ψ ψ2< , ψ x,( ) Ω1
+,∈≤









=

x ξ i1
( ) xmin, ξ i1

A'A,∈=

1.57

1.00

10

x

x1 ψ+
0(x1)

a1(x1)

ψ2

a1

0.40
15 20A'5 Aψ

Ω+
0

ψ+
0

4

3

2

1.57

BOsh

3 5 7 ψOsh

ψ–
0(x1)

ψ–
0

ψ1

Ω–
2

b1

b1(x1)

B'

(‡) (·)

îË„. 3.

x

x1

3



1314

ÜìêçÄã ÇõóàëãàíÖãúçéâ åÄíÖåÄíàäà à åÄíÖåÄíàóÖëäéâ îàáàäà      ÚÓÏ 47      ‹ 8      2007

ÅÛÎ„‡ÍÓ‚, ò‡ÚÓ‚

ÍÓÚÓ‡fl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Â ÍË‚˚Â . ëÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ „ÎÓ·‡Î¸ÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë äÓ¯Ë

(14) ‚ Ó·Î‡ÒÚË  ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÎÂÏÏ˚ ÇË¯ËÍ‡–ÑÛ·ËÌÒÍÓ„Ó (ÒÏ. [4, Ò. 67–68]), ‡ ËÁ ‚ÚÓÓÈ ˜‡ÒÚË ÚÂÓÂ-

Ï˚ 2 ËÁ [5, Ò. 168–169] ÒÎÂ‰ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚ¸ „ÎÓ·‡Î¸ÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë äÓ¯Ë (14) ‚ Ó·Î‡ÒÚË .

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ, ‡ÒÒÏÓÚÂ‚ Á‡‰‡˜Û äÓ¯Ë

ÍÓÚÓ‡fl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Â ÍË‚˚Â , Û·ÂÊ‰‡ÂÏÒfl ‚ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚ÓÒÚË ‚ÚÓÓÈ ̃ ‡ÒÚË ÛÚ‚Â-
Ê‰ÂÌËfl 2.

èÛÒÚ¸ x1, x2 – ÚÓ˜ÍË Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó Ë ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÒÓÒÚÓflÌËfl ˝ÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚. ÇÓÁÏÓÊÌ˚
‰‚‡ ÒÎÛ˜‡fl.

ëÎÛ˜‡È A (ÒÏ. ÙË„. 4‡): xmin < x1 < x2 < xs. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËflÏ 1, 2, ˜ÂÂÁ ÒÂ-

˜ÂÌËÂ x1, x2 ÔÎÓÒÍÓÒÚË (x, ψ) ÔÓıÓ‰flÚ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Â ÍË‚˚Â (˝ÍÒÚÂÏ‡ÎË) { } ∈  , i1 = 

(m1 – Î˛·ÓÂ ˆÂÎÓÂ ˜ËÒÎÓ). ùÍÒÚÂÏ‡Î¸ a1 Í‡Ò‡ÂÚÒfl ÍÛ„‡ Osh, ‡ ˝ÍÒÚÂÏ‡Î¸  ‚ ÒÂ˜ÂÌËË x2 ËÏÂÂÚ

Ó·˘Û˛ ÚÓ˜ÍÛ Ò ÍË‚ÓÈ ψ0(x). é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ÒÂ ˝ÍÒÚÂÏ‡ÎË ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ { }, ÔÓıÓ‰fl˘ËÂ ˜ÂÂÁ

ÒÂ˜ÂÌËfl x1 Ë x2, Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ÏÂÊ‰Û ˝ÍÒÚÂÏ‡ÎflÏË a1, .

ëÎÛ˜‡È Å (ÒÏ. ÙË„. 4·): xs < x2 < x1 < xmax. á‰ÂÒ¸ ˜ÂÂÁ ÒÂ˜ÂÌËfl x1, x2 ÔÎÓÒÍÓÒÚË (x, ψ) ÔÓıÓ‰flÚ

ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Â ÍË‚˚Â (˝ÍÒÚÂÏ‡ÎË) {bi} ∈ , i2 =  (m2 – Î˛·ÓÂ ˆÂÎÓÂ ˜ËÒÎÓ). ùÍÒÚÂÏ‡Î¸

b1 Í‡Ò‡ÂÚÒfl ÍÛ„‡ Osh, ‡  ‚ ÒÂ˜ÂÌËË x2 ËÏÂÂÚ Ó·˘Û˛ ÚÓ˜ÍÛ Ò ÍË‚ÓÈ ψ0(x). ÇÒÂ ˝ÍÒÚÂÏ‡ÎË, ÔÓ-

ıÓ‰fl˘ËÂ ˜ÂÂÁ ÒÂ˜ÂÌËfl x1 Ë x2, Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ÏÂÊ‰Û ˝ÍÒÚÂÏ‡ÎflÏË b1, .

èÛÒÚ¸ , …,  – ÁÌ‡˜ÂÌËfl ËÌÚÂ„‡Î‡ ·Î‡„ÓÒÓÒÚÓflÌËfl Ì‡ ˝ÍÒÚÂÏ‡Îflı a1, …, , ‡ , …,  –

‚ÂÏÂÌ‡ ÔÂÂıÓ‰‡ ËÁ ÒÓÒÚÓflÌËfl x1 ‚ ÒÓÒÚÓflÌËÂ x2 ÔÓ ˝ÍÒÚÂÏ‡ÎflÏ a1, …, . é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ

ai1

Ω1
+

Ω1
+

dx
dψ
-------

B x( ) γx– γ2–
γ B' x( )–

---------------------------------- 1
ψ
----, ψ ψ1,≤

B x( ) γx– σψ 1/ 1 α–( )––
γ B' x( )–

------------------------------------------------------ 1
ψ
----, ψ0

– x( ) ψ ψ1> , ψ x,( ) Ω2
–,∈≥









=

x ξ i2
( ) xmax, ξ i2

BB',∈=

bi2

ai1
Ω1

+ 1 m1,
am1

ai1

am1

Ω2
– 1 m2,

bm2

bm2

J1
1 Jm1

1 am1
T1

1 Tm1

1

am1

1.571.00x1 xp x2 x
xp + 1

a1

apap + 1
ψ0(x)

ψ2

10

8

6

ψ (a)

6

5

ψ

1.57 2.40x2 xp xp + 1 x1
x

xp

b1

bp
bp + 1

ψ0(x)
(·)

îË„. 4.
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, …,  Ë , …, , ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ËÌÚÂ„‡Î˚ ·Î‡„ÓÒÓÒÚÓflÌËfl Ë ‚ÂÏÂÌ‡ ÔÂÂıÓ‰‡ Ì‡ ˝ÍÒ-

ÚÂÏ‡Îflı b1, …, .

íÂÓÂÏ‡ 2. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ˝ÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍËÈ ÔÓˆÂÒÒ, ÓÔËÒ˚‚‡ÂÏ˚È ÒËÒÚÂÏÓÈ Û‡‚ÌÂÌËÈ (12).

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ x1, x2 ∈  – Ì‡˜‡Î¸ÌÓÂ Ë ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÒÓÒÚÓflÌËfl ˝ÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚, xmin < x1 <
< x2 < xs (ÒÎÛ˜‡È Ä).

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Ú‡ÍÊÂ x1, x2 ∈  – Ì‡˜‡Î¸ÌÓÂ Ë ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÒÓÒÚÓflÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚, xs < x2 < x1 < xmax

(ÒÎÛ˜‡È Å). íÓ„‰‡ ‚ÂÏfl ÔÂÂıÓ‰‡ ËÁ ÒÓÒÚÓflÌËfl x1 ‚ ÒÓÒÚÓflÌËÂ x2, x1, x2 ∈ , ÔÓ ˝ÍÒÚÂÏ‡ÎflÏ
a1, …,  Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ËÌÚÂ„‡Î‡ ·Î‡„ÓÒÓÒÚÓflÌËfl, ‡ Ú‡ÍÊÂ ‚ÂÏfl ÔÂÂıÓ‰‡

ËÁ ÒÓÒÚÓflÌËfl x1 ‚ ÒÓÒÚÓflÌËÂ x2, x1, x2 ∈ , ÔÓ ̋ ÍÒÚÂÏ‡ÎflÏ b1, …,  Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÁÌ‡-
˜ÂÌËfl ËÌÚÂ„‡Î‡ ·Î‡„ÓÒÓÒÚÓflÌËfl Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡Ï

(15)

(16)

„‰Â δ = 1 (‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl Ä) Ë δ = 2 (‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl Å).

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÛ˜‡È Ä. èÛÒÚ¸ ÒÂ˜ÂÌËÂ x1 Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ Ó·Î‡ÒÚË  ∪ Ψ2 (‚˚¯Â
ÔflÏÓÈ ψ2, ÒÏ. ÙË„. 4‡). ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚Â ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÒÓÒÂ‰ÌËÂ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Â ÍË‚˚Â (˝ÍÒÚÂ-
Ï‡ÎË) ai, i = p, p + 1. Ç‰ÓÎ¸ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ı ˝ÍÒÚÂÏ‡ÎÂÈ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ Û‡‚ÌÂÌËfl

(17)

(18)

„‰Â (x) = .

àÁ Û‡‚ÌÂÌËfl (17) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Ì‡ ÓÚÂÁÍÂ [x1, xp + 1] ËÏÂÂÏ

(19)

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÂÂıÓ‰ ËÁ ÒÓÒÚÓflÌËfl xp + 1 ‚ ÒÓÒÚÓflÌËÂ xp. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ËÁÏÂÌÂÌËÂ ‚ÂÏÂÌË ÔÂÂ-
ıÓ‰‡ ÔÓ ˝ÍÒÚÂÏ‡ÎË ap ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (17), ‡ ÔÓ ˝ÍÒÚÂÏ‡ÎË ap + 1 – Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (18).

í‡Í Í‡Í

ÚÓ Ô‡‚˚Â ˜‡ÒÚË Û‡‚ÌÂÌËÈ (17), (18) ‚ ÚÓ˜ÍÂ xp + 1 ‡‚Ì˚ ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ, ‚Ó ‚ÒÂı ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı ÚÓ˜Í‡ı
ÓÚÂÁÍ‡ [xp + 1, xp] ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

(20)

ÔÓ˝ÚÓÏÛ ËÏÂÂÏ

(21)

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÂÂıÓ‰ ËÁ ÒÓÒÚÓflÌËfl xp ‚ ÒÓÒÚÓflÌËÂ x2. ç‡ ÓÚÂÁÍÂ [xp, x2] ËÁÏÂÌÂÌËÂ ‚ÂÏÂÌË ÔÂ-
ÂıÓ‰‡ ÔÓ ˝ÍÒÚÂÏ‡ÎflÏ ap, ap + 1 ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (18). ÑÎfl Î˛·Ó„Ó x ∈ [xp, xp + 1] ËÏÂÂÚ ÏÂ-
ÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (ÒÏ. ÙË„. 4‡) (x) > (x), ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, (x) < (x). Ç Ó·Î‡ÒÚË Ωa,

J1
2 Jm2

2 T1
2 Tm2

2

bm2

Ω1
+

Ω2
–

Ω1
+

am1

Ω2
– bm2

Tmδ

δ … T2
δ T1

δ,> > >

Jmδ

δ … J2
δ J1

δ,> > >

Ω1
+

dt
dx
------ 

 
ai

η
B x( ) γx– γ1–
---------------------------------- ÔË ψ ψ2,≥=

dt
dx
------ 

 
ai

η
B x( ) γx– ζai

x( )–
------------------------------------------- ÔË ψ ψ2,<=

ζai

σ
ψai

1/ 1 α–( ) x( )
---------------------------

dt
dx
------ 

 
ap

dt
dx
------ 

 
ap 1+

.=

B x( )
ψ ψ2

+→
lim γx– σψ 1/ 1 α–( )–– B x( ) γx– γ1,–=

η
B x( ) γx– γ1–
---------------------------------- η

B x( ) γx– ζap 1+
x( )–

------------------------------------------------,<

dt
dx
------ 

 
ap

dt
dx
------ 

 
ap 1+

, x xp 1+ xp ] .,(∈<

ψap
ψap 1+

ζap
ζap 1+

3*
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ÅÛÎ„‡ÍÓ‚, ò‡ÚÓ‚

Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ ÎËÌËflÏË ψ0(x), ψ2, ËÏÂÂÏ Ú‡ÍÊÂ Β(x) – γx > (x), Β(x) – γx > (x). ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-
ÌÓ, ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

(22)

ËÎË

Ì‡ ÓÚÂÁÍÂ [xp, xp + 1]. éÚÒ˛‰‡ Ò Û˜ÂÚÓÏ (19), (21) Ë „‡ÌË˜ÌÓ„Ó ÛÒÎÓ‚Ëfl t(x1) = 0 ÔËıÓ‰ËÏ Í ÌÂ‡-

‚ÂÌÒÚ‚Û  > , ‡ ‚ ÒËÎÛ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ap, ap + 1 – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÒÓÒÂ‰ÌËÂ ˝ÍÒÚÂÏ‡ÎË, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÌÂ-
‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (15) ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl Ä.

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl (17), (18), ‰Îfl ‡ÁÌÓÒÚË ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ·Î‡„ÓÒÓÒÚÓflÌËfl  –  Ì‡ ˝ÍÒÚÂÏ‡Îflı ap,
ap + 1 ËÏÂÂÏ

(23)

èÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË ÔÂ‚Ó„Ó ËÌÚÂ„‡Î‡ ‚˚‡ÊÂÌËfl (23) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û (20)

Ë (π (x))α >  ∀x, x ∈ (x p + 1, xp], ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÔÂ‚˚È ËÌÚÂ„‡Î ·ÓÎ¸¯Â ÌÛÎfl.

Ç ÒËÎÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (22) Ë (x) > (x), ËÏÂ˛˘Ëı ÏÂÒÚÓ Ì‡ ÓÚÂÁÍÂ [xp, x2], ÔËıÓ-

‰ËÏ Í ‚˚‚Ó‰Û, ˜ÚÓ Ë ‚ÚÓÓÈ ËÌÚÂ„‡Î ·ÓÎ¸¯Â ÌÛÎfl, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ËÏÂÂÏ  > . éÚÍÛ‰‡ ÔË-
ıÓ‰ËÏ Í ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡Ï (16) ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl Ä. 

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ÒÎÛ˜‡È Å (ÙË„. 4·). èÛÒÚ¸ ÒÂ˜ÂÌËÂ x1 Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ Ó·Î‡ÒÚË  ∪ Ψ1 (ÌËÊÂ
ÔflÏÓÈ ψ1). èÛÒÚ¸ Ú‡ÍÊÂ bi, i = p, p + 1, – ‰‚Â ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÒÓÒÂ‰ÌËÂ ˝ÍÒÚÂÏ‡ÎË. Ç‰ÓÎ¸ ˝ÍÒÚÂ-
Ï‡ÎÂÈ bi ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ Û‡‚ÌÂÌËfl

(24)

(25)

ÓÚÍÛ‰‡ ‰Îfl ‡ÁÌÓÒÚË ‚ÂÏÂÌ ÔÂÂıÓ‰‡  –  ËÁ ÒÓÒÚÓflÌËfl x1 ‚ ÒÓÒÚÓflÌËÂ x2 ÔÓ ˝ÍÒÚÂÏ‡ÎflÏ
bp + 1, bp ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÙÓÏÛÎÛ

(26)

èÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË ÔÂ‚Ó„Ó ËÌÚÂ„‡Î‡ ‚ (26) Ì‡ ÔÓÏÂÊÛÚÍÂ [xp, xp + 1) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û

(27)

ζap
ζap 1+

B x( ) γx– ζap
x( )– B x( ) γx– ζap 1+

x( ),–>

dt
dx
------ 

 
ap

dt
dx
------ 

 
ap 1+

<

T p 1+
1 T p

1

J p 1+
1 J p

1

J p 1+
1 J p

1– η πψap 1+

1/ 1 α–( )– x( )( )α 1
B x( ) γx– ζap 1+

x( )–
------------------------------------------------

w1
α

B x( ) γx– γ1–
----------------------------------– 

  xd

xp 1+

xp

∫ 
 
 

+=

+ η
πψap 1+

1/ 1 α–( )– x( )( )α

B x( ) γx– ζap 1+
x( )–

------------------------------------------------
πψap

1/ 1 α–( )–( )
B x( ) γx– ζap

x( )–
--------------------------------------------–

 
 
 

x.d

xp

x2

∫

ψap 1+

1/ 1 α–( )– w1
α

ψap 1+

1/ 1 α–( )– ψap

1/ 1 α–( )–

J p 1+
1 J p

1

Ω2
+

dx
dt
------ 

 
bi

η
γ2 γx B x( )–+
----------------------------------– ÔË ψ ψ1,≤=

dt
dx
------ 

 
bi

η
ζbi

x( ) γx B x( )–+
-------------------------------------------– ÔË ψ ψ1,>=

T p 1+
2 T p

2

T p 1+
2 T p

2– η 1
ζbp 1+

x( ) γx B x( )–+
------------------------------------------------ 1

γ2 γx B x( )–+
----------------------------------– 

  xd

xp

xp 1+

∫ +=

+ η 1
ζbp 1+

x( ) γx B x( )–+
------------------------------------------------ 1

ζbp
x( ) γx B x( )–+

--------------------------------------------– 
  x.d

xp

x2

∫

1
ζbp 1+

x( ) γx B x( )–+
------------------------------------------------ 1

γ2 γx B x( )–+
----------------------------------,>
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ÔÓ˝ÚÓÏÛ Ì‡ ÓÒÌÓ‚‡ÌËË (27) ÔÂ‚˚È ËÌÚÂ„‡Î ·ÓÎ¸¯Â ÌÛÎfl. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ÚÓÓÈ ËÌÚÂ„‡Î. ÑÎfl Î˛-
·Ó„Ó x ∈ [x2, xp] ËÏÂÂÏ (x) > (x) (ÒÏ. ÙË„. 4·), ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, (x) < (x). Ç Ó·Î‡ÒÚË

Ωb, Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ ÎËÌËflÏË ψ1, ψ0(x), ËÏÂÂÏ Ú‡ÍÊÂ (x) > Β(x) – γx, (x) > Β(x) – γx; ÚÓ„‰‡ ÔÓ-
ÎÛ˜‡ÂÏ

(28)

ÓÚÍÛ‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Ë ‚ÚÓÓÈ ËÌÚÂ„‡Î ·ÓÎ¸¯Â ÌÛÎfl, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,  > . Ç ÒËÎÛ ÔÓËÁ-
‚ÓÎ¸ÌÓÒÚË ÒÓÒÂ‰ÌËı ˝ÍÒÚÂÏ‡ÎÂÈ ÔËıÓ‰ËÏ Í ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡Ï (15) ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl Å.

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl (24), (25) ‰Îfl ‡ÁÌÓÒÚË ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ·Î‡„ÓÒÓÒÚÓflÌËfl  –  Ì‡ ˝ÍÒÚÂÏ‡Îflı bp + 1,
bp, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(29)

èÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË fp + 1, fp ÔÂ‚Ó„Ó ËÌÚÂ„‡Î‡ ‚ (29) ÏÓÌÓÚÓÌÌ˚, ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚. Ç ÚÓ˜ÍÂ
xp + 1 ÙÛÌÍˆËË fp + 1(x), fp(x) ‡‚Ì˚ ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ. Ç ÚÓ˜ÍÂ xp ËÏÂÂÏ

Ç ÒËÎÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (28) Ë ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl

ËÏÂÂÏ 

(30)

éÚÍÛ‰‡ Ò Û˜ÂÚÓÏ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ 

(31)

ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ fp + 1(x) > fp(x) ∀x ∈ [ xp, xp + 1). ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÂ‚˚È ËÌÚÂ„‡Î ·ÓÎ¸¯Â ÌÛÎfl. àÁ ÌÂ-

‡‚ÂÌÒÚ‚ (30), (31) Ú‡ÍÊÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‚ÚÓÓÈ ËÌÚÂ„‡Î ·ÓÎ¸¯Â ÌÛÎfl, Ú.Â.  > . á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ Ó
ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÒÚË ÒÓÒÂ‰ÌËı ˝ÍÒÚÂÏ‡ÎÂÈ Á‡‚Â¯‡ÂÚ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ (16) ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl Å Ë
‚ ˆÂÎÓÏ ÚÂÓÂÏ˚.

ùÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍËÈ ÔÓˆÂÒÒ ÔÓËÒÚÂÍ‡ÂÚ ‚Ó ‚ÂÏÂÌË ËÁ ÒÓÒÚÓflÌËfl (ψ1, x1) ‚ ÒÓÒÚÓflÌËÂ (ψ2, x2). á‡-
‰‡˜‡, ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘‡fl ËÁÏÂÌÂÌËÂ ‚ÂÏÂÌË, ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

ÇÂÏfl ËÁÏÂÌflÂÚÒfl ÓÚ t = 0 ‰Ó t = T. Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÔÓ‰ıÓ‰Ó‚ Í Â¯ÂÌË˛ Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë
ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl ÓÍ‡Á‡ÎÓÒ¸, ˜ÚÓ Á‡‰‡˜‡ ‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ ÔÓÒÚÓ Â¯‡ÂÚÒfl, ÂÒÎË ‡ÒÒÏÓÚÂÚ¸
ÔÓˆÂÒÒ ÓÚ ÒÓÒÚÓflÌËfl (ψ2, x2) Í ÒÓÒÚÓflÌË˛ (ψ1, x1), Ú.Â. Á‡ “Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ” ‚ÂÏÂÌË ‚ÁflÚ¸ „Ó-

ψbp 1+
ψbp

ζbp 1+
ζbp

ζbp 1+
ζbp

0 ζbp 1+
x( ) B x( ) γx–[ ]– ζbp

x( ) B x( ) γx–[ ] ,–< <

T p 1+
2 T p

2

J p 1+
2 J p

2

J p 1+
2 J p

2– ηπα f p 1+ x( ) f p x( )–[ ] x +d

xp

xp 1+

∫=

+ ηπα 1
σ

ψbp 1+
x( )

-------------------- B x( ) γx–[ ]ψ bp 1+

α / 1 α–( )–
-------------------------------------------------------------------------- 1

σ
ψbp

x( )
---------------- B x( ) γx–[ ]ψ bp

α / 1 α–( ) x( )–
------------------------------------------------------------------------------–

 
 
 
 
 

x.d

x2

xp

∫

f p 1+ xp( ) 1
σ

ψbp 1+
xp( )

---------------------- B xp( ) γxp–[ ]ψ bp

α / 1 α–( ) xp( )–
---------------------------------------------------------------------------------------------,=

f p xp( ) 1
σ

ψbp
xp( )

------------------ B xp( ) γxp–[ ]ψ bp

α / 1 α–( ) xp( )–
----------------------------------------------------------------------------------------.=

σ
ψbi

x( )
--------------- B x( ) γx–[ ]ψ bi

α / 1 α–( ) x( )– ψbi

α / 1 α–( ) x( ) ζbi
x( ) B x( ) γx–[ ]–{ }=

σ
ψbi

xp( )
----------------- B x( ) γx–[ ]ψ bi

α / 1 α–( ) x( )– 0.>

ψbp 1+
x( ) ψbp

x( ) x∀ x2 x1,[ ] ,∈>

J p 1+
2 J p

2

dt
dψ
-------

η
γ B' x( )–
--------------------- 1

ψ
----, t ψ1( ) 0.= =



1318

ÜìêçÄã ÇõóàëãàíÖãúçéâ åÄíÖåÄíàäà à åÄíÖåÄíàóÖëäéâ îàáàäà      ÚÓÏ 47      ‹ 8      2007

ÅÛÎ„‡ÍÓ‚, ò‡ÚÓ‚

ËÁÓÌÚ ÔÎ‡ÌËÓ‚‡ÌËfl – ÚÓ˜ÍÛ (ψ2, x2), ‡ Á‡ ÍÓÌÂ˜Ì˚È – ÚÓ˜ÍÛ (ψ1, x1). èÂÂÏÂÌÌÛ˛ ‚ÂÏÂÌË ˝ÚÓ„Ó
ÔÓˆÂÒÒ‡ Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ θ. ëÓÒÚÓflÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ (ψ2, x2) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÏÓÏÂÌÚÛ θ = 0, ‡ ÙËÁË˜Â-
ÒÍË ËÒÚËÌÌÓÂ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÂ ÒÓÒÚÓflÌËÂ (ψ1, x1) ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÔÓ¯Î˚Ï, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏ ‚ÂÏÂÌË θ = –T.
èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ θ = t – T, ÚÓ Á‡‰‡˜‡ ‰Îfl θ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

íÂÓÂÏ‡ 3. èÛÒÚ¸ ˝ÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍËÈ ÔÓˆÂÒÒ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÒËÒÚÂÏÓÈ Û‡‚ÌÂÌËÈ (12). èÛÒÚ¸ x1,
x2 – ÚÓ˜ÍË Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó Ë ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÒÓÒÚÓflÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚, x1, x2 ∈ Ω. íÓ„‰‡ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë ÓÔÚË-
Ï‡Î¸ÌÓ„Ó ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Á‡‰‡˜ÂÈ äÓ¯Ë:

‡) ÔË xmin ≤ x1 < x2 < xδ ËÏÂÂÏ

(32)

Ò Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË 

(33)

·) ÔË xs < x2 < x1 ≤ xmax 

(34)

Ò Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË (33).
ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÛ˜‡È A. èÛÒÚ¸ x1 < x2, x2 < xs. íÓ„‰‡, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌË˛ 1, ÓÔ-

ÚËÏ‡Î¸Ì‡fl Ú‡ÂÍÚÓËfl Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ÒÂ‰Ë ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚ı ÍË‚˚ı ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ { } ∈ Ω 1 (ÒÏ. ÙË„. 4‡).

ÖÒÎË x1 > xmin, ÚÓ ÔÓ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÏÛ ÒÓÒÚÓflÌË˛ x1 ÒÚÓËÏ ‚ Ó·Î‡ÒÚË  ÔÓÏÂÊÛÚÓÍ ( (x1), a1(x1)], ÍÓ-

ÚÓ˚È Ô‡‡ÎÎÂÎÂÌ AA' (ÒÏ. ÙË„. 4‡). é·Î‡ÒÚ¸ (x1) ⊂ , ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Â ÍË‚˚Â { } ⊂ (x1)
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÛÒÎÓ‚ËflÏ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËfl 2, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÍÓÚÓÓÏÛ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x1, x1 < x2, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ

Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ËÌÚÂ„‡Î¸Ì‡fl ÍË‚‡fl a ∈ { }, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘‡fl ÚÓ˜ÍË x1 Ë x2, x2 ∈ (x). ùÚÓ Ë ÂÒÚ¸

ËÌÚÂ„‡Î¸Ì‡fl ÍË‚‡fl . ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÚÂÓÂÏÂ 2, ËÌÚÂ„‡Î ·Î‡„ÓÒÓÒÚÓflÌËfl ·Û‰ÂÚ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ËÏ Ì‡

˝ÍÒÚÂÏ‡ÎË , ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÈ ÚÓ˜ÍÛ (ψ2, x2). äÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÚÓ˜ÍË (ψ2, x2) ∈ (x) ËÁ‚ÂÒÚÌ˚:

èÓ˝ÚÓÏÛ, Â¯‡fl ‰Îfl ÚÓ˜ÍË (ψ2, x2) Á‡‰‡˜Û äÓ¯Ë (32), (33), Ì‡ıÓ‰ËÏ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË x* = (ψ), θ = f(ψ),
‡ Ú‡ÍÊÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ T Í‡Í ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Â¯ÂÌËfl θ ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ ÏËÌÛÒ ‚ÚÓÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ (32) ‚
ÏÓÏÂÌÚ, ÍÓ„‰‡ x* ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ‡‚ÌÓÈ x1. îÛÌÍˆËfl θ = f(ψ) ÒÚÓ„Ó ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ Û·˚‚‡˛˘‡fl, ÒÎÂ‰Ó‚‡-
ÚÂÎ¸ÌÓ, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ f –1Ë Ú‡Í‡fl, ˜ÚÓ ψ = f –1(θ), ËÎË (Û˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ θ = t – T) ËÏÂÂÏ ψ = ψ(t). Ñ‡ÎÂÂ

dθ
dψ
-------

η
γ B' x( )–
--------------------- 1

ψ
----, θ ψ2( ) 0.= =

dx*
dψ
---------

B x*( ) γx*– γ1–
γ B' x*( )–

----------------------------------------- 1
ψ
----, ψ ψ2,≥

B x*( ) γx*– σψ 1/ 1 α–( )––
γ B' x*( )–

------------------------------------------------------------- 1
ψ
----, ψ0 x2( ) ψ ψ2< ,≤









=

dθ
dψ
-------

η
γ B' x*( )–
------------------------- 1

ψ
----=

ψ2 ψ0 x2( )
c0

B x2( ) γx2–[ ] 1 α–
-----------------------------------------, x ψ2( ) x2, θ ψ2( ) 0;= = = =

dx*
dψ
---------

B x*( ) γx*– γ2–
γ B' x*( )–

----------------------------------------- 1
ψ
----, ψ ψ1,≤

B x*( ) γx*– σψ 1/ 1 α–( )––
γ B' x*( )–

------------------------------------------------------------- 1
ψ
----, ψ0 x2( ) ψ ψ1> ,≥









=

dθ
dψ
-------

η
γ B' x*( )–
------------------------- 1

ψ
----=

ai1

Ω1
+ ϕ0

+

Ω1
+ Ω1

+ ai1
Ω1

+

ai1
ψ0

+

am1

am1
ψ0

+

ψ2 c0

B x2( ) γx2–[ ] 1 α–
-----------------------------------------.=

x̃*
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ËÏÂÂÏ x* = (ψ(t)) ËÎË x* = x*(t), Ú.Â. Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë äÓ¯Ë (32), (33) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ Ú‡ÂÍÚÓËË
x* = x*(t), ψ = ψ(t) ‰Îfl t ∈ [0, T]. àÒÔÓÎ¸ÁÛfl Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË (8) ÚÂÓÂÏ˚ 1, Ì‡ıÓ‰ËÏ ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓÂ
ÛÔ‡‚ÎÂÌËÂ w*(t) ‰Îfl t ∈ [0, T].

Ç ÒÎÛ˜‡Â Å, ÍÓ„‰‡ xs < x2 < x1, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÔÂ‰ÎÓÊÂÌË˛ 1, ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì‡fl Ú‡ÂÍÚÓËfl Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl
ÒÂ‰Ë ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚ı ÍË‚˚ı { } ⊂ Ω 2 (ÒÏ. ÙË„. 4·). ÖÒÎË x1 < xmax, ÚÓ ÔÓ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÏÛ ÒÓ-

ÒÚÓflÌË˛ x1 ÒÚÓËÏ ‚ Ó·Î‡ÒÚË  ÔÓÏÂÊÛÚÓÍ (b1(x1), (x1)], ÍÓÚÓ˚È Ô‡‡ÎÎÂÎÂÌ B'B (ÒÏ. ÙË„. 4·).

é·Î‡ÒÚ¸ (x1) ⊂ , ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Â ÍË‚˚Â Ì‡ (x1) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÛÒÎÓ‚ËflÏ ÔÂ‰ÎÓÊÂÌËfl 2
Ë ÚÂÓÂÏ˚ 2, ÔÓ˝ÚÓÏÛ, ÔÓ‚ÚÓflfl ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËfl ÒÎÛ˜‡fl Ä, ÔËÏÂÌflfl ‚ Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË (8)
ÚÂÓÂÏ˚ 1, ÔËıÓ‰ËÏ Í ‚˚‚Ó‰Û, ̃ ÚÓ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl Å ÓÔÂ-
‰ÂÎflÂÚÒfl Á‡‰‡˜ÂÈ äÓ¯Ë (34), (33). íÂÓÂÏ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.

á‡ÏÂ˜‡ÌËfl. 2. óËÒÎÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë äÓ¯Ë (32), (33) Ë (34), (33) Ì‡ ùÇå ÔÓ‚Ó‰ËÎÓÒ¸ ÏÂÚÓ‰ÓÏ êÛÌ-
„Â–äÛÚÚ˚ ˜ÂÚ‚ÂÚÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ÚÓ˜ÌÓÒÚË. ç‡ Í‡Ê‰ÓÏ ¯‡„Â ÔÓˆÂ‰Û˚ êÛÌ„Â–äÛÚÚ˚ Ò˜ËÚ‡ÎÓÒ¸ ÓÔÚËÏ‡Î¸-
ÌÓÂ ÛÔ‡‚ÎÂÌËÂ w* Ë ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ËÌÚÂ„‡Î‡ ·Î‡„ÓÒÓÒÚÓflÌËfl. Ç ÏÓÏÂÌÚ Á‡‚Â¯ÂÌËfl Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë äÓ¯Ë

ÙÓÏËÛÂÚÒfl ÒÚÓÍ‡ ‚ÂÏÂÌË {tn} = T + {θN – n}, n = , 0 ≤ {tn} ≤ T.
3. óËÒÎÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë äÓ¯Ë (32), (33) ÔÓ‚Ó‰ËÚÒfl Ò ̄ ‡„ÓÏ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ∆ψ > 0, ‡ Á‡‰‡˜Ë (34),

(33) – Ò ¯‡„ÓÏ ∆ψ < 0.

3. óËÒÎÂÌÌ˚Â ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ÔËÏÂ-
Â ˝ÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚. è‡‡ÏÂÚ˚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË (3), ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÂ Ó·Î‡ÒÚ¸ ‰ÓÔÛÒÚËÏ˚ı
ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl, ‡‚Ì˚ w1 = 2, w2 = 8. è‡‡ÏÂÚ˚ ÒËÒÚÂÏ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ
(11), (12) ËÏÂ˛Ú ÁÌ‡˜ÂÌËfl a = 0.7336, γ = 0.1711, γ1 = 0.1874, γ2 = 0.7495, σ = 214.5624, η = 1.3631,
α = 0.7, c0 = 5.0057, π = 2.2903 × 103. éÒÓ·‡fl ÚÓ˜Í‡ ËÏÂÂÚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ψs = 6.1731281, xs = 1.5703512.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚Ì‡˜‡ÎÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ÂÏÛ
ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚ı Ú‡ÂÍÚÓËÈ ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl A: xmin ≤ x1 < x2 < xs.

àÒıÓ‰Ì˚Â ‰‡ÌÌ˚Â ‚‡Ë‡ÌÚÓ‚ x1, x2, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ψ1,
ψ2, ËÌÚÂ„‡Î ·Î‡„ÓÒÓÒÚÓflÌËfl, ‚ÂÏfl ÔÂÂıÓ‰‡ ËÁ ÒÓÒÚÓflÌËfl x1 ‚ ÒÓÒÚÓflÌËÂ x2 ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ‚ Ú‡·Î. 1.

ç‡ ÙË„. 5 ÔÓÍ‡Á‡Ì˚ ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚Â Ú‡ÂÍÚÓËË x*(t) ÏÂÊ‰Û Ì‡˜‡Î¸Ì˚Ï Ë ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ÒÓÒÚÓflÌËflÏË
ÒËÒÚÂÏ˚. ç‡ ÙË„. 6 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚Â ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl w*(t) ‰Îfl ‚‡Ë‡ÌÚÓ‚ 1–5 (ÒÏ. Ú‡·Î. 1).

éÔÚËÏ‡Î¸Ì˚Â Ú‡ÂÍÚÓËË x*(t), ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚Â ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl w*(t) ËÏÂ˛Ú ‰‚‡ ı‡‡ÍÚÂÌ˚ı Û˜‡ÒÚÍ‡.
ì˜‡ÒÚÓÍ I ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓÏÛ ÔÓÚÂ·ÎÂÌË˛, Ì‡ıÓ‰fl˘ÂÏÛÒfl Ì‡ ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓ ÌËÁÍÓÏ

ÛÓ‚ÌÂ w1, ÍÓ„‰‡ ψ(t) ≥ ψ2.
ì˜‡ÒÚÓÍ II ı‡‡ÍÚÂÂÌ ÚÂÏ, ˜ÚÓ ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ψ, x ÓÌ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ Ó·Î‡ÒÚË Ψ (ψ0(x) ≤ ψ(t) < ψ2),

ÔË ˝ÚÓÏ ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÔÓÚÂ·ÎÂÌËÂ w*(t) ÂÁÍÓ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl (ÒÏ. ÙË„. 6), Â„Ó ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ÓÔÂ‰Â-
ÎflÂÚÒfl ÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ψ(t) (Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸˛ (8)).

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl, ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚ı Ú‡ÂÍÚÓ-
ËÈ ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl Å. àÒıÓ‰Ì˚Â ‰‡ÌÌ˚Â x1, x2, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ËÏ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ ÔÂÂÏÂÌ-
ÌÓÈ ψ1, ψ2, ÁÌ‡˜ÂÌËfl ËÌÚÂ„‡Î‡ ·Î‡„ÓÒÓÒÚÓflÌËfl, ‚ÂÏÂÌË ÔÂÂıÓ‰‡ ËÁ ÒÓÒÚÓflÌËfl x1 ‚ ÒÓÒÚÓflÌËÂ x2
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ‚ Ú‡·Î. 2.

ç‡ ÙË„. 7 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚Â Ú‡ÂÍÚÓËË x*(t). ç‡ ÙË„. 8 ÔÓÍ‡Á‡Ì˚ ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚Â
ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl w*(t). ç‡ÔÓÏÌËÏ, ̃ ÚÓ ÒÎÛ˜‡È Å ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÒËÚÛ‡ˆËË, ÍÓ„‰‡ ‚ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÏ ÒÓÒÚÓflÌËË
x1 ÒËÒÚÂÏ‡ ËÏÂÂÚ ÔÂÂËÁ·˚ÚÓÍ ÓÒÌÓ‚ÌÓ„Ó Í‡ÔËÚ‡Î‡, Â„Ó ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ·ÓÎ¸¯Â ÚÓÈ, ÍÓÚÓÛ˛ ÏÓÊÂÚ
˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓ Á‡‰ÂÈÒÚ‚Ó‚‡Ú¸ ÊË‚ÓÈ Í‡ÔËÚ‡Î ‰Îfl ÔÓËÁ‚Ó‰ÒÚ‚‡ ÔÓ‰ÛÍˆËË.

x̃*

bi2

Ω2
– ψ0

–

Ω2
– Ω2

– Ω2
–

0 N,

í‡·ÎËˆ‡ 1

Ç‡Ë‡ÌÚ x1 x2 ψ1 ψ2 J T

1 0.4 1.57033 23.43058 6.17313 109.750 37.5

2 0.4 1.3 22.95956 6.19964 16.753 8.1

3 0.4 1.1 21.85935 6.26308 12.033 6.2

4 0.4 0.9 19.86746 6.38367 8.693 4.7

5 0.4 0.7 16.60768 6.59895 5.741 3.2
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ÅÛÎ„‡ÍÓ‚, ò‡ÚÓ‚

à ‚ ÒÎÛ˜‡Â Å ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚Â Ú‡ÂÍÚÓËË Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ x*(t), ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚Â ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl
w*(t) ËÏÂ˛Ú ‰‚‡ ÓÚÏÂ˜ÂÌÌ˚ı ‚˚¯Â ı‡‡ÍÚÂÌ˚ı Û˜‡ÒÚÍ‡: I – ‰Îfl w = w2, II – ‰Îfl w*(t) ÓÔÂ‰ÂÎfl-
ÂÏÓÏ ‚ÚÓÓÈ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸˛ (8).

ç‡ ÙË„. 9 ‚ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ψ, w ÔÓÍ‡Á‡Ì˚ ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚Â ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl w*(ψ) ‰Îfl ‚‡Ë‡ÌÚÓ‚ 1 ÒÎÛ-
˜‡Â‚ A Ë Å. á‰ÂÒ¸ ÊÂ ÔÓÍ‡Á‡Ì˚ ÓÚÏÂ˜ÂÌÌ˚Â Û˜‡ÒÚÍË I Ë II ÍË‚˚ı.

Ç ‚‡Ë‡ÌÚ‡ı 1 ÒÎÛ˜‡fl Ä Ë Å Ù‡ÁÓ‚‡fl ÔÂÂÏÂÌÌ‡fl x*(t), ÒÓÔflÊÂÌÌ‡fl ÔÂÂÏÂÌÌ‡fl ψ(t) Í ÏÓÏÂÌÚÛ
‚ÂÏÂÌË tr = 37.5 ÎÂÚ (ÒÎÛ˜‡È Ä), tr = 33.9 ÎÂÚ (ÒÎÛ˜‡È Å) ‰ÓÒÚË„‡˛Ú h-ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÓÒÓ·ÓÈ ÚÓ˜ÍË
(ψs, xs), ÔË ˝ÚÓÏ x*(t), w*(t) ‚˚ıÓ‰flÚ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ‚ÂÎË˜ËÌ˚ h Ì‡ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl (ÒÏ.
ÍË‚˚Â 1 Ì‡ ÙË„. 5, 6, 7, 8):

Ç˚‡Ê‡fl ·ÂÁ‡ÁÏÂÌ˚Â ÔÂÂÏÂÌÌ˚Â ̃ ÂÂÁ ‡ÁÏÂÌ˚Â, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ, ̃ ÚÓ ‚ h-ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÓÒÓ·ÓÈ
ÚÓ˜ÍË (ψs, xs) ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ˚

(35)

x* t( ) xr xs const, w* t( ) wr ws πψs
1/ 1 α–( )– const.= = = = = = =

t t

K t( )
g t( )N t( )
--------------------- const,

W t( )
g t( )N t( )
--------------------- const.= =

2520151050
t, ÎÂÚ

1.65

1.00

0.40

x

1

2

3

4

5

2520151050
t, ÎÂÚ

6

5

4

3

2

w

12
3

4

5

302520151050
t, ÎÂÚ

4

3

2

x

1
2

3

4

5

302520151050
t, ÎÂÚ

8

7

6

5

w

12
3

4

5

îË„. 6.îË„. 5.

îË„. 7. îË„. 8.
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Ç ÔÓÒÚÂÈ¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÓÒÚ ˜ËÒÎÂÌÌÓÒÚË ‡·ÓÚÌËÍÓ‚ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒfl ÚÂÏÔÓÏ ν, ‡ ÓÒÚ Á‡-
‡·ÓÚÌÓÈ ÔÎ‡Ú˚ ÚÂÏÔÓÏ τ, ÏÓÊÂÏ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ 

„‰Â Nr = N0 , gr = g0 .

ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ ÔË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË ÔÓËÁ‚Ó‰ÒÚ‚ÂÌÌÓÈ Β(x)-ÙÛÌÍˆËË „Ó‰Ó‚ÓÈ Ó·˙ÂÏ ÔÓËÁ‚Ó‰-
ÒÚ‚‡ Y Ë ËÌ‚ÂÒÚËˆËË I ‡‚Ì˚ (ÒÏ. [7])

ËÁ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÓ‚ (35) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Ï‡ÍÓ˝ÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍËÂ ÔÂÂÏÂÌÌ˚Â K(t), Y(t), W(t), I(t) ‚ ÓÍÂÒÚ-
ÌÓÒÚË ÓÒÓ·ÓÈ ÚÓ˜ÍË ‡Á‚Ë‚‡˛ÚÒfl ÔÓ “Ú‡ÂÍÚÓËflÏ Ò·‡Î‡ÌÒËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÓÒÚ‡” (˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸-
Ì˚Ï) Ò ÚÂÏÔÓÏ ν + τ, ‡‚Ì˚Ï ÒÛÏÏÂ ÚÂÏÔ‡ ÓÒÚ‡ Ì‡ÒÂÎÂÌËfl Ë ÚÂÏÔ‡ ÓÒÚ‡ Á‡‡·ÓÚÌÓÈ ÔÎ‡Ú˚.

àÌ‚‡Ë‡ÌÚ˚ (35) ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ, ÍÓ„‰‡ ̋ ÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ h-ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÓÒÓ·ÓÈ
ÚÓ˜ÍË (ψs, xs). éÌË ÓÚ‡Ê‡˛Ú ÚÓÚ Ù‡ÍÚ, ̃ ÚÓ ÔÂÂÏÂÌÌ˚Â xs, ws ‚˚ıÓ‰flÚ Ì‡ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl
(Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó O(h)).

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Â˘Â Ó‰ËÌ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ Ï‡ÍÓ˝ÍÓÌÓÏËÍË, ËÏÂ˛˘ËÈ ‰Û„Û˛ ÔËÓ‰Û. Ç [6] ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ,
˜ÚÓ ÂÒÎË ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì‡fl Á‡‰‡˜‡ ‡‚ÚÓÌÓÏÌ‡ (ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ‚ ËÌÚÂ„‡ÎÂ ·Î‡„ÓÒÓÒÚÓflÌËfl
Ë Ô‡‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËfl (2) fl‚ÌÓ ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË), ÚÓ Ì‡ ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚ı Ú‡ÂÍÚÓËflı ÙÛÌÍ-
ˆËfl É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ ÔÓÒÚÓflÌÌ‡:

g t( )N t( ) grNre
ν τ+( ) t tr–( )

,=

e
ν tr e

τ tr

Y C∞gNB x( ), I t( ) qY t( ) W t( ),–= =

H x* t( ) ψ t( ) w* t( ), ,( ) const.=

~ ~
~ ~

23.4106.175
ψ

8

6

4

2

I

I

II

II

A

Å

(ψs, ws)

îË„. 9.

í‡·ÎËˆ‡ 2

Ç‡Ë‡ÌÚ x1 x2 ψ1 ψ2 J T

1 4 1.57036 2.91515 6.17313 119.66 33.9

2 4 1.8 2.96651 6.18870 44.44 10.9

3 4 2.1 3.16188 6.24917 34.94 8.5

4 4 2.4 3.46814 6.34806 28.00 6.7

5 4 2.7 3.86059 6.48277 22.08 5.5

w
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ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ Ì‡¯ÂÈ Á‡‰‡˜Â

„‰Â  ⊂ ,  ⊂  – ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚Â Ú‡ÂÍÚÓËË ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË x1 Ë x2 (ÒÎÛ˜‡Ë Ä, Å).

Ç ÒËÎÛ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ (8), ‰Îfl ‚ÒÂı t ∈ [0, T] Ó‰ËÌ ËÁ ÒÓÏÌÓÊËÚÂÎÂÈ αw*α – 1 – pψ, dw*/dt ‡‚ÂÌ
ÌÛÎ˛, ‡ ‚ÚÓÓÈ Ó„‡ÌË˜ÂÌ.

ÑÎfl ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl Ï‡ÍÓ˝ÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍËÏ ÔÓˆÂÒÒÓÏ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ÒÓ‰ÂÊ‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ÓÒÚË-
ÊÂÌËÂ ˝ÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Ψ, ÍÓ„‰‡ ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÛÔ‡‚ÎÂÌËÂ (ÔÓÚÂ·ÎÂÌËÂ) ·ÓÎ¸-
¯Â ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ ‰ÓÔÛÒÚËÏÓ„Ó w1 Ë ÏÂÌ¸¯Â Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ„Ó w2. ç‡ÔÓÏÌËÏ, ̃ ÚÓ ‚ Ó·Î‡ÒÚË
Ψ1 ËÏÂÂÏ w* = w2, ‡ ‚ Ψ2 ËÏÂÂÏ w* = w1.

Ç Ó·Î‡ÒÚË Ψ ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÛÔ‡‚ÎÂÌËÂ Ë ÒÓÔflÊÂÌÌ‡fl ÔÂÂÏÂÌÌ‡fl ψ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú Û‡‚ÌÂ-
ÌË˛ (9). èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl (9) ‚ ÙÛÌÍˆË˛ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ (6), ÏÓÊÂÏ Á‡ÔËÒ‡Ú¸

Ç˚‡Ê‡fl ·ÂÁ‡ÁÏÂÌ˚Â ÔÂÂÏÂÌÌ˚Â ˜ÂÂÁ ‡ÁÏÂÌ˚Â Ë Û˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ (ÒÏ. [7]) Y = C∞gNB(x),
p = µB, λ = µ + ν + τ, a = qµC∞B, „‰Â C∞ – ÚÂÚËÈ Ô‡‡ÏÂÚ ÔÓËÁ‚Ó‰ÒÚ‚ÂÌÌÓÈ Β(x)-ÙÛÌÍˆËË, ÔÓÎÛ-
˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ Ì‡ ˜‡ÒÚË ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚ı Ú‡ÂÍÚÓËÈ  ⊂ Ψ, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı Ì‡˜‡Î¸ÌÓÂ x1 Ë ÍÓÌÂ˜Ì˚Â 

ÒÓÒÚÓflÌËfl (ÒÎÛ˜‡È Ä: x1 < x2 < xs), ‡ Ú‡ÍÊÂ Ì‡ ˜‡ÒÚË ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚ı Ú‡ÂÍÚÓËÈ  ⊂ Ψ (ÒÎÛ˜‡È Å:

xs <  < x1) ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ

(36)

ä‡Í Ô‡‚ËÎÓ, Ô‡‡ÏÂÚ q ≅ 1 (Ì‡ÔËÏÂ, ‰Îfl ï‡·‡Ó‚ÒÍÓ„Ó Í‡fl q = 0.998).
èË ˝ÚÓÏ ‰ÓÔÛ˘ÂÌËË (q = 1) Ï‡ÍÓ˝ÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍËÈ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ ËÏÂÂÚ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ÔÓÒÚÛ˛ ÙÓÏÛ
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bi2
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+ bi2
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ÑÎfl ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl Ò ÔÂÂÏÂÌÌ˚ÏË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË Ë Í‡Â‚˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË II Ë III Ó-
‰‡ ‡ÒÒÏÓÚÂÌ˚ ‰‚Â ‚Á‡ËÏÓ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚Â Á‡‰‡˜Ë: Á‡‰‡˜‡ ‰ËËıÎÂ-Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ÒÓ ÒÎ‡·˚ÏË
Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ÏË Â¯ÂÌËflÏË Ë Á‡‰‡˜‡ ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl Ò ÒËÎ¸Ì˚ÏË Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ÏË Â¯ÂÌËflÏË. ÑÎfl
Ó·ÂËı Á‡‰‡˜ ÔÓÒÚÓÂÌ˚ ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË Ò ÒÓı‡ÌÂÌËÂÏ ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ‰‚ÓÈ-
ÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË Ë ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌ‡ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ Ëı ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ ‚ ÌÓÏ‡ı ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı
‚Á‡ËÏÌÓ ÒÓÔflÊÂÌÌ˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚. ÅË·Î. 16.

äÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡: ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ, ÛÔ‡‚ÎflÂÏÓÒÚ¸, Ì‡·Î˛‰‡ÂÏÓÒÚ¸, ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚ¸, ÍÓ-
ÌÂ˜ÌÓÏÂÌ‡fl ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËfl, ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸.

1. Ç‚Â‰ÂÌËÂ

ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Ô‡‡ ‚Á‡ËÏÓ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚ı Á‡‰‡˜ „‡ÌË˜ÌÓ„Ó ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl Ë Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ‰Îfl
‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl Ò ÔÂÂÏÂÌÌ˚ÏË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË Ë Í‡Â‚˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË II ËÎË III Ó‰‡.
Ç Á‡‰‡˜Â ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl

(1.1)

(1.2)

(1.3)

ÚÂ·ÛÂÚÒfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏ ‚˚·ÓÓÏ ÛÔ‡‚Îfl˛˘Ëı ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÈ u = (u0(t), u1(t)) ∈ H = L2(0, T) ×
× L2(0, T) ÔÂÂ‚ÂÒÚË ÒËÒÚÂÏÛ (1.1)–(1.3) ËÁ ÌÛÎÂ‚Ó„Ó Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ÒÓÒÚÓflÌËfl (1.3) ‚ Á‡‰‡ÌÌÓÂ ̂ ÂÎÂ‚ÓÂ

ÒÓÒÚÓflÌËÂ f = ( f 0(x), f 1(x)) ∈ F = H 1(0, l) × (0, l):

(1.4)

ÑÎËÌ‡ l > 0, ÏÓÏÂÌÚ T > 0 Ë ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ρ(x), k(x), σ0 ≥ 0, σ1 ≥ 0 ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡˛ÚÒfl Á‡‰‡ÌÌ˚ÏË,
ÔË˜ÂÏ

(1.5)

ëÎÛ˜‡È „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ II Ó‰‡, ÍÓ„‰‡ σ0 = σ1 = 0 ‚ (1.2), ·Û‰ÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ˜‡ÒÚÌ˚È
‚ Ó·˘ÂÈ ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍÂ (1.1)–(1.3), ‡ Ì‡ ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚Â Â„Ó ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚË Ï˚ Ó·‡ÚËÏ ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ÔÓ ıÓ‰Û
‰ÂÎ‡. Ñ‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í Á‡‰‡˜Â ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl (1.1)–(1.4) fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘‡fl Á‡‰‡˜‡
Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl:

(1.6)

(1.7)

(1.8)

1) ê‡·ÓÚ‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ ÔË ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ ÔÓ‰‰ÂÊÍÂ ÔÓ„‡ÏÏ˚ “ê‡Á‚ËÚËÂ Ì‡Û˜ÌÓ„Ó ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ‚˚Ò¯ÂÈ ¯ÍÓÎ˚” (ÔÓ-
ÂÍÚ êçè 2.1.1.1714).

ρ x( )ytt k x( )yx( )x, 0 t T , 0 x l,< << <=

kyx– σ0y
x 0=+ u0 t( ), kyx σ1y

x l=+ u1 t( ), 0 t T ,< <= =

y
t 0= 0, yt t 0=

0, 0 x l,< <= =

Lρ
2

y
t T= f 0 x( ), yt t T=

f 1 x( ), 0 x l.< <= =

ρ x( ) C1 0 l,[ ] , k x( ) C1 0 l,[ ] , ρ x( ) ρ* 0, k x( ) k* 0.>≥>≥∈ ∈

ρ x( )ptt k x( )px( )x, 0 t T , 0 x l,< << <=

k px– σ0 p
x 0=+ 0, k px σ1 p

x l=+ 0, 0 t T ,< <= =

p
t T= v

0 x( ), pt t T=
v

1 x( )– , 0 x l,< <= =

ìÑä 519.626
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èÓÚ‡ÔÓ‚

(1.9)

Ç ̋ ÚÓÈ Á‡‰‡˜Â ÔÓ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Ï ‰ËËıÎÂ-Ì‡·Î˛‰ÂÌËflÏ g = (g0(t), g1(t)) ∈ H* = L2(0, T) × L2(0, T) ËÁ (1.9)

ÚÂ·ÛÂÚÒfl ‚ÓÒÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÒÓÒÚÓflÌËÂ v = (v0(x), v1(x)) ∈ F* = (0, l) × (H1(0, l))* ÔÓˆÂÒÒ‡
(1.6)–(1.8), ˜ÂÂÁ ÍÓÚÓÓÂ, ÔË ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚË, ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎflÚ¸ Ë ‰Û„ËÂ Â„Ó ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍË,
Â¯‡fl Í‡Â‚Û˛ Á‡‰‡˜Û (1.6)–(1.8).

ÇÁ‡ËÏÓ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ‡fl Ô‡‡ Á‡‰‡˜ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍÂ, ÔÓ‰Ó·ÌÓÈ (1.1)–(1.4) Ë (1.6)–(1.9), ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡-
Î‡Ò¸ ‡‚ÚÓÓÏ ‡ÌÂÂ ‚ [1]. Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ [1], Á‰ÂÒ¸ ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl u Ë ̂ ÂÎÂ‚˚Â ÒÓÒÚÓflÌËfl f ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú
·ÓÎÂÂ „Î‡‰ÍËÏ ÍÎ‡ÒÒ‡Ï, ‡ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl g Ë ‚ÓÒÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÏ˚Â ÒÓÒÚÓflÌËfl v, Ì‡ÔÓÚË‚, fl‚Îfl˛ÚÒfl
ÏÂÌÂÂ Â„ÛÎflÌ˚ÏË. èË ‚˚·ÓÂ ÛÔ‡‚ÎÂÌËÈ u = (u0(t), u1(t)) ∈ L2(0, T) × L2(0, T) Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â Â-

¯ÂÌËfl y = y(t, x) Á‡‰‡˜Ë (1.1)–(1.3), Í‡Í Ë ‚ [2]–[4], ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û (QT), ‚‚Â‰ÂÌÌÓÏÛ
‚ [5], [6], Ë Ó·Î‡‰‡˛Ú Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË

(1.10)

á‰ÂÒ¸ H1( , T) – ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÙÛÌÍˆËÈ ËÁ H1(0, T), ÔËÌËÏ‡˛˘Ëı ÔË t = 0 ÒÓ„Î‡ÒÓ‚‡ÌÌ˚Â Ò

(1.3) ÌÛÎÂ‚˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl. äÎ‡ÒÒ F = H1(0, l) × (0, l) ˆÂÎÂ‚˚ı ÒÓÒÚÓflÌËÈ (1.4), ‚ Ò‚Ó˛ Ó˜ÂÂ‰¸, ÒÓ-
„Î‡ÒÓ‚‡Ì Ò (1.10). êÂ¯ÂÌËfl p = p(t, x) Ì‡˜‡Î¸ÌÓ-Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë (1.6)–(1.8) Ò ÚÂÏËÌ‡Î¸Ì˚ÏË ÁÌ‡˜Â-

ÌËflÏË v = (v0(x), v1(x)) ∈ (0, l) × (H1(0, l))* ÓÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÒÎ‡·˚ÏË Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ÏË Â¯ÂÌËflÏË ËÁ
ÍÎ‡ÒÒ‡ ÙÛÌÍˆËÈ Ò ÌÂÂ„ÛÎflÌ˚ÏË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ÏË:

ÇÓÔÓÒ˚ ÛÔ‡‚ÎflÂÏÓÒÚË Ë ÏËÌËÏËÁ‡ˆËË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Â„Ó ÔÓÓ„Ó‚Ó„Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ ‰Îfl Á‡‰‡˜
„‡ÌË˜ÌÓ„Ó ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl ‚Ë‰‡ (1.1)–(1.4) ‚ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ı ÍÎ‡ÒÒ‡ı ‡ÁÎË˜ÌÓÈ ÒÚÂÔÂÌË „Î‡‰ÍÓÒÚË
ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ì˚ ‚ [7]. ü‚Ì˚Â ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËÂ Â¯ÂÌËfl Ú‡ÍËı Á‡‰‡˜, ‚ ÚÓÏ ˜ËÒÎÂ Ë ÌÓÏ‡Î¸Ì˚Â, Ì‡ ‰Ó-
ÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÔÓÚflÊÂÌÌ˚ı ‚ÂÏÂÌÌ˚ı ÔÓÏÂÊÛÚÍ‡ı ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚, „‡ÌË˜-
Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ çÂÈÏ‡Ì‡ Ë Â„ÛÎflÌ˚ı ÛÔ‡‚ÎÂÌËÈ ËÁ L2(0, T) ÔÓÒÚÓÂÌ˚ ‚ [8]. Ç ÒÎÛ˜‡Â ÌÂÂ„ÛÎfl-
Ì˚ı ÛÔ‡‚ÎÂÌËÈ ‰Îfl ‚ÚÓÓÈ Ë ÚÂÚ¸ÂÈ Í‡Â‚˚ı Á‡‰‡˜ Ò ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË Ì‡ ‚Â-
ÏÂÌÌóÏ ÔÓÏÂÊÛÚÍÂ ÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ ‰ÎËÌ˚ fl‚ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl (1.1)–(1.4) ÔË‚Â‰ÂÌÓ
‚ [9], ‡ ‰Îfl Á‡‰‡˜ Ò ÔÂÂÏÂÌÌ˚ÏË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË Ì‡ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯Ëı ‚ÂÏÂÌÌ˚ı ÔÓÏÂÊÛÚ-
Í‡ı ‚ [1] ÔÓÒÚÓÂÌ˚ Ë ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ì˚ Ëı ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌ˚Â ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË, ÍÓÚÓ˚Â ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì˚ ‰Îfl ÓÚ˚ÒÍ‡ÌËfl ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌÓ„Ó ‚ [10] ‚‡Ë‡ˆË-
ÓÌÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡.

ÉÎ‡‚ÌÓÈ ˆÂÎ¸˛ Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ‡·ÓÚ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚÓÂÌËÂ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚ı ÔË·ÎËÊÂÌËÈ Í Â¯ÂÌË-
flÏ Ó·ÂËı Á‡‰‡˜ (1.1)–(1.4) Ë (1.6)–(1.9), ‡ „Î‡‚Ì˚Ï ËÌÒÚÛÏÂÌÚÓÏ ·Û‰ÂÚ ÒÎÛÊËÚ¸ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ˚È ÏÂ-
ÚÓ‰ ËÁ [10] ‚ ÒÓ˜ÂÚ‡ÌËË Ò ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌ˚ÏË ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËflÏË ‡ÁÌÓÒÚÌÓ„Ó ÚËÔ‡. ë ÔÓÁËˆËÈ ËÁÎÓ-
ÊÂÌÌÓ„Ó ‚ [11] ÔÓ‰ıÓ‰‡ Í ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Á‡‰‡˜‡Ï ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl Ë Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl Í‡Í ÍÓ ‚Á‡ËÏÌÓ ÒÓÔfl-
ÊÂÌÌ˚Ï ÓÔÂ‡ÚÓÌ˚Ï Û‡‚ÌÂÌËflÏË ‚Ë‰‡ Au = f Ë A*v = g, ÍÎ˛˜Â‚˚Ï ËÁ ÛÒÎÓ‚ËÈ, ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜Ì˚ı ‰Îfl
ÔËÏÂÌËÏÓÒÚË ˝ÚÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡, fl‚ÎflÂÚÒfl Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÍÓÂÍÚÌÓÈ ‡ÁÂ¯ËÏÓÒÚË ÒÓÔflÊÂÌÌÓ„Ó Û‡‚-
ÌÂÌËfl 

(1.11)

Ò ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ µ > 0, fl‚Îfl˛˘ËÏÒfl Ó‰ÌËÏ ËÁ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ‡Î„ÓËÚÏ‡ ËÁ [10]. Ç Ì‡¯ÂÏ ÒÎÛ-
˜‡Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚ A Ë A* fl‚Îfl˛ÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚ÏË Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ÏË ‚Á‡ËÏÌÓ ÒÓÔflÊÂÌÌ˚ÏË ÓÚÓ·‡ÊÂ-
ÌËflÏË ‚Ë‰‡

(1.12)

(1.13)

„‰Â y(t, x) – Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (1.1)–(1.3), ‡ p(t, x) – Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (1.6)–(1.8).

p
x 0= g0 t( ), p

x l= g1 t( ), 0 t T .< <= =

Lρ
2

Ŵ2
1

y t ·,( ) C 0 T,[ ] ; H1 0 l,( )( ), yt t ·,( ) C 0 T,[ ] ; Lρ
2 0 l,( )( ),∈ ∈

y · x,( ) C 0 l,[ ] ; H1 0 T,( )( ), yx · x,( ) C 0 l,[ ] ; L2 0 T,( )( ).∈ ∈°

0°

Lρ
2

Lρ
2

p t ·,( ) C 0 T,[ ] ; Lρ
2 0 l,( )( ), pt t ·,( ) C 0 T,[ ] ; H1 0 l,( )( )*( ),∈ ∈

p · x,( ) C 0 l,[ ] ; L2 0 T,( )( ), px · x,( ) C 0 l,[ ] ; H1 0 T,( )( )*( ).∈ ∈

A*v H*
2 µ v F*

2
v F*∈∀≥

Au y
t T= yt t T=

,( ), A : H F,=

A*v p
x 0= p

x l=,( ), A* : F* H* � H ,=
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çËÊÂ ÒÌ‡˜‡Î‡ ·Û‰ÛÚ ‡ÒÒÏÓÚÂÌ˚ ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚Â Á‡‰‡˜Ë (1.1)–(1.4) Ë (1.6)–(1.8) Ò ‰‚ÛÒÚÓÓÌÌË-
ÏË „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÔ‡‚ÎÂÌËflÏË Ë Ì‡·Î˛‰ÂÌËflÏË Ë ‰Îfl ÒÓÔflÊÂÌÌÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ A* ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡
ÓˆÂÌÍ‡ (1.11) Ò fl‚Ì˚Ï ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ ‰Îfl µ > 0. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ËÁ-Á‡ ÌÂ‰ÓÒÚ‡ÚÍ‡ Â„ÛÎflÌÓÒÚË Â¯Â-
ÌËfl p(t, x) ÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ̋ ÚÓ ÔÓÚÂ·ÛÂÚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ·óÎ¸¯Ëı ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò [1] ÛÒËÎËÈ.
á‡ÚÂÏ ÓˆÂÌÍ‡ (1.11) ·Û‰ÂÚ ‚˚‚Â‰ÂÌ‡ ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl Ó‰ÌÓÒÚÓÓÌÌËı ÛÔ‡‚ÎÂÌËÈ Ë Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ, ÍÓ„‰‡
ÛÔ‡‚ÎÂÌËÂ u1(t) Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸, ‡ ÁÌ‡˜ÂÌËfl p|x = l ÌÂ Ì‡·Î˛‰‡˛ÚÒfl, Ú.Â. ÓÒÚ‡˛ÚÒfl ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚-
ÏË. èÓÒÎÂ ˝ÚÓ„Ó ·Û‰ÛÚ ÔÓÒÚÓÂÌ˚ ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË Ó·ÂËı Á‡‰‡˜ (1.1)–(1.4) Ë
(1.6)–(1.9), ÓÔËÒ‡Ì‡ ÔÓˆÂ‰Û‡ ÔËÏÂÌÂÌËfl Í ÌËÏ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ËÁ [10] Ë ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ
‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ‚ÒÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl Â„Ó ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË.

á‡ÏÂÚËÏ, ̃ ÚÓ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚, Í‡Ò‡˛˘ËÂÒfl ‚˚‚Ó‰‡ ÓˆÂÌÍË (1.11) Ë ÌÂ Á‡Ú‡„Ë‚‡˛˘ËÂ ‚ÓÔÓÒÓ‚ ‡Ô-
ÔÓÍÒËÏ‡ˆËË, ·˚ÎË ‡ÌÓÌÒËÓ‚‡Ì˚ ‚ [12] Ë ÔË‚Ó‰flÚÒfl Á‰ÂÒ¸ ‚ ·ÓÎÂÂ ÔÓ‰Ó·ÌÓÏ ËÁÎÓÊÂÌËË.

2. äÓÂÍÚÌ‡fl ‡ÁÂ¯ËÏÓÒÚ¸ Á‡‰‡˜Ë 
Ò ‰‚ÛÒÚÓÓÌÌËÏË Ì‡·Î˛‰ÂÌËflÏË

Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ·‡ÁÓ‚˚ı „ËÎ¸·ÂÚÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ ÙÛÌÍˆËÈ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı t Ë x ‚ÓÁ¸ÏÂÏ, ÒÓÓÚ‚ÂÚ-

ÒÚ‚ÂÌÌÓ, Ó·˚˜ÌÓÂ Ë ‚ÂÒÓ‚ÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ãÂ·Â„‡ L2(0, T) Ë (0, l) ÒÓ ÒÍ‡ÎflÌ˚ÏË ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËflÏË

ùÚË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ·Û‰ÛÚ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎflÚ¸Òfl ÔÓ êËÒÒÛ ÒÓ Ò‚ÓËÏË ÒÓÔflÊÂÌÌ˚ÏË:

Ç ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â H1(0, l) ‚ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ σ0 + σ1 > 0, ‚‚Ó‰ËÏ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ

(2.1)

‡ ‚ ÒÎÛ˜‡Â Í‡Â‚˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ çÂÈÏ‡Ì‡, ÍÓ„‰‡ σ0 = σ1 = 0 Ë ·ËÎËÌÂÈÌ‡fl ÙÓÏ‡ (2.1) ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ‚ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Â H1(0, l) ÎË¯¸ ÔÓÎÛÌÓÏÛ, ·ÂÂÏ ‚ÏÂÒÚÓ ÌÂÂ

Ç ‡·ÓÚÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ‚Á‡ËÏÓ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚ı Á‡‰‡˜ Ò ‰‚ÛÒÚÓÓÌÌËÏË ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl-
ÏË Ë Ì‡·Î˛‰ÂÌËflÏË ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ‚Á‡ËÏÌÓ ÒÓÔflÊÂÌÌ˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı:

(2.2)

Ç ÚÂÏËÌ‡ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (2.2) ËÌÚÂÂÒÛ˛˘‡fl Ì‡Ò ÓˆÂÌÍ‡ (1.11) ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰

(2.3)

ÑÎfl ‚˚‚Ó‰‡ ÓˆÂÌÍË (2.3) ‡ÁÎÓÊËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó H1(0, l) ‚ ÒÛÏÏÛ

(2.4)

‰‚Ûı „ËÎ¸·ÂÚÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ H1( , l) = {f(x) ∈  H1(0, l) | f(0) = 0} Ë H1(0, ) = {f(x) ∈  H1(0, l) | f(l) = 0}
Ò Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ÏË ÒÍ‡ÎflÌ˚ÏË ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËflÏË

(2.5)

Lρ
2

f g,〈 〉
L

2 0 T,( )
f t( )g t( ) t Ë f g,〈 〉

Lρ
2 0 l,( )

d

0

T

∫ ρ x( ) f x( )g x( ) x.d

0

l

∫= =

L2 0 T,( )( )* � L2 0 T,( ), Lρ
2 0 l,( )( )* � Lρ

2 0 l,( ).

f g,〈 〉
H

1 0 l,( )
σ0 f 0( )g 0( ) σ1 f l( )g l( ) k x( ) f ' x( )g' x( ) x,d

0

l

∫+ +=

f g,〈 〉
H

1 0 l,( )
f 0( )g 0( ) f l( )g l( ) k x( ) f ' x( )g' x( ) x.d

0

l

∫+ +=

H L2 0 T,( ) L2 0 T,( ) � H*,×=

F H1 0 l,( ) Lρ
2 0 l,( ), F*× Lρ

2 0 l,( ) H1 0 l,( )( )*.×= =

p2 t 0,( ) p2 t l,( )+( ) td

0

T

∫ µ ρ x( ) v 0 x( ) 2
xd

0

l

∫ v
1

H
1 0 l,( )( )*

2
+

 
 
 

.≥

H1 0 l,( ) H1 0 l,( ) H1 0 l,( )+= ° °

0° l°

f g,〈 〉
H

1 0 l,( )
f g,〈 〉

H
1 0 l,( )

k x( ) f ' x( )g' x( ) x.d

0

l

∫= =° °
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èÓÚ‡ÔÓ‚

íÓ„‰‡ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ‚‡ÊÌÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË (ÒÏ. [13]):

(2.6)

‚ ÍÓÚÓÓÏ ÔÓ‰‡ÁÛÏÂ‚‡ÂÚÒfl Í‡Í ÔÓ˝ÎÂÏÂÌÚÌÓÂ ÒÓ‚Ô‡‰ÂÌËÂ, Ú‡Í Ë ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı
ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÈ Ë ÌÓÏ, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË (ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË ÒÏ. ‚ [3], [4])

(2.7)

ëÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ (2.6) ‰‡ÂÚ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ÒÏÓÚÂÚ¸ Ì‡ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î˚ v1 ∈ (H1(0, l))* Í‡Í Ì‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ˚

ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl (H1( , l))* ∩ (H1(0, ))*. Ç ÔÓˆÂÒÒÂ ÓˆÂÌË‚‡ÌËfl ‚‡ÊÌÛ˛ ÓÎ¸ ·Û‰ÂÚ Ë„‡Ú¸ ÏÛÎ¸ÚË-
ÔÎËÍ‡ÚÓ (ÒÏ. [14]) m(x) = m(x; ξ):

(2.8)

èÓÓ„Ó‚˚È ÏÓÏÂÌÚ ÛÔ‡‚ÎflÂÏÓÒÚË ÔË ‰‚ÛÒÚÓÓÌÌËı ÛÔ‡‚ÎÂÌËflı Ë Ì‡·Î˛‰ÂÌËflı Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ̃ Â-
ÂÁ T2 Ë ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ÔÓ Ô‡‚ËÎÛ

(2.9)

Ç ËÚÓ„Ó‚˚ı ÓˆÂÌÍ‡ı ·Û‰ÂÏ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚÓ m∗ (x) = m(x; ξ∗ ), ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ ÚÓ-
ÏÛ ÁÌ‡˜ÂÌË˛ Ô‡‡ÏÂÚ‡ ξ = ξ∗ , ÍÓÚÓÓÂ ‰ÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÏËÌËÏÛÏ ‚ (2.9).

íÂÓÂÏ‡ 1. èÛÒÚ¸ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl (1.5), ‡ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÏÓÏÂÌÚ‡ T2 ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ ‚ (2.9). íÓ-
„‰‡ ÔË T > T2 ‰Îfl Â¯ÂÌËfl p ÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë (1.6)–(1.8) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ ÓˆÂÌÍ‡

(2.10)

‚ ÍÓÚÓÓÈ µ2 = (T – T2)/M > 0, M = max{M0, M1}, ‡ ÁÌ‡˜ÂÌËfl M0, M1 ‚˚˜ËÒÎfl˛ÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï

(2.11)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ÑÎfl ËÁ·‡‚ÎÂÌËfl ÓÚ ÌÂÛ‰Ó·ÒÚ‚, ‚˚Á‚‡ÌÌ˚ı ÌÂÂ„ÛÎflÌÓÒÚ¸˛ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚
v1 ∈ (H 1(0, l))*, ÔÓËÁ‚Â‰ÂÏ Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËÂ Â¯ÂÌËfl p(t, x) ÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë (1.6)–(1.8) ‰‚ÛÏfl
ÒÔÓÒÓ·‡ÏË, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏË ‡ÁÎÓÊÂÌË˛ (2.4):

(2.12)

á‰ÂÒ¸

ÒÛÚ¸ Ó·‡Á˚ êËÒÒ‡ ÌÂÂ„ÛÎflÌÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ v1 ∈ (H1(0, l))*, ÍÓÚÓ˚Â ÔË ‚˚·ÓÂ ‚ H1( , l) Ë H1(0, )

H1 0 l,( )( )* H1 0 l,( ) H1 0 l,( )+( )* H1 0 l,( )( )* H1 0 l,( )( )*,∩= =° ° ° °

v
1

H
1 0 l,( )( )*

2
v

1
H

1 0 l,( )( )* H
1 0 l,( )( )*∩

2 1
2
--- v 1

H
1 0 l,( )( )*

2 1
2
--- v 1

H
1 0 l,( )( )*

2
.+= =° ° ° °

0° l°

m' x( ) 1 a x( )m x( ), 0 x l, m ξ( )< <+ 0,= =

„‰Â 0 ξ l Ë a x( )< < min ρ' x( )
ρ x( )
------------–

k' x( )
k x( )
-----------,

 
 
 

ÔË 0 x ξ ,≤ ≤=

a x( ) max ρ' x( )
ρ x( )
------------–

k' x( )
k x( )
-----------,

 
 
 

ÔË ξ x l.≤ ≤=

T2 2  m x; ξ( ) ρ x( )/k x( )( ).
0 x l≤ ≤
max

0 ξ l≤ ≤
min=

A*v H*
2 p2 t 0,( ) p2 t l,( )+[ ] td

0

T

∫ µ2 ρ x( ) v 0 x( ) 2
xd

0

l

∫ v
1

H
1 0 l,( )( )*

2
+

 
 
 

 =≥=

=  µ2 v F*
2

v∀ v
0
v

1,( ) F*,∈=

M0 ρ 0( ) m* 0( ) T2

2
----- σ0 1 σ0

m* 0( )
k 0( )

------------------+ 
 

 
  ,+=

M1 ρ l( )m* l( ) T2

2
----- σ1 1 σ1

m* l( )
k l( )

--------------+ 
 

 
  .+=

q t x,( ) p s x,( ) sd

t

T

∫– z x( ), r t x,( )+ p s x,( ) sd

t

T

∫– w x( ).+= =

z x( ) J
H

1 0 l,( )
v

1 H1 0 l,( ) Ë w x( )∈ J
H

1 0 l,( )
v

1 H1 0 l,( )∈= =° °
° °

0° l°



ÜìêçÄã ÇõóàëãàíÖãúçéâ åÄíÖåÄíàäà à åÄíÖåÄíàóÖëäéâ îàáàäà      ÚÓÏ 47      ‹ 8      2007

êÄáçéëíçÄü ÄèèêéäëàåÄñàü áÄÑÄó ÑàêàïãÖ-çÄÅãûÑÖçàü 1327

ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl (2.5) ·Û‰ÛÚ Ò‚flÁ‡Ì˚ Ò v1 ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Í‡Â‚˚ÏË Á‡‰‡˜‡ÏË êËÒÒ‡:

(2.13)

Ñ‡ÎÂÂ ·Û‰ÂÚ Û‰Ó·ÌÂÂ Ó„‡ÌË˜ËÚ¸ Ó·Î‡ÒÚË ‚‡Ë‡ˆËÈ ËÒÒÓ‚ÒÍËı Ó·‡ÁÓ‚ z(x) Ë w(x) ‚Ò˛‰Û ÔÎÓÚÌ˚-

ÏË ‚ H1( , l) Ë H1(0, ) ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË

(2.14)

èË ‚˚·ÓÂ z(x) ∈ Z, w(x) ∈ W ÙÛÌÍˆËË q(t, x) Ë r(t, x) ·Û‰ÛÚ Â¯ÂÌËflÏË Á‡‰‡˜ ÚÓ„Ó ÊÂ ÚËÔ‡, ˜ÚÓ Ë
(1.6)–(1.8), ÌÓ ÛÊÂ Ò Â„ÛÎflÌ˚ÏË ÍÓÌÂ˜Ì˚ÏË ÒÓÒÚÓflÌËflÏË Ë ˜‡ÒÚË˜Ì˚ÏË ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚflÏË Ì‡
„‡ÌËˆÂ:

(2.15)

èÓ ÒÚÂÔÂÌË „Î‡‰ÍÓÒÚË ÙÛÌÍˆËË q(t, x) Ë r(t, x) ·Û‰ÛÚ ÒËÎ¸Ì˚ÏË Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ÏË Â¯ÂÌËflÏË ÚÓ„Ó ÊÂ
ÍÎ‡ÒÒ‡ (1.10), ˜ÚÓ Ë y(t, x) ‚ ËÒıÓ‰ÌÓÈ Á‡‰‡˜Â ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl (1.1)–(1.3), ‡ ‚ Ú‡ÍËı ÍÎ‡ÒÒ‡ı ÔÓÎÛ˜‡Ú¸
ÓˆÂÌÍË ÚËÔ‡ (1.11) Û‰Ó·ÌÂÂ, ˜ÂÏ ‚ ÏÂÌÂÂ Â„ÛÎflÌ˚ı. ìÏÌÓÊ‡fl ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ
(2.15) Ì‡ qt(t, x) Ë ËÌÚÂ„ËÛfl ÔÓ (t, x) ∈ Qt = (t, T) × (0, l), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÔÂ‚ÓÂ ˝ÌÂ„ÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡‚ÂÌ-
ÒÚ‚Ó

(2.16)

èË ÛÏÌÓÊÂÌËË ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (2.15) Ì‡ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ m∗ (x)qx(t, x) Ò ÔÓÒÎÂ‰Û˛-
˘ËÏ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂÏ ÔÓ (t, x) ∈ Q t ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ‚ÚÓÓÂ ˝ÌÂ„ÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

(2.17)

„‰Â

k x( )z' x( )( )'– ρ x( )v 1 x( ), 0 x l, z 0( )< < 0, z' l( ) 0,= = =

k x( )w' x( )( )'– ρ x( )v 1 x( ), 0 x l, w' 0( )< < 0, w l( ) 0.= = =

0° l°

Z z x( ) H2 0 l,( )  z 0( ) 0 z' 0( ), 0 z' l( ) 0=,= =∈{ } H1 0 l,( ),⊂=

W w x( ) H2 0 l,( )  w' 0( ) 0 w l( ), 0 w' l( ) 0=,= =∈{ } H1 0 l,( ).⊂=

°

°

ρ x( )qtt k x( )qx( )x, 0 t T , 0 x l,< << <=

kqx– σ0q
x 0=+ 0, kqx σ1q

x l=+ σ1z l( ), 0 t T ,< <= =

q
t T= z x( ), qt t T=

v
0 x( ), 0 x l;< <= =

ρ x( )rtt k x( )rx( )x, 0 t T , 0 x l,< << <=

krx– σ0r
x 0=+ σ0w 0( ), krx σ1r

x l=+ 0, 0 t T ,< <= =

r
t T= w x( ), rt t T=

v
0 x( ), 0 x l.< <= =

Eq t( ) Eq T( ) G1 t( ), Eq t( )–
1
2
--- ρ x( )qt

2 t x,( ) k x( )qx
2 t x,( )+[ ] x,d

0

l

∫= =

G1 t( )
σ0

2
----- p s 0,( ) sd

t

T

∫ 
 
 

2
σ1

2
----- p s l,( ) sd

t

T

∫ 
 
 

2

, 0 t T .≤ ≤+=

G2 t( ) 1
2
--- m* ρ' aρ+( )qt

2 ak k'–( )qx
2+[ ] s xdd

Qt

∫∫ 1
2
--- ρqt

2 kqx
2+( ) s xdd

Qt

∫∫ i T( ) i t( ), 0 t T ,≤ ≤–+ +=

G2 t( ) 1
2
---

m* 0( )
k 0( )

------------------σ0
2 p η 0,( ) ηd

s

T

∫ 
 
 

2
m* l( )
k l( )

--------------σ1
2 p η l,( ) ηd

s

T

∫ 
 
 

2

+ s +d

t

T

∫=

+
1
2
--- ρ 0( ) m* 0( ) p2 s 0,( ) p l( )m* l( )p2 s l,( )+[ ] s,d

t

T

∫

i t( ) ρ x( )m* x( )qt t x,( )qx t x,( ) x, 0 t T .≤ ≤d

0

l

∫=
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èÓÚ‡ÔÓ‚

èÂ‚˚È ËÌÚÂ„‡Î ‚ Ô‡‚ÓÈ ̃ ‡ÒÚË (2.17) ÔË ‚˚·ÓÂ a(x) ÔÓ Ô‡‚ËÎÛ (2.8) ·Û‰ÂÚ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï.
ÇÚÓÓÈ ËÌÚÂ„‡Î ‚ ÒËÎÛ ÔÂ‚Ó„Ó ˝ÌÂ„ÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (2.16) ·Û‰ÂÚ ‡‚ÂÌ

íÂÚËÈ Ë ˜ÂÚ‚ÂÚ˚È ËÌÚÂ„‡Î˚ ÓˆÂÌË‚‡˛ÚÒfl Â‰ËÌÓÓ·‡ÁÌÓ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ äÓ¯Ë–ÅÛ-
ÌflÍÓ‚ÒÍÓ„Ó Ë (2.9):

èÓÎ‡„‡fl t = 0, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÓˆÂÌÍÛ

(2.18)

á‡„Û·ËÏ ÎÂ‚Û˛ ˜‡ÒÚ¸ (2.18) ‰Ó Ó·˚˜ÌÓÈ ÌÓÏ˚ Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â L2(0, T), ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl
‚‚Â‰ÂÌÌ˚Â ‚ (2.10), (2.11) ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â M0, M1, M:

(2.19)

Ë Á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ

Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÓˆÂÌÍ‡ ‰Îfl ÙÛÌÍˆËË q(t, x) ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰

(2.20)

èÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸ÌÓ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ‰Îfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı z(x) ∈ Z, ÓˆÂÌÍ‡ (2.20) ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ÔÓ ÌÂÔÂ-

˚‚ÌÓÒÚË Ì‡ ‚ÂÒ¸ ÍÎ‡ÒÒ ÙÛÌÍˆËÈ z(x) ∈ H1( , l). ëÓ‚Â¯ÂÌÌÓ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ‰Îfl ÙÛÌÍˆËË r(t, x) ÔÓ-
ÎÛ˜‡ÂÚÒfl ÓˆÂÌÍ‡ 

(2.21)

ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡fl ÔË Î˛·˚ı w(x) ∈ H1(0, ). èÂÂÈ‰ÂÏ ÓÚ z(x) Ë w(x) Í Ëı Ó·˘ÂÏÛ ËÒÒÓ‚ÒÍÓÏÛ ÔÓ-
Ó·‡ÁÛ v1. Ç ÒËÎÛ (2.6), ‰Îfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı v1 ∈ (H1(0, l))* ·Û‰ÛÚ ‚˚ÔÓÎÌflÚ¸Òfl Ó·Â ÓˆÂÌÍË (2.20),
(2.21) Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ Ë ÔÓÒÎÂ Ëı ÒÎÓÊÂÌËfl Ò Û˜ÂÚÓÏ (2.7) ÔÓÎÛ˜ËÚÒfl ËÚÓ„Ó‚‡fl ÓˆÂÌÍ‡ (2.10) ËÁ
ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËfl ÚÂÓÂÏ˚. íÂÓÂÏ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.

éˆÂÌÍ‡ (2.10) ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ̃ ÚÓ Á‡ ‚ÂÏfl T > T2 ÔÓ‰ıÓ‰fl˘ËÏ ‚˚·ÓÓÏ Ô‡˚ „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÔ‡‚ÎÂÌËÈ
u = (u0(t), u1(t)) ∈  L2(0, T) × L2(0, T) ÒËÒÚÂÏÛ (1.1)–(1.3) ÏÓÊÌÓ ÔÂÂ‚ÂÒÚË ‚ Î˛·Û˛ Ì‡ÔÂÂ‰ Á‡‰‡ÌÌÛ˛ ̂ ÂÎ¸

f0(x) ∈  H1(0, l), f1(x) ∈  (0, l), ‡ ‚ Á‡‰‡˜Â (1.6)–(1.9) ÔÓ Ô‡Â „‡ÌË˜Ì˚ı Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ g = (g0(t), g1(t)) ∈

∈  L2(0, T) × L2(0, T) Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ ‚ÓÒÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÚÒfl ÙËÌ‡Î¸ÌÓÂ ÒÓÒÚÓflÌËÂ ÔÓˆÂÒÒ‡ v0(x) ∈ (0, l),
v1(x) ∈ (H 1(0, l))*.

á‡ÏÂ˜‡ÌËfl. 1. ä‡Í ‚Ë‰ÌÓ ËÁ (2.11), ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl µ2 Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ „‡ÌË˜Ì˚ı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ σ0, σ1, ÌÓ ÓÚ
ÌËı ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÔÓÓ„Ó‚˚È ÏÓÏÂÌÚ T2, ÍÓÚÓ˚È ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ρ(x) ≡ k(x) ≡ 1 ÒÓ‚-

Ô‡‰‡ÂÚ Ò ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Ï ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ T2∗  = dx = l. íÂÏ Ò‡Ï˚Ï ‚ ÒÎÛ˜‡Â ‰‚ÛÒÚÓÓÌÌËı

ÛÔ‡‚ÎÂÌËÈ Ë Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ Ë „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ çÂÈÏ‡Ì‡, ÍÓ„‰‡ σ0 = σ1 = 0, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ Á‰ÂÒ¸ ÔÓÓ„Ó‚ÓÂ
ÁÌ‡˜ÂÌËÂ T2 fl‚ÎflÂÚÒfl ·ÓÎÂÂ ÚÓ˜Ì˚Ï ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ ÒÓ ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ ËÁ [4], „‰Â ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ ÔÓÓ„Ó‚˚È

ÛÓ‚ÂÌ¸ ÓÔÂ‰ÂÎflÎÒfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÍÓÏ·ËÌ‡ˆËË ‰‚Ûı ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚÓÓ‚ Ë ·˚Î ‚  ‡Á ·ÓÎ¸¯Â.

T t–( )Eq T( ) G1 s( ) s.d

t

T

∫–

i t( ) m ρ/k ρ qt k qx xd

0

l

∫ T2/2( )Eq t( ) T2/2( )Eq T( ), 0 t T .≤ ≤≤ ≤ ≤

G1 t( ) td

0

T

∫ G2 0( )+ T T2–( )Eq T( ).≥

G1 t( ) td

0

T

∫ G2 0( )+ M0 p · 0,( )
L

2 0 T,( )
2 M1 p · l,( )

L
2 0 T,( )

2+( )/2 M A*v H*
2 /2,≤ ≤

Eq T( ) v
0

Lρ
2 0 l,( )

2
z

H
1 0 l,( )

2+( )/2.= °

M A*v H*
2 /2 T T2–( ) v

0
Lρ

2 0 l,( )
2

z
H

1 0 l,( )
2+( )/2.≥ °

0°

M A*v H*
2 /2 T T2–( ) v

0
Lρ

2 0 l,( )
2

w
H

1 0 l,( )
2+( )/2,≥ °

l°

Lρ
2

Lρ
2

ρ x( )/k x( )
0

l∫

2
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2. á‡‰‡˜Ë Ò ‰‚ÛÒÚÓÓÌÌËÏË „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÔ‡‚ÎÂÌËflÏË Ë Ì‡·Î˛‰ÂÌËflÏË Ë Í‡Â‚˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË ÑËËıÎÂ
‚ ÍÎ‡ÒÒ‡ı Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓÈ ÒÚÂÔÂÌË „Î‡‰ÍÓÒÚË, ÍÓÚÓ˚Â ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎËÒ¸ ‚ [3], ÙÓ-
Ï‡Î¸ÌÓ ÌÂ ÛÍÎ‡‰˚‚‡˛ÚÒfl ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍË (1.1)–(1.4) Ë (1.6)–(1.9), ÌÓ ‰Îfl ÌËı Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÓÈ Á‰ÂÒ¸

ÚÂıÌËÍË ÓˆÂÌË‚‡ÌËfl Ò ÔË‚ÎÂ˜ÂÌËÂÏ Ó‰ÌÓ„Ó ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚÓ‡ Ú‡ÍÊÂ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ÒÌËÊÂÌËÂ ‚  ‡Á ÔÓÎÛ-
˜ÂÌÌÓ„Ó ‚ [3] ÔÓÓ„Ó‚Ó„Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ ÛÔ‡‚ÎflÂÏÓÒÚË–Ì‡·Î˛‰‡ÂÏÓÒÚË ‰Ó ÛÓ‚Ìfl, ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘Â„Ó Ò ÓÔÚËÏ‡Î¸-
Ì˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ l ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚.

3. á‡‰‡˜Ë Ò Ó‰ÌÓÒÚÓÓÌÌËÏË ÛÔ‡‚ÎÂÌËflÏË Ë Ì‡·Î˛‰ÂÌËflÏË

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Á‡‰‡˜Û ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl (1.1)–(1.4) ‚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËË, ˜ÚÓ u1(t) = 0, ÍÓ„‰‡ ÛÔ‡‚Îfl˛˘ËÂ
‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÒÓÒÂ‰ÓÚÓ˜ÂÌ˚ Ì‡ ÎÂ‚ÓÏ ÍÓÌˆÂ ÓÚÂÁÍ‡ x ∈ [0, l] Ë „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl (1.2) ÔËÌËÏ‡-
˛Ú ‚Ë‰

(3.1)

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÂÈ ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ‡fl Á‡‰‡˜‡ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ·Û‰ÂÚ ÓÔËÒ˚‚‡Ú¸Òfl ÔÂÊÌÂÈ ÒËÒÚÂÏÓÈ
(1.6)–(1.8), ÚÓÎ¸ÍÓ ËÁ ‰‚Ûı Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ (1.9) ÓÒÚ‡ÌÂÚÒfl ÎË¯¸ Ó‰ÌÓ Ì‡ ÎÂ‚ÓÏ ÍÓÌˆÂ ÓÚÂÁÍ‡:

(3.2)

ë‚flÁ‡ÌÌ˚È Ò Á‡‰‡˜ÂÈ ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl (1.1), (1.3), (3.1) ÓÔÂ‡ÚÓ A ·Û‰ÂÚ ‰ÂÈÒÚ‚Ó‚‡Ú¸ ÔÓ ÔÂÊÌÂÏÛ Ô‡-
‚ËÎÛ (1.12), ‡ ÍÓÌÒÚÛÍˆËfl (1.13) ÒÓÔflÊÂÌÌÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ A* ÔÓÏÂÌflÂÚÒfl Ì‡

„‰Â p = p(t, x) – Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (1.6)–(1.8). îÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸Ì˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û ÌÂ ÏÂÌfl-
˛ÚÒfl:

(3.3)

‚ÒÂ ‡ÁÎË˜Ëfl ÏÂÊ‰Û (2.2)–(3.3) ‚˚Á‚‡Ì˚ ËÒÍÎ˛˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ËÒ˜ÂÁÌÓ‚ÂÌËÂÏ ‚ÚÓÓ„Ó ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl u1(t)
Ë ‚ÚÓÓ„Ó Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl g1(t). Ç ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ËÌÚÂÂÒÛ˛˘‡fl Ì‡Ò ÓˆÂÌÍ‡ (1.1) ÔËÏÂÚ ÛÍÓÓ˜ÂÌ-
Ì˚È ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò (2.3) ‚Ë‰

Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÒÎÛ˜‡fl ‰‚ÛÒÚÓÓÌÌËı Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ Á‰ÂÒ¸ ·Û‰ÛÚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl ‰‚‡ ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚÓ-
‡, Ó·ÒÎÛÊË‚‡˛˘Ëı ÓÚ‰ÂÎ¸ÌÓ ÒÎÛ˜‡Ë ·ÓÎ¸¯Ëı Ë Ï‡Î˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ „‡ÌË˜ÌÓ„Ó ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ σ1
Ì‡ ÌÂÌ‡·Î˛‰‡ÂÏÓÏ ÍÓÌˆÂ. è‡‚ËÎÓ ‡Á‰ÂÎÂÌËfl ÁÌ‡˜ÂÌËÈ σ1 Ì‡ Ï‡Î˚Â 0 < σ1 ≤ σ1∗ , ÔË ÍÓÚÓ˚ı
Í‡Â‚ÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ ÔË·ÎËÊ‡ÂÚÒfl Í ÛÒÎÓ‚Ë˛ çÂÈÏ‡Ì‡, Ë ·ÓÎ¸¯ËÂ σ1 ≤ σ1∗ , ÔË ÍÓÚÓ˚ı ÓÌÓ ÒÚ‡ÌÓ-
‚ËÚÒfl ·ÎËÁÍËÏ Í ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÑËËıÎÂ, ·Û‰ÂÚ ÛÍ‡Á‡ÌÓ ÌËÊÂ. Ç ÒÎÛ˜‡Â ·ÓÎ¸¯Ëı σ1 Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÏ ÏÛÎ¸-
ÚËÔÎËÍ‡ÚÓ ˜ÂÂÁ m+(x) Ë ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ Â„Ó ËÁ ÛÒÎÓ‚ËÈ

(3.4)

Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚÓ‡ m(x) ËÁ (2.8), ËÁÏÂÌfl˛˘Â„Ó ÁÌ‡Í ‚Ó ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ÚÓ˜ÍÂ ξ ∈ (0, l),
‚ÒÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚÓ‡ m+(x) Ì‡ ÓÚÂÁÍÂ [0, l] ÓÒÚ‡˛ÚÒfl ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË. èÓÓ„Ó‚˚È ÏÓ-
ÏÂÌÚ ÛÔ‡‚ÎflÂÏÓÒÚË ÔË Ó‰ÌÓÒÚÓÓÌÌËı ÛÔ‡‚ÎÂÌËflı Ë Ì‡·Î˛‰ÂÌËflı Ë ·ÓÎ¸¯Ëı σ1 Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ̃ Â-

ÂÁ (σ1) Ë ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ÔÓ Ô‡‚ËÎÛ, ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓÏÛ (2.9):

(3.5)

2

kyx– σ0y
x 0=+ u0 t( ), kyx σ1y

x l=+ 0, 0 t T .< <= =

p
x 0= g0 t( ), 0 t T .< <=

A*v p
x 0= , 0 t T , A* : F* H* � H ,< <=

H  � H* L2 0 T,( ), F H1 0 l,( ) Lρ
2 0 l,( ), F*× Lρ

2 0 l,( ) H1 0 l,( )( )*,×= = =

p2 t 0,( ) td

0

T

∫ µ ρ x( ) v 0 x( ) 2
xd

0

l

∫ v
1

H
1 0 l,( )( )*

2
+

 
 
 

.≥

m+' x( ) 1 a x( )m+ x( ), 0 x l, m+ l( )< <+
k l( )
σ1

---------,–= =

„‰Â a x( ) min ρ' x( )
ρ x( )
------------–

k' x( )
k x( )
-----------,

 
 
 

, 0 x l.≤ ≤=

T1
+

T1
+ σ1( ) 2 m+ x( ) ρ x( )/k x( )[ ] .

0 x l≤ ≤
max=

4
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èÓÚ‡ÔÓ‚

íÂÓÂÏ‡ 2. èÛÒÚ¸ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl (1.5), ‡ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÏÓÏÂÌÚ‡  = (σ1) ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ ‚

(3.5). íÓ„‰‡ ÔË T >  ‰Îfl Â¯ÂÌËfl p ÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë (1.6)–(1.8) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ ÓˆÂÌÍ‡

(3.6)

‚ ÍÓÚÓÓÈ

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. èË ÔÓ‚Â‰ÂÌËË Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËfl Â¯ÂÌËfl p ÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë (1.6)–(1.8) ÔÓ
Ô‡‚ËÎ‡Ï (2.12)–(2.14) ÔÂ‚ÓÂ ˝ÌÂ„ÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÒÓı‡ÌËÚ ÔÂÊÌËÈ ‚Ë‰ (2.16), ‡ ‚Ó ‚ÚÓ-
ÓÏ ˝ÌÂ„ÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ‡‚ÂÌÒÚ‚Â (2.17) ÔÓÏÂÌflÂÚÒfl ÎË¯¸ ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚÓ m∗ (x) Ì‡ m+(x). èËÌˆË-
ÔË‡Î¸Ì‡fl ‡ÁÌËˆ‡ Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ ÚÂÔÂ¸ ‚ ÎÂ‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ËÚÓ„Ó‚ÓÈ ÓˆÂÌÍË (3.6) ÌÂ ‰ÓÎÊÌÓ
ÓÒÚ‡Ú¸Òfl ÌÂÌ‡·Î˛‰‡ÂÏ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ p|x = l. àÁ·‡‚ËÚ¸Òfl ÓÚ ÌËı ÔÓÏÓ„‡ÂÚ ÔËÌflÚÓÂ ‚ (3.4) ÛÒÎÓ‚ËÂ
m+(l) = –k(l)/σ1, ÍÓÚÓÓÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ‚˚ÔÓÎÌËÚ¸ ÔÓ‰Ó·ÌÓÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏ (2.18), (2.19) ÓˆÂÌË‚‡ÌËÂ
Ò ÔË‚ÎÂ˜ÂÌËÂÏ ÚÓÎ¸ÍÓ Ì‡·Î˛‰‡ÂÏ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ p|x = 0:

Ñ‡Î¸ÌÂÈ¯ËÂ ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËfl ÔÓ˜ÚË ‰ÓÒÎÓ‚ÌÓ ÔÓ‚ÚÓfl˛Ú Á‡‚Â¯‡˛˘Û˛ ˜‡ÒÚ¸ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ÚÂÓ-
ÂÏ˚ 1. íÂÓÂÏ‡ 2 ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.

éˆÂÌÍ‡ (3.6) ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Á‡ ‚ÂÏfl T >  ÔÓ‰ıÓ‰fl˘ËÏ ‚˚·ÓÓÏ „‡ÌË˜ÌÓ„Ó ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl
u0(t) ∈ L2(0, T) ÒËÒÚÂÏÛ (1.1), (1.3), (3.1) ÏÓÊÌÓ ÔÂÂ‚ÂÒÚË ‚ Î˛·Û˛ Ì‡ÔÂÂ‰ Á‡‰‡ÌÌÛ˛ ˆÂÎ¸ f 0(x) ∈
∈ H 1(0, l), f 1(x) ∈ (0, l), ‡ ‚ Á‡‰‡˜Â (1.6)–(1.8), (3.2) ÔÓ „‡ÌË˜ÌÓÏÛ Ì‡·Î˛‰ÂÌË˛ g0(t) ∈ L2(0, T)

Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ ‚ÓÒÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÚÒfl ÙËÌ‡Î¸ÌÓÂ ÒÓÒÚÓflÌËÂ ÔÓˆÂÒÒ‡ v0(x) ∈ (0, l), v1(x) ∈ (H 1(0, l))*.

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 3. éˆÂÌÍ‡ (3.6) ÙÓÏ‡Î¸ÌÓ ‚ÂÌ‡ ÔË Î˛·˚ı σ1 > 0, ÌÓ ÔË Ï‡Î˚ı σ1 > 0 ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl Â˛

ÌÂˆÂÎÂÒÓÓ·‡ÁÌÓ, Ú‡Í Í‡Í (σ1)  +∞ ÔË σ1  0, ‡ ÔË ·ÓÎ¸¯Ëı σ1, ÍÓ„‰‡ Ô‡‚ÓÂ Í‡Â‚ÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ

‚ (3.1) ÔË·ÎËÊ‡ÂÚÒfl ÔÓ ÚËÔÛ Í ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÑËËıÎÂ, ÔÓÓ„Ó‚ÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ (σ1) ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍË
ÌÂ„Û·˚Ï:

(3.7)

ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÓÓ„Ó‚˚È ÏÓÏÂÌÚ  ‚ (3.7) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ̃ ÂÂÁ ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚÓ m0(x), fl‚Îfl˛˘ËÈÒfl ÔÂ-
‰ÂÎÓÏ ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚÓÓ‚ m+(x) ËÁ (3.4) ÔË σ1  +∞ Ë ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ρ(x) ≡ 1,

k(x) ≡ 1 ‚ ÚÓ˜ÌÓÒÚË ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘ËÈ Ò ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Ï ÌÂÛÎÛ˜¯‡ÂÏ˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ T1∗  = 2 dx = 2l.

èÓ‰ Ï‡Î˚ÏË σ1 ·Û‰ÂÏ ÔÓÌËÏ‡Ú¸ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ËÁ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ‡

(3.8)

„‰Â ε > 0 – ÌÂÍÓÚÓÓÂ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÂ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡ÎÓÂ ˜ËÒÎÓ. ëÎÛ˜‡˛ Ï‡Î˚ı σ1 ÒÓÔÓÒÚ‡‚ËÏ
ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚÓ m–(x) ‚Ë‰‡

(3.9)

T1
+ T1

+

T1
+

p2 t 0,( ) td

0

T

∫ µ1
+ ρ x( ) v 0 x( ) 2

xd

0

l

∫ v
1

H
1 0 l,( )( )*

2
+

 
 
 

≥ µ1
+
v F*

2
v F*,∈∀=

µ1
+ T T1

+–

M1
+

--------------- 0, M1
+> ρ 0( ) m+ 0( ) T2

2
----- σ0 1 σ0

m+ 0( )
k 0( )

-----------------+ 
  .+= =

T T1
+–( )Eq T( ) G1 t( ) td

0

T

∫ G2 0( )+ M1
+ p · 0,( )

L
2 0 T,( )

2 /2≤ ≤ M1
+ A*v H*

2 /2.=

T1
+

Lρ
2

Lρ
2

T1
+

T1
+

T1
+ σ1( )

σ1 +∞→
lim T1

0 2 m0 x( ) ρ x( )/k x( )[ ] .
0 x l≤ ≤
max= =

T1
0

ρ x( )/k x( )
0

l∫

0 σ1
1

2 1 ε+( )Ik

------------------------, Ik< < xd
k x( )
----------,

0

l

∫=

m–' x( ) 1 δ1 a x( )m– x( ), 0 x l, m– l( )< <+ + 0,= =

δ1 2σ1 1 ε+( )Ik, a x( ) min ρ' x( )
ρ x( )
------------–

k' x( )
k x( )
-----------,

 
 
 

, 0 x l,≤ ≤= =
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‡ ˜ÂÂÁ ÌÂ„Ó ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ ÍËÚË˜ÂÒÍËÈ ÏÓÏÂÌÚ  = (σ1) ÛÔ‡‚ÎflÂÏÓÒÚË–Ì‡-
·Î˛‰‡ÂÏÓÒÚË:

(3.10)

èË ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı σ1 ÏÓÊÌÓ ÙÓÏ‡Î¸ÌÓ ÔÓÎÓÊËÚ¸

(3.11)

íÂÓÂÏ‡ 3. èÛÒÚ¸ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl (1.5), ÁÌ‡˜ÂÌËfl σ1 Ï‡Î˚ ‚ ÒÏ˚ÒÎÂ (3.8) Ë ÏÓÏÂÌÚ

 = (σ1) ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ ‚ (3.10) ˜ÂÂÁ ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚÓ m–(x) ËÁ (3.9). íÓ„‰‡ ÔË T >  ‰Îfl Â¯Â-
ÌËfl p ÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë (1.6)–(1.8) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ ÓˆÂÌÍ‡

(3.12)

‚ ÍÓÚÓÓÈ

(3.13)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ëÌÓ‚‡ ÔÓ‚Ó‰ËÏ Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËÂ ÔÓ Ô‡‚ËÎ‡Ï (2.12)–(2.14) Ë ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜-
Ì˚Â (2.16), (2.17) ̋ ÌÂ„ÂÚË˜ÂÒÍËÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ Ò Û˜‡ÒÚËÂÏ ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚÓ‡ m–(x). èË ̋ ÚÓÏ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚ËË Ò (3.9) ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ 1/2 ÔË ‚ÚÓÓÏ ‰‚ÓÈÌÓÏ ËÌÚÂ„‡ÎÂ ËÁ (2.17) ÔÓÏÂÌflÂÚÒfl Ì‡ (1 + δ1)/2.
äÓÏ·ËÌ‡ˆËÂÈ ˝ÌÂ„ÂÚË˜ÂÒÍËı ‡‚ÂÌÒÚ‚ Ò Ô‡‚ËÎÓÏ ‚˚·Ó‡ ‚ (3.9) ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ a(x) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ
ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜ÌÛ˛ ÓˆÂÌÍÛ

(3.14)

ËÁ ÍÓÚÓÓÈ, Í‡Í Ë ‚ ÚÂÓÂÏÂ 2, ÌÛÊÌÓ ËÒÍÎ˛˜ËÚ¸ ÌÂÌ‡·Î˛‰‡ÂÏ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl p|x = l. ëÌ‡˜‡Î‡ Ò ÔÓÏÓ-
˘¸˛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ äÓ¯Ë–ÅÛÌflÍÓ‚ÒÍÓ„Ó Ë (3.10) ÓˆÂÌËÏ ËÌÚÂ„‡Î˚ i(T) Ë i(0) Ë ÔÂÂÈ‰ÂÏ ÓÚ (3.14)
Í ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û

(3.15)

á‡ÚÂÏ Á‡ÈÏÂÏÒfl ÓˆÂÌÍÓÈ ÔËÒÛÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ‚ ÎÂ‚ÓÈ ˜‡ÒÚË (3.15) ÌÂÌ‡·Î˛‰‡ÂÏÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚

‚ıÓ‰fl˘ÂÈ ‚ ÍÓÌÒÚÛÍˆË˛ (2.16) ‚˚‡ÊÂÌËfl G1(t). ÑÎfl Í‡ÚÍÓÒÚË ‚‚Â‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÂ P(t, x) =

= (s, x)ds Ë Á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÒËÎÛ (2.12) ËÏÂÂÏ Px(t, x) = z'(x) – qx(t, x); Á‡ÔË¯ÂÏ ÙÓÏÛÎÛ ç¸˛ÚÓ-

Ì‡–ãÂÈ·ÌËˆ‡

P(t, l) = P(t, 0) + (x) – qx(t, x)]dx

Ë, ÙËÍÒËÛfl ÌÂÍÓÚÓÓÂ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡ÎÓÂ ε > 0, ÔÂÂÈ‰ÂÏ Í ÓˆÂÌÍÂ

T1
– T1

–

T1
– 2

1 δ1–
-------------- m– x( ) ρ x( )/k x( )[ ] , 0 σ1 2 1 ε+( )Ik[ ] 1– .< <

0 x l≤ ≤
max=

T1
– T1

– σ1( ) +∞, σ1 2 1 ε+( )Ik[ ] 1– .≥= =

T1
– T1

– T1
–

p2 t 0,( ) td

0

T

∫ µ1
– ρ x( ) v 0 x( ) 2

xd

0

l

∫ v
1

H
1 0 l,( )( )*

2
+

 
 
 

≥ µ1
–
v F*

2
v F*,∈∀=

µ1
– 1 δ1–( ) T T1

––( )
M1

–
--------------------------------------- 0, M1

–> ρ 0( ) m– 0( ) T2

2
----- 1 δ1+( )σ0

m– 0( )
k 0( )

-----------------σ0
2 1 ε 1–+( )σ1+ + .+= =

1 δ1+( ) G1 t( ) td

0

T

∫ G2 0( )+ 1 δ1+( )TEq T( ) i T( ) i 0( ),–+≥

1 δ1+( ) G1 t( ) td

0

T

∫ G2 0( )+ 1 δ1+( )T 1 δ1–( )T1
––[ ] Eq T( ).≥

1 δ1+( )
σ1

2
----- p s l,( ) sd

t

T

∫ 
 
 

2

t,d

0

T

∫

p
t

T∫

z'[
0

l

∫

P2 t l,( ) 1 ε 1–+( )P2 t 0,( ) 1 ε+( )2Ik z' x( ) 2 qx
2 t x,( )+[ ] x.d

0

l

∫+≤

4*
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èÓÚ‡ÔÓ‚

èÓÎ¸ÁÛflÒ¸ ÔÂ‚˚Ï ˝ÌÂ„ÂÚË˜ÂÒÍËÏ ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ (2.16) Ë ÓˆÂÌÍÓÈ G1(t) ≥ P2(t, l), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(3.16)

ìÏÌÓÊËÏ Ó·Â ˜‡ÒÚË (3.16) Ì‡ σ1/2 Ë, ÔÓËÌÚÂ„ËÓ‚‡‚ ÔÓ t ÓÚ 0 ‰Ó T, ÔÓÎÛ˜ËÏ

(3.17)

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl (3.17) ‚ (3.15), ÔËıÓ‰ËÏ Í ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û

èÓËÁ‚Ó‰fl Á‡„Û·ÎÂÌËÂ

ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÓˆÂÌÍÛ

(3.18)

Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ , ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ‚ (3.13). ëÓ‚Â¯ÂÌÌÓ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Ò„Î‡ÊË‚‡˛˘ÂÈ
ÙÛÌÍˆËË r(t, x) ‚˚‚Ó‰ËÚÒfl ÓˆÂÌÍ‡

(3.19)

ê‡ÒÔÓÒÚ‡Ìflfl ÓˆÂÌÍË (3.18), (3.19) Ò ÔÎÓÚÌ˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Z, W Ì‡ H1( , l), H1(0, ), ‡ Á‡ÚÂÏ ÒÍÎ‡-
‰˚‚‡fl Ëı, Ò Û˜ÂÚÓÏ (2.7) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ËÒÍÓÏÓÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ (3.12). íÂÓÂÏ‡ 3 ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 4. ä‡Í ‚Ë‰ÌÓ ËÁ (3.8)–(3.10), (σ1)  +∞ ÔË σ1  [2(1 + ε)Ik]–1, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÓˆÂÌÍ‡ (3.12)
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ËÌÚÂÂÒ ÎË¯¸ ÔË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡Î˚ı σ1 > 0, ÔË ÍÓÚÓ˚ı Ô‡‚ÓÂ Í‡Â‚ÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ ‚ (3.1) ÔË-

·ÎËÊ‡ÂÚÒfl ÔÓ ÚËÔÛ Í ÛÒÎÓ‚Ë˛ çÂÈÏ‡Ì‡, ‡ ÔÓÓ„Ó‚ÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ (σ1) ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍË ÌÂ„Û-
·˚Ï:

á‰ÂÒ¸ m0(x) – ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚÓ ËÁ Á‡ÏÂ˜‡ÌËfl 3, ÍÓÚÓÓÏÛ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ρ(x) ≡ 1,

k(x) ≡ 1 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÛÎÛ˜¯‡ÂÏ˚È ÔÓÓ„Ó‚˚È ÏÓÏÂÌÚ  = 2l.

á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ‚ (3.5), (3.10), (3.11) ÔÓÓ„Ó‚˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ (σ1), (σ1) ÓÚ σ1 fl‚-
ÎflÂÚÒfl ÏÓÌÓÚÓÌÌÓÈ, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl ‡ÁÛÏÌ˚Ï ‡Á‰ÂÎËÚ¸ ÁÌ‡˜ÂÌËfl σ1 Ì‡ Ï‡Î˚Â Ë ·ÓÎ¸-

¯ËÂ Ì‡ıÓ‰fl˘ËÏÒfl Ì‡ ÔÓÏÂÊÛÚÍÂ (0, [2(1 + ε)Ik]–1) ÍÓÌÂÏ σ1∗  Û‡‚ÌÂÌËfl (σ1) = (σ1). ÑÎfl ÔÓ-
ËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı σ1 > 0 ÔÓÓ„Ó‚˚È ÏÓÏÂÌÚ ÛÔ‡‚ÎflÂÏÓÒÚË–Ì‡·Î˛‰‡ÂÏÓÒÚË ÔÓÎÓÊËÏ ‡‚Ì˚Ï

(3.20)

σ1

2
-----

1 δ1+( )P2 t l,( ) 1 ε 1–+( )P2 t 0,( ) 1 ε+( )8IkEq T( ).+≤

1 δ1+( )
σ1

2
----- P2 t l,( ) td

0

T

∫ 1 ε 1–+( )
σ1

2
----- P2 t 0,( ) td

0

T

∫ 2δ1TEq T( ).+≤

1 δ1+( )σ0

m– 0( )
k 0( )

-----------------σ0
2 1 ε 1–+( )σ1+ + P2 t 0,( ) td

0

T

∫ ρ 0( ) m– 0( ) p2 t 0,( ) t ≥d

0

T

∫+

≥ 2 1 δ1–( ) T T1
––( )Eq T( ) 1 δ1–( ) T T1

––( ) v
0

Lρ
2 0 l,( )

2
z

H
1 0 l,( )

2+( ).= °

P2 t 0,( ) td

0

T

∫ T2

2
----- p2 t 0,( ) t,d

0

T

∫≤

p2 t 0,( ) td

0

T

∫ µ1
–
v

0
Lρ

2 0 l,( )
2

z
H

1 0 l,( )
2+( ) v

0 x( )∀ Lρ
2 0 l,( ), z x( ) Z ,∈ ∈≥ °

µ1
–

p2 t 0,( ) td

0

T

∫ µ1
–
v

0
Lρ

2 0 l,( )
2

w
H

1 0 l,( )
2+( ) v

0 x( )∀ Lρ
2 0 l,( ), w x( ) W .∈ ∈≥ °

0° l°

T1
–

T1
–

T1
– σ1( )

σ1 0→
lim T1

0 2 m0 x( ) ρ x( )/k x( )[ ] .
0 x l≤ ≤
max= =

T1
0

T1
+ T1

–

T1
– T1

+

T1 T1
– σ1( ) ÔË 0 σ1 σ1*, T1≤< T1

+ σ1( ) ÔË σ1 σ1*,≥= =
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‡ Ú‡ÍÊÂ ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ µ1 ‚ ‚Ë‰Â

(3.21)

èË‚Â‰ÂÏ ËÚÓ„Ó‚Û˛ ÓˆÂÌÍÛ, ÒÓÒÚ‡‚ÎÂÌÌÛ˛ ËÁ (3.6) Ë (3.12).
íÂÓÂÏ‡ 4. èÛÒÚ¸ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl (1.5), ‡ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÏÓÏÂÌÚ‡ T1 = T1(σ1) Ë ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ

µ1 ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ˚ ‚ (3.20), (3.21). íÓ„‰‡ ‰Îfl Â¯ÂÌËfl p ÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë (1.6)–(1.8) ÔË T > T1
ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ ÓˆÂÌÍ‡

(3.22)

éˆÂÌÍ‡ (3.22) ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Á‡ ‚ÂÏfl T > T1 ÔÓ‰ıÓ‰fl˘ËÏ ‚˚·ÓÓÏ „‡ÌË˜ÌÓ„Ó ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl
u0(t) ∈ L2(0, T) ÒËÒÚÂÏÛ (1.1), (1.3), (3.1) ÏÓÊÌÓ ÔÂÂ‚ÂÒÚË ‚ Î˛·Û˛ Ì‡ÔÂÂ‰ Á‡‰‡ÌÌÛ˛ ˆÂÎ¸ f 0(x) ∈
∈ H 1(0, l), f 1(x) ∈ (0, l), ‡ ‚ Á‡‰‡˜Â (1.6)–(1.8) ÔÓ „‡ÌË˜ÌÓÏÛ Ì‡·Î˛‰ÂÌË˛ g0(t) ∈ L2(0, T) ËÁ (3.2) Ó‰-

ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ ‚ÓÒÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÚÒfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÂÏÛ ÙËÌ‡Î¸ÌÓÂ ÒÓÒÚÓflÌËÂ ÔÓˆÂÒÒ‡ v0(x) ∈ (0, l),
v1(x) ∈ (H 1(0, l))*.

4. ê‡ÁÌÓÒÚÌ‡fl ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËfl Á‡‰‡˜ ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl Ë Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl

Ç‚Â‰ÂÏ Ì‡ ÓÚÂÁÍ‡ı [0, T] Ë [0, l] ‡‚ÌÓÏÂÌ˚Â ÒÂÚÍË Ò ¯‡„‡ÏË τ = T/M ÔÓ t, h = l/N ÔÓ x, ÛÁÎ‡ÏË
tj = jτ, j = 0, 1, …, M, xi = ih, i = 0, 1, …, N, Ë ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛÂÏ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û (1.1)–(1.3)
‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ ÒıÂÏÓÈ

(4.1)

(4.2)

(4.3)

á‡‰‡˜Â Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl (1.6)–(1.8) ÒÓÔÓÒÚ‡‚ËÏ ÂÂ ‡ÁÌÓÒÚÌ˚È ‡Ì‡ÎÓ„

(4.4)

(4.5)

(4.6)

Ç˚·ÂÂÏ Ô‡‚ËÎÓ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ρ = ρi = ρ(xi), k = ki = k(xi – 0.5h) Ë ÛÚÓ˜ÌËÏ ‡ÁÏÂÌÓ-

ÒÚË ËÒıÓ‰Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı: u0 = ( , …, ), u1 = ( , …, ), v0 = ( , …, ), v1 = ( , …, ).
ÅÛ‰ÂÏ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Ú¸, ˜ÚÓ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ‰‚ÛÒÚÓÓÌÌËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÒÓ„Î‡ÒÓ‚‡ÌËfl ¯‡„Ó‚
ÒÂÚÍË:

(4.7)

‚ ÍÓÚÓ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËfl α Ë C1 ≤ αC2 ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ Î˛·˚ÏË. ä‡Í Ë ËÒıÓ‰Ì˚Â ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚Â Á‡‰‡-
˜Ë (1.1)–(1.3) Ë (1.6)–(1.8), Ëı ‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â ‡Ì‡ÎÓ„Ë (4.1)–(4.3) Ë (4.4)–(4.6) Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ‚ ÓÚÌÓ¯ÂÌËË
‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË, ÍÓÚÓÓÂ ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÓÏ

(4.8)

ç‡ ·‡ÁÂ ‰ËÒÍÂÚÌ˚ı ÍÓÌÒÚÛÍˆËÈ (4.1)–(4.6) ÔÓÒÚÓËÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌ˚Â ‚Á‡ËÏÌÓ ÒÓÔflÊÂÌÌ˚Â
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl Aτh, , ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ËÂ ‚ ÚÂı ÊÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı, ˜ÚÓ Ë ËÒıÓ‰Ì˚Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚ A, A*,
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Â ‚ (1.12), (1.13).

µ1 µ1
– ÔË 0 σ1 σ1*, µ1≤< µ1

+ ÔË σ1 σ1*.≥= =

A*v H*
2 p2 t 0,( ) td

0

T

∫ µ1 ρ x( ) v 0 x( ) 2
xd

0

l

∫ v
1

H
1 0 l,( )( )*

2
+

 
 
 

≥ µ1 v F*
2

v∀ v
0
v

1,( ) F*.∈= = =

Lρ
2

Lρ
2

ρyt t kyx( )x, i 1 2 … N 1, j–, , , 1 2 … M 1,–, , ,= = =

k1yx 0,– σ0y0+ u0, kN yx N, σ1yN+ u1, j 1 2 … M 1,–, , ,= = =

y
j 0= 0, yt j 0=

0, i 1 2 … N 1.–, , ,= = =

ρpt t k px( )x, i 1 2 … N 1, j–, , , 1 2 … M 1,–, , ,= = =

k1 px 0,– σ0 p0+ 0, kN px N, σ1 pN+ 0, j 1 2 … M 1,–, , ,= = =

p
j M= v

0, pt j M=
v

1– , i 1 2 … N 1.–, , ,= = =

u0
1 u0

M 1– u1
1 u1

M 1–
v 1

0
v N 1–

0
v 1

1
v N 1–

1

0 C1
τ
h
--- αC2, C2≤ ≤< min

ρi

ki

----
ρi 1–

ki

----------,
 
 
 

, 0 α 1,< <
1 i N≤ ≤
min=

ρi yi
M
v i

1 yt i,
M
v i

0+( )h
i 1=

N 1–

∑ u0
j p0

j u1
j pN

j+( )τ .
j 1=

M 1–

∑=

Aτh*
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èÓÚ‡ÔÓ‚

ç‡ ‚ıÓ‰ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ Aτh ÔÓ‰‡ÂÚÒfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl Ô‡‡ ÙÛÌÍˆËÈ u = (u0(t), u1(t)) ∈  H = L2(0, T) × L2(0, T),
ÍÓÚÓ‡fl ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚÒfl ‚ Ô‡Û ÒÂÚÓ˜Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ u = (u0, u1) ÔÓ Ô‡‚ËÎÛ

(4.9)

„‰Â (t) – ÒÚÛÔÂÌ˜‡Ú˚Â ÙÛÌÍˆËË, ‡‚Ì˚Â Â‰ËÌËˆÂ ‚ÌÛÚË ÓÚÂÁÍÓ‚ t ∈ [t j – 0.5τ, t j + 0.5τ] Ë ÌÛÎ˛
‚ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı ÚÓ˜Í‡ı ÔÓÏÂÊÛÚÍ‡ [0, T]. ëÂÚÓ˜Ì‡fl Ô‡‡ (u0, u1) ÔÓ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl ‚ „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl
(4.2), Â¯‡ÂÚÒfl ‡ÁÌÓÒÚÌ‡fl Á‡‰‡˜‡ (4.1)–(4.3) Ë ÔÓ ÚÂÏËÌ‡Î¸Ì˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËflÏ ÂÂ Â¯ÂÌËfl y ÓÔÂ‰Â-
ÎflÂÚÒfl ÁÌ‡˜ÂÌËÂ

(4.10)

„‰Â (x) – ·‡ÁËÒÌ˚Â ÒÔÎ‡ÈÌ˚ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡, ‡‚Ì˚Â 1 – h–1|x – xi| ÔË x ∈ [xi – 1, xi + 1] Ë ÌÛÎ˛ ‚

ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı ÚÓ˜Í‡ı, ‡ (x) – ÒÚÛÔÂÌ˜‡Ú˚Â ÙÛÌÍˆËË, ‡‚Ì˚Â Â‰ËÌËˆÂ ÔË |x – xi| ≤ 0.5h Ë ÌÛÎ˛ ÔË

|x – xi| > 0.5h. èËÒÛÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ‚ (4.10) Û„ÎÓ‚˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl , , ÙÓÏ‡Î¸ÌÓ ÌÂ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ˚Â
‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ ÒıÂÏÓÈ (4.1)–(4.3), Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ËÁ ÛÒÎÓ‚ËÈ

(4.11)

ÔÓ‰ÓÎÊ‡˛˘Ëı (4.2) ‰Îfl ÌÓÏÂ‡ j = M ÔË  = 0,  = 0.

éÔÂ‡ÚÓ  ÔËÏÂÌflÂÚÒfl Í ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ Ô‡Â v = (v0, v1) ∈ F* = (0, l) × (H1(0, l))*. ëÌ‡-
˜‡Î‡ ÓÌ ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚ ÂÂ ‚ ÒÂÚÓ˜ÌÛ˛ Ô‡Û (v0, v1) ÔÓ Ô‡‚ËÎÛ

(4.12)

„‰Â ÔÓ‰ 〈v1, e〉 ÔÓÌËÏ‡ÂÚÒfl ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡ v1 ∈  (H1(0, l))* Ì‡ ˝ÎÂÏÂÌÚÂ e ∈ H1(0, l). á‡ÚÂÏ ˝ÚË
ÒÂÚÓ˜Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË v0, v1 ÔÓ‰ÒÚ‡‚Îfl˛ÚÒfl ‚ (4.6), Â¯‡ÂÚÒfl ‡ÁÌÓÒÚÌ‡fl Á‡‰‡˜‡ (4.4)–(4.6) Ë ÙÓÏËÛ-
ÂÚÒfl ÔÓ‰Ó·ÌÓÂ (1.13) ËÚÓ„Ó‚ÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ 

(4.13)

ãÂÏÏ‡ 1. äÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌ˚Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚ Aτh Ë  fl‚Îfl˛ÚÒfl ‚Á‡ËÏÌÓ ÒÓÔflÊÂÌÌ˚ÏË.

ëÔ‡‚Â‰ÎË‚ÓÒÚ¸ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚‡ 〈A τhu, v〉 = 〈u, v〉 ∀u ∈ H, ∀v ∈ F* ËÁ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÒÓÔflÊÂÌÌÓ„Ó
ÓÔÂ‡ÚÓ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂÏ ·‡ÁÓ‚Ó„Ó ‰ËÒÍÂÚÌÓ„Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (4.8) Ë ‚˚·‡ÌÌ˚ı Ì‡ÏË ÒÔÓÒÓ-
·Ó‚ ‰ËÒÍÂÚËÁ‡ˆËË (4.9), (4.12) ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ı Ó·˙ÂÍÚÓ‚ Ë ‚ÓÒÔÓÎÌÂÌËfl (4.10), (4.13) ÒÂÚÓ˜Ì˚ı
ÙÛÌÍˆËÈ.

ãÂÏÏ‡ 2. éÔÂ‡ÚÓ˚ Aτh Ë  fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡‚ÌÓÏÂÌÓ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ÏË ÔÓ τ Ë h.

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. Ç ÒËÎÛ ËÁ‚ÂÒÚÌÓ„Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÌÓÏ ||Aτh|| = || || Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ Ó„‡-
ÌË˜ÂÌÌÓÒÚË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ Aτh, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Ëı ‚ ·ÓÎÂÂ „Î‡‰ÍËı ÔÓ
Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò  ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ı ÍÎ‡ÒÒ‡ı. ÉÎ‡‚ÌÛ˛ ÓÎ¸ ·Û‰ÂÚ Ë„‡Ú¸ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË

u0
j u0 t( )e j

0( ) t( ) t, u1
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0

T

∫ u1 t( )e j
0( ) t( ) t, jd

0

T

∫ 1 2 … M 1,–, , ,= = =

e j
0( )

Aτhu yi
Mei

1( ) x( )
i 0=

N

∑ yt i,
M ei

0( ) x( )
i 1=

N 1–

∑,
 
 
 

H1 0 l,( ) Lρ
2 0 l,( ),×∈=

ei
1( )

ei
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M

k1yx 0,
M– σ0y0
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M+ 0,= =
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M u1

M
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2
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ρih
------- ρ x( )ei
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0

l

∫ 1 2 … N 1,–, , ,= =
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1 1

ρih
------- v

1 ei
1( ),〈 〉 , i 2 3 … N 2,–, , ,= =

v 1
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-------- v
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--------------------e0
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1 1
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--------------- v
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M 1–

∑ pN
j e j

0( ) t( )
j 1=

M 1–

∑,
 
 
 

L2 0 T,( ) L2 0 T,( ).×∈=
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‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ ÒıÂÏ˚ Ò ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰Ì˚ÏË Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË, „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË Ë Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚ¸˛:

(4.14)

(4.15)

(4.16)

ùÚÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl ÓˆÂÌÍ‡ÏË

(4.17)

‚ ÍÓÚÓ˚ı C > 0 – ÌÂÍÓÚÓ‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘‡fl ÓÚ T, τ, h Ë ‚ıÓ‰Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı f, u0, u1, ϕ, ψ.
Ç (4.17) ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎËÒ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl:

(4.18)

Ç „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚Ëflı (4.15), Í‡Í Ë ‚ (4.11), ÔÓ‰‡ÁÛÏÂ‚‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ  =  = 0. ì ÓˆÂÌÓÍ (4.17)
ËÏÂ˛ÚÒfl ÔflÏ˚Â ‡Ì‡ÎÓ„Ë, ÓÁÌ‡˜‡˛˘ËÂ ÌÂÔÂ˚‚ÌÛ˛ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÓÚ ϕ, ψ, u0, u1 Ë f Â¯ÂÌËÈ ÒÓ-
ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ (4.14)–(4.16) ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë Ë ‰ÓÔÓÎÌfl˛˘ËÂ ÔÂÂ˜ËÒÎÂÌÌ˚Â ‚ (1.10)
Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ Ëı Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ „Î‡‰ÍÓÒÚË ÔÓ t Ë x. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡ ÒÎÛ˜‡È σ0 + σ1 > 0, ÍÓ„‰‡ Í‚‡‰‡-
ÚË˜Ì‡fl ÙÓÏ‡

(4.19)

ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ Ó‰ÌÛ ËÁ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ı ÌÓÏ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â H1(0, l). íÓ„‰‡ ËÏÂÂÏ ||Aτhu  ≤ CEM, ‰ËÒ-
ÍÂÚÌ‡fl ÚÂÏËÌ‡Î¸Ì‡fl ˝ÌÂ„Ëfl EM ÓˆÂÌË‚‡ÂÚÒfl Ò‚ÂıÛ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ (4.17) ÔË ÌÛÎÂ‚˚ı ϕ, ψ, Φ ‚Â-

ÎË˜ËÌÓÈ C(1 + T)(U0 + U1), ‡ ÒÛÏÏ‡ U0 + U1 Ò Û˜ÂÚÓÏ (4.9), (4.18) Ï‡ÊÓËÛÂÚÒfl ÌÓÏÓÈ ||u  =

= ||u0  + ||u1 . Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ËÒÍÓÏÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓ-

ÒÚË:

(4.20)

Ç ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ σ0 = σ1 = 0 Ë Í‚‡‰‡ÚË˜Ì‡fl ÙÓÏ‡ (4.19) ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â H1(0, l) ÎË¯¸

ÔÓÎÛÌÓÏÛ, ÔËıÓ‰ËÚÒfl ÓÚ‰ÂÎ¸ÌÓ ÓˆÂÌË‚‡Ú¸ ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ‚ EM „‡ÌË˜Ì˚Â ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Â | |2,

| |2, ˜ÚÓ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ËÁÏÂÌÂÌË˛ ‚ (4.20) ı‡‡ÍÚÂ‡ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓˆÂÌÓ˜ÌÓÈ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ ÓÚ T:

(4.21)

ãÂÏÏ‡ 2 ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.
ãÂÏÏ‡ 3. äÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌ˚Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚ Aτh Ó·Î‡‰‡˛Ú Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ ÒËÎ¸ÌÓÈ ÔÓÚÓ˜Â˜ÌÓÈ ÒıÓ‰Ë-

ÏÓÒÚË:

(4.22)

ρyt t kyx( )x f , i+ 1 2 … N 1, j–, , , 1 2 … M 1,–, , ,= = =

k1yx 0,– σ0y0+ u0, kN yx N, σ1yN+ u1, j 1 2 … M,, , ,= = =

y
j 0= ϕ , yt j 0=

ψ, i 1 2 … N 1.–, , ,= = =

E j

1 j M≤ ≤
max C ϕ k

2 ψ ρ
2 Φ+ +( ) C 1 T+( ) U0 U1+( ),+≤

yt 0, τ
2 yt N, τ

2 yx 0, τ
2 yx N, τ

2+ + + C 1 T+( ) ϕ k
2 ψ ρ

2 Φ+ +( ) C 1 T+( )2 U0 U1+( ),+≤

E j 1
2
--- σ0 y0

j 2 σ1 yN
j 2

yt
j

ρ
2

y j
k
2

+ + +( ), y ρ
2 ρi yi

2h,
i 1=

N 1–

∑= =

y k
2 ki yx i,

2h, Φ
i 1=

N

∑ f i
j 2

h
i 1=

N 1–

∑ 
 
 

1/2

τ
j 1=

M 1–

∑ 
 
 

2

,= =

U0 u0
j 2τ , U1

j 1=

M 1–

∑ u1
j 2τ , y τ

2

j 1=

M 1–

∑ y j 2τ .
j 1=

M

∑= = =

u0
M u1

M

σ0 f 2 0( ) σ1 f 2 l( ) k x( ) f ' x( ) 2 xd

0

l

∫+ +

||F
2

||H
2

||
L

2 0 T,( )
2 ||

L
2 0 T,( )

2

Aτh Aτh* C 1 T+( )1/2 σ0 σ1 0>+( ).≤=

y0
M

yN
M

Aτh Aτh* C 1 T+( )3/2 σ0 σ1 0= =( ).≤=

Aτhu Au– F 0 u H ÔË τ h 0.,∈∀
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èÓÚ‡ÔÓ‚

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. èÓ ÚÂÓÂÏÂ Å‡Ì‡ı‡–òÚÂÈÌ„‡ÛÁ‡ (ÒÏ. [15]), ÔË Ì‡ÎË˜ËË ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ Ó„‡-
ÌË˜ÂÌÌÓÒÚË (4.20), (4.21) Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó (4.22) ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸ Ì‡ ÌÂÍÓÚÓÓÏ ‚Ò˛‰Û ÔÎÓÚÌÓÏ ‚ H

ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â, Ì‡ÔËÏÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â u = (u0(t), u1(t)) ∈ (0, T) × (0, T) ÙËÌËÚÌ˚ı Ë ·ÂÒÍÓ-
ÌÂ˜ÌÓ „Î‡‰ÍËı Ì‡ (0, T) ÙÛÌÍˆËÈ. èÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ Â¯ÂÌËÂ y(t, x) Á‡‰‡˜Ë (1.1)–(1.3), ÓÚ‚Â˜‡˛˘ÂÂ Ú‡-
ÍËÏ u, ‚ ‚Ë‰Â y(t, x) = z(t, x) + Y(t, x), ‚Áfl‚

íÓ„‰‡ ÙÛÌÍˆËfl Y(t, x) ·Û‰ÂÚ Â¯ÂÌËÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ Á‡‰‡˜Ë Ò Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚ÏË Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË Ë „‡ÌË˜-
Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË:

(4.23)

„‰Â Φ(t, x) = (k(x)zx(t, x))x – ρ(x)ztt(t, x). ÇÓÁ¸ÏÂÏ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â (0, l) ÓÚÓÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚È ·‡ÁËÒ

{ek(x) , ÒÓÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚È ËÁ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ Dy(x) =
= −(k(x)y'(x))'/ρ(x), Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı Ì‡ ÍÓÌˆ‡ı ÓÚÂÁÍ‡ Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚Ï „‡ÌË˜Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ
−k(0)y'(0) + σ0y(0) = 0, k(l)y'(l) + σ1y(l) = 0, Ë ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛÂÏ ÙÛÌÍˆË˛ Φ ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ÒÛÏÏÓÈ ÂÂ fl‰‡
îÛ¸Â

àÁ‚ÂÒÚÌÓ (ÒÏ. [16]), ˜ÚÓ ÔË ‚˚ÔÓÎÌÂÌËË ÛÒÎÓ‚ËÈ (1.5) ËÏÂÂÏ ek(x) ∈ C2[0, l], ÔÓ˝ÚÓÏÛ ΦK(t, x) ∈
∈ C ∞, 2( ), ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ËÏ Â¯ÂÌËfl YK(t, x) Á‡‰‡˜Ë (4.23) ·Û‰ÛÚ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËÏË: YK(t, x) ∈
∈ C ∞, 2( ). ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÙÛÌÍˆËË yK(t, x) = z(t, x) + YK(t, x) Ë ‚‚Â‰ÂÏ ÓÔÂ‡ÚÓ˚

á‡ÏÂÚËÏ, ̃ ÚÓ, ‚ ÒËÎÛ ÙËÌËÚÌÓÒÚË „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÔ‡‚ÎÂÌËÈ, ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ A Ë AK ÏÓÊÌÓ ‚˚-
‡ÁËÚ¸ ˜ÂÂÁ Y Ë YK:

(4.24)

èÓ ÁÌ‡˜ÂÌËflÏ AKu ÔÓÒÚÓËÏ ÔÓ‰Ó·Ì˚Â (4.10) ÒÔÎ‡ÈÌ-‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË

(4.25)

Ë Á‡ÔË¯ÂÏ ÓˆÂÌÍÛ

(4.26)

èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ||AKu – Au|| ‚ (4.26) ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ¯‡„Ó‚ ÒÂÚÍË Ë ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛ ÔË K  ∞,
˜ÚÓ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÈ (4.24) Ë ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË Ô‡‚˚ı ˜‡ÒÚÂÈ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ
‰Îfl YK Ë Y : ||ΦK – Φ   0 ÔË K  ∞. ÇÚÓÓÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ||AKhu – AKu|| ‚ (4.26) ‰Îfl

Í‡Ê‰Ó„Ó ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó K = 1, 2, … ·Û‰ÂÚ ÒÚÂÏËÚ¸Òfl Í ÌÛÎ˛ ÔË h  0 ‚ ÒËÎÛ „Î‡‰ÍÓÒÚË ÔÓ x
ÙËÌ‡Î¸Ì˚ı ÒÎÂ‰Ó‚ YK(T, x), YKt(T, x) ∈ C2[0, l] Ë ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËÓÌÌ˚ı Ò‚ÓÈÒÚ‚ Á‡‰ÂÈÒÚ‚Ó‚‡ÌÌ˚ı ‚
(4.25) ·‡ÁËÒÌ˚ı ÒÔÎ‡ÈÌÓ‚. èË ÓˆÂÌÍÂ ÔÂ‚Ó„Ó ÒÎ‡„‡ÂÏÓ„Ó ‚ (4.26), ÔÓÎ¸ÁÛflÒ¸ ÙËÌËÚÌÓÒÚ¸˛
ÛÔ‡‚ÎÂÌËÈ, Á‡ÏÂÌËÏ YK(t, x) ‚ (4.25) Ì‡ yK(t, x) – ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë

(4.27)

Ċ
∞

Ċ
∞

z t x,( ) x x l–( )
l

------------------
u1 t( )
k l( )
------------

u0 t( )
k 0( )
------------–

x
l
--
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k 0( )
------------+ 

  .=

ρ x( )Ytt k x( )Yx( )x Φ t x,( ), 0 t T , 0 x l,< << <+=

kYx– σ0Y
x 0=+ 0, kYx σ1Y

x l=+ 0, 0 t T ,< <= =
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t 0= 0, Yt t 0=

0, 0 x l,< <= =
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∞
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k 1=
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Au Y T x,( ) Yt T x,( ),( ), AKu YK T x,( ) YKt T x,( ),( ).= =
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i 0=

N

∑ YKt T xi,( )ei
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N 1–

∑,
 
 
 

=
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ÖÒÎË  = yK(tj, xi) – ÒÂÚÓ˜Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl, ÒÓÒÚ‡‚ÎÂÌÌ‡fl ËÁ ÛÁÎÓ‚˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Â¯ÂÌËfl yK(t, x) Á‡‰‡˜Ë

(4.27), ÚÓ ‡ÁÌÓÒÚ¸  =  – , i = 0, 1, …, N, j = 0, 1, …, M, ·Û‰ÂÚ Â¯ÂÌËÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ÒÂÚÓ˜ÌÓÈ
Á‡‰‡˜Ë ÚËÔ‡ (4.14)–(4.16):

á‰ÂÒ¸ ,  ÒÚÓflÚÒfl ÔÓ Ô‡‚ËÎ‡Ï (4.9), ‰ÓÔÓÎÌÂÌÌ˚Ï ÌÛÎÂ‚˚ÏË ÍÓÌˆÂ‚˚ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË  =  =

=  =  = 0, ‡ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ αK(τ, h), (h), (h), βK(τ) ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó K ÒÚÂÏflÚÒfl

Í ÌÛÎ˛ ÔË τ, h  0 ‚ ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ ÒÂÚÓ˜ÌÓÈ ÌÓÏÂ. óÂÂÁ  ÓˆÂÌË‚‡ÂÚÒfl ËÌÚÂÂÒÛ˛˘ÂÂ Ì‡Ò
ÛÍÎÓÌÂÌËÂ:

„‰Â C, CK > 0 – ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â, ‚ÚÓ‡fl ËÁ ÍÓÚÓ˚ı Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÌÓÏÂ‡ K. á‡ÚÂÏ ÔËÏÂÌflÂÚÒfl ÔÂ‚‡fl
ÓˆÂÌÍ‡ ËÁ (4.17), ÒÏ˚ÒÎ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÈ ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÓÔËÒ‡Ì ‚ (4.18). Ç ÒÎÛ˜‡Â ÂÒÎË Ó·‡ „‡ÌË˜Ì˚ı ÍÓ-
˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ Ó·‡˘‡˛ÚÒfl ‚ ÌÓÎ¸: σ0 = σ1 = 0, ÔËÏÂÌflÂÏ ÏÓ‰ËÙËÍ‡ˆË˛ ÓˆÂÌÍË (4.17), ÍÓÚÓ‡fl ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Î‡Ò¸ ÔË ‚˚‚Ó‰Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ (4.21). ÇÓ ËÁ·ÂÊ‡ÌËÂ „ÓÏÓÁ‰ÍËı ‚˚ÍÎ‡‰ÓÍ Á‡ÔË¯ÂÏ ÂÁÛÎ¸-
Ú‡Ú ÓˆÂÌË‚‡ÌËfl ‚ ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÈ ÙÓÏÂ

ÑÎfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl (4.22) ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÂÂÈÚË ‚ (4.26) Í ÔÓ‚ÚÓÌÓÏÛ ÔÂ‰ÂÎÛ . ãÂÏÏ‡ 3 ‰Ó-

Í‡Á‡Ì‡.

ãÂÏÏ‡ 4. äÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌ˚Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚  Ó·Î‡‰‡˛Ú Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ ÒËÎ¸ÌÓÈ ÔÓÚÓ˜Â˜ÌÓÈ ÒıÓ‰Ë-
ÏÓÒÚË:

(4.28)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ê‡‚ÌÓÏÂÌ‡fl Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÒÚ¸ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚  ÛÊÂ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌ‡ ‚ ÎÂÏÏÂ 2, ÔÓ-
˝ÚÓÏÛ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË (4.28) ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÔÓ‚ÂËÚ¸ Ì‡ ‚Ò˛‰Û ÔÎÓÚÌÓÏ ‚ F* ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â � × �,
„‰Â ‚ ÓÎË � ‚ÁflÚ‡ ÎËÌÂÈÌ‡fl Ó·ÓÎÓ˜Í‡ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ ek(x), ÍÓÚÓ˚Â ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎËÒ¸ ‚˚-
¯Â ÔË ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Â ÎÂÏÏ˚ 3. èË ‚˚·ÓÂ v = (v0, v1) ∈ � × � Â¯ÂÌËfl p(t, x) ÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ
Á‡‰‡˜Ë (1.6)–(1.8) ·Û‰ÛÚ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËÏË, ÔË˜ÂÏ p(t, x) ∈ C∞, 2( ) Ë ÁÌ‡˜ÂÌËfl A*v = (p(t, 0), p(t, l))
ÓÔÂ‡ÚÓ‡ A* ÓÍ‡ÊÛÚÒfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ „Î‡‰ÍËÏË. àı ÒÔÎ‡ÈÌ-‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË

ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ¯‡„‡ h Ë Ó·Î‡‰‡˛Ú ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸˛ ‚Ë‰‡

(4.29)

Ç‚Â‰ÂÏ ÒÂÚÓ˜ÌÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛  =  – p(tj, xi), i = 0, 1, …, N, j = 0, 1, …, M, Ë ÓˆÂÌËÏ ÛÍÎÓÌÂÌËÂ:

(4.30)

yK t 0=
0, yKt t 0=

0, 0 x l.< <= =

yKi
j

qKi
j yi

j yKi
j

ρqK t t kqK x( )x Φ ΦK–( ) t j xi,( ) αK τ h,( ), i+ + 1 2 … N 1, j–, , , 1 2 … M 1,–, , ,= = =

k1qKx 0,– σ0qK 0,+ u0
j u0 t j( )– γK

0 h( ), j+ 0 1 … M,, , ,= =

kNqK x N, σ1qK N,+ u1
j u1 t j( )– γK

1 h( ), j+ 0 1 … M,, , ,= =

qK j 0=
0, qKt j 0=

βK τ( ), j 1 2 … N 1.–, , ,= = =

u0
j u1

j u0
0 u1

0

u0
M u1

M γK
0 γK

1

qKi
j

Aτhu AKhu– 2 C qK0
M 2

qKN
M 2

qK
M

k
2

qK t
M

ρ
2

+ + +( ) CKτ2,+≤

sup Aτhu AKhu– F
2

τ h 0→,
lim C ΦK Φ–

C 0 T,[ ] ; Lρ
2 0 l,( )( )

2 K∀≤ 1 2 …., ,=

sup
τ h 0→,

lim
K ∞→
lim

Aτh*

Aτh* v A*v– H* 0 v F* ÔË τ h 0.,∈∀

Aτh*

QT

Aτ*v p t j 0,( )e j
0( ) t( )

j 1=

M 1–

∑ p t j l,( )e j
0( ) t( )

j 1=

M 1–

∑,
 
 
 

=

Aτ*v A*v– H* 0 ÔË τ 0.

qi
j pi

j

Aτh* v Aτ*v– H*
2

q0
j 2

qN
j 2

+( )τ
j 1=

M 1–

∑ C q0
M 2

qN
M 2

qt 0, τ
2 qt N, τ

2+ + +( ) C h2 qt 0, τ
2 qt N, τ

2+ +( ).≤ ≤=
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èÓÚ‡ÔÓ‚

ëÓÒÚ‡‚ËÏ ‡ÁÌÓÒÚÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û ‰Îfl q = :

(4.31)

Ç (4.31) ‚ÂÎË˜ËÌ˚ α(τ, h), γ0(h), γ1(h), β(τ) ÒÚÂÏflÚÒfl Í ÌÛÎ˛ ÔË τ, h  0 ‚ ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ ÒÂÚÓ˜ÌÓÈ

ÌÓÏÂ, ‡ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ,  ÒÚÓflÚÒfl ÔÓ Ô‡‚ËÎ‡Ï (4.12), Ú‡Í ˜ÚÓ ÔË ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚ı v = (v0, v1) ∈

∈ � × � ‡ÁÌÓÒÚË  – v0(xi) Ë  – v1(xi) Ú‡ÍÊÂ ·Û‰ÛÚ ÒÚÂÏËÚ¸Òfl Í ÌÛÎ˛ ÔË h  0 ‚ ‡‚ÌÓÏÂ-
ÌÓÈ ÒÂÚÓ˜ÌÓÈ ÌÓÏÂ. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Ó·Â ÓˆÂÌÍË ËÁ (4.17) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ Ë ‰Îfl ‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë
(4.14)–(4.16) Ò Ó·‡ÚÌ˚Ï ÚÂ˜ÂÌËÂÏ ‰ËÒÍÂÚÌÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË, Ú.Â., ‚ ̃ ‡ÒÚÌÓÒÚË, Ë ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë (4.31). àÒ-
ÔÓÎ¸ÁÛfl ‚ÚÓÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ËÁ (4.17) ‰Îfl ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl ÓˆÂÌÍË (4.30) Ë Û˜ËÚ˚‚‡fl (4.29), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ
ËÒÍÓÏÓÂ ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ (4.28). ãÂÏÏ‡ 4 ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.

ìÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÌ˚ı ‚ ÚÂÓÂÏÂ 1 Ë ÎÂÏÏ‡ı 1–4 Ò‚ÓÈÒÚ‚ ‚ÔÓÎÌÂ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‰Îfl ÔÓÒÚÓÂÌËfl ÛÒÚÓÈ˜Ë-
‚˚ı ÔË·ÎËÊÂÌËÈ Í Â¯ÂÌËflÏ Ó·ÂËı ‚Á‡ËÏÓ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚ı Á‡‰‡˜ „‡ÌË˜ÌÓ„Ó ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl (1.1)–(1.4)
Ë Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl (1.6)–(1.9) Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ËÁ [10] ÔÓ‰Ó·ÌÓ ÚÓÏÛ, Í‡Í ˝ÚÓ ·˚ÎÓ
Ò‰ÂÎ‡ÌÓ ‚ [1]–[3]. Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò [10] ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚Â Â¯ÂÌËfl ,  Á‡‰‡˜ ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl Ë Ì‡-
·Î˛‰ÂÌËfl Ë˘ÛÚÒfl ‚ ËÒÚÓÍÓÓ·‡ÁÌÓÏ ‚Ë‰Â:

(4.32)

„‰Â JX : X*  X – ÓÔÂ‡ÚÓ êËÒÒ‡, ÛÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡˛˘ËÈ ËÁÓÏÓÙÌÓÂ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ÏÂÊ‰Û ˝ÎÂÏÂÌ-

Ú‡ÏË ÒÓÔflÊÂÌÌÓ„Ó Ë ÓÒÌÓ‚ÌÓ„Ó „ËÎ¸·ÂÚÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚, ‡  : X  X* – Ó·‡ÚÌ˚È Í ÌÂÏÛ

ÓÔÂ‡ÚÓ. é· ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌËflı ÔÓ êËÒÒÛ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (L2(0, T))* � L2(0, T) Ë ( (0, l))* � (0, l)

Ï˚ ‰Ó„Ó‚ÓËÎËÒ¸ Ò Ò‡ÏÓ„Ó Ì‡˜‡Î‡, ‡ ËÒÒÓ‚ÒÍËÈ ËÁÓÏÓÙËÁÏ  ÏÂÊ‰Û (H1(0, l))* Ë H1(0, l)

ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ Ô‡‚ËÎÓÏ

ÍÓÚÓÓÂ ÒÓ„Î‡ÒÛÂÚÒfl Ò ‡ÁÎÓÊÂÌËÂÏ (2.4), ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂÏ (2.6) Ë ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ ÌÓÏ (2.7). äÓÌ-

ÒÚÛÍˆËË ËÁÓÏÓÙËÁÏÓ‚ êËÒÒ‡ ‰Îfl ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ H1( , l) Ë H1(0, ) ÓÔËÒ‡Ì˚ ‚ (2.13). é·Î‡ÒÚË ‚‡-

Ë‡ˆËÈ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚  Ë  ‚ (4.32) Ó„‡ÌË˜ÂÌ˚ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌ˚ÏË ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË �h =  × 

Ë �τ =  × , Ó·‡ÁÓ‚‡ÌÌ˚ÏË ÎËÌÂÈÌ˚ÏË Ó·ÓÎÓ˜Í‡ÏË  ,  Ë  ÒËÒÚÂÏ ·‡ÁËÒÌ˚ı

ÒÔÎ‡ÈÌÓ‚ (x), (x) Ë (t) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. ä‡Í ‚Ë‰ÌÓ ËÁ (4.10) Ë (4.13), ˝ÚË ÎËÌÂÈÌ˚Â Ó·Ó-

ÎÓ˜ÍË ÒÓ‰ÂÊ‡Ú ‚ ÒÂ·Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ Aτh Ë . ÇÏÂÒÚÓ ÚÓ˜ÌÓ„Ó ˆÂÎÂ‚Ó„Ó ÒÓÒÚÓflÌËfl f =
= ( f 0(x), f 1(x)) ‚ Á‡‰‡˜Â ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl Ë ÚÓ˜ÌÓ„Ó ÒË„Ì‡Î‡ g = (g0(t), g1(t)) ‚ Á‡‰‡˜Â Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ‰ÓÔÛÒ-

Í‡ÂÚÒfl Á‡‰‡ÌËÂ ÌÂÍÓÚÓ˚ı Ëı ÔË·ÎËÊÂÌËÈ  ∈ F Ë  ∈ H, ÓÚ ÍÓÚÓ˚ı ÚÂ·ÛÂÚÒfl ÎË¯¸ ‡ÒËÏÔÚÓ-
ÚË˜ÂÒÍ‡fl ·ÎËÁÓÒÚ¸ Í ÓË„ËÌ‡Î‡Ï:

(4.33)

ùÎÂÏÂÌÚ˚–ËÒÚÓ˜ÌËÍË ,  ËÁ (4.32) fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚ÏË (Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ε) Â¯ÂÌËflÏË ÒÎÂ-
‰Û˛˘Ëı ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌ˚ı Á‡‰‡˜ Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÈ ÏËÌËÏËÁ‡ˆËË Ò Ó„‡ÌË˜ÂÌËflÏË Ì‡ ÌÓÏÛ:

(4.34)

(4.35)

qi
j

ρqt t kqx( )x α τ h,( ), i+ 1 2 … N 1, j–, , , 1 2 … M 1,–, , ,= = =

k1qx 0,– σ0q0+ γ0 h( ), kNqx N, σ1qN+ γ1 h( ), j 0 1 … M,, , ,= = =

q
j M= v i

0
v

0 xi( )– , qt j M=
v i

1– v
1 xi( ) β τ( )+ + , i 1 2 … N 1.–, , ,= = =

v i
0
v i

1

v i
0

v i
1

ũ* ṽ*

ũ* Aτh* JF
1–
ṽ , ṽ �h F, ṽ*⊂∈ JF

1– Aτhũ, ũ �τ H* � H ,⊂∈= =

JX
1–

Lρ
2 Lρ

2

J
H

1 0 l,( )

J
H

1 0 l,( )
v

1 1
2
--- J

H
1 0 l,( )

v
1 J

H
1 0 l,( )

v
1+( ) v

1 H1 0 l,( )( )*,∈∀= ° °

0° l°

ṽ ũ �h
1( ) �h

0( )

�τ
0( ) �τ

0( ) �h
1( ) �h

0( ) �τ
0( )

ei
1( ) ei

0( ) e j
0( )

Aτh*

f̃ g̃

f̃ f– F 0, g̃ g– H 0 ÔË τ h 0.,

ṽ ũ

ṽ �h, ṽ F r, I ṽ( ) I v( )
v �h v F r≤,∈

inf ε,+≤ ≤∈

ũ �τ , ũ H r*, I* ũ( ) I* u( )
u �τ u H r*≤,∈

inf ε,+≤ ≤∈
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„‰Â I(v) = || v  – 2〈 , v〉, I*(u) = ||Aτhu  – 2〈 , u〉. ê‡‰ËÛÒ˚ ¯‡Ó‚ r Ë r* ‚ (4.34) Ë (4.35)
ÒÎÂ‰ÛÂÚ ‚˚·Ë‡Ú¸, Ò Û˜ÂÚÓÏ ÛÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó ‚ ÚÂÓÂÏÂ 1 ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ µ2, ËÁ ÛÒÎÓ‚ËÈ

(4.36)

ëÙÓÏÛÎËÛÂÏ ÓÒÌÓ‚ÌÓÈ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ‰‡ÌÌÓ„Ó ‡Á‰ÂÎ‡ Ó ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ.
íÂÓÂÏ‡ 5. èÛÒÚ¸ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl (1.5), ÛÒÎÓ‚ËÂ ÛÔ‡‚ÎflÂÏÓÒÚË–Ì‡·Î˛‰‡ÂÏÓÒÚË T > T2

ÒÓ ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ T2 ËÁ (2.9), ÛÒÎÓ‚ËÂ ÒÓ„Î‡ÒÓ‚‡ÌËfl ¯‡„Ó‚ ÒÂÚÍË (4.7), ‡ ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚Â ‰‡ÌÌ˚Â  Ë 
‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍË ÚÓ˜Ì˚ ‚ ÒÏ˚ÒÎÂ (4.33). íÓ„‰‡ ‚ Á‡‰‡˜Â ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl (1.1)–(1.4) ‰Îfl Î˛·˚ı ˆÂÎÂ-

‚˚ı ÒÓÒÚÓflÌËÈ f 0(x) ∈ H1(0, l), f 1(x) ∈ (0, l) ÔË·ÎËÊÂÌËfl , ÔÓÒÚÓÂÌÌ˚Â ÔÓ Ô‡‚ËÎ‡Ï (4.32),
(4.34), (4.36), ·Û‰ÛÚ ÒËÎ¸ÌÓ ÒıÓ‰ËÚ¸Òfl ÔË τ, h, ε  0 Í ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÏÛ Â¯ÂÌË˛ u∗  Á‡‰‡˜Ë ÛÔ‡‚-

ÎÂÌËfl ||  – u∗ ||H  0. èË ÚÂı ÊÂ ÛÒÎÓ‚Ëflı ‚ Á‡‰‡˜Â Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl (1.6)–(1.9) ‰Îfl ‚ÒÂ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı

Â‡ÎËÁ‡ˆËÈ „‡ÌË˜Ì˚ı ÂÊËÏÓ‚ g0(t) ∈ L2(0, T), g1(t) ∈ L2(0, T) ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ , ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Â ÛÒÎÓ-
‚ËflÏË (4.32), (4.35), (4.36), ÒıÓ‰flÚÒfl Í Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÏÛ Â¯ÂÌË˛ v∗ , ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÏÛ ÒÓÒÚÓfl‚¯Â-

ÂÒfl Ì‡·Î˛‰ÂÌËÂ g : ||  – v∗ ||F  0.

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 5. èË ‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË Á‡‰‡˜ (1.1), (1.3), (1.4), (3.1) Ë (1.6)–(1.8), (3.2) Ò Ó‰ÌËÏ „‡-
ÌË˜Ì˚Ï ÛÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ Ë Ó‰ÌËÏ „‡ÌË˜Ì˚Ï Ì‡·Î˛‰ÂÌËÂÏ ÌÂ ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ÌËÍ‡ÍËı ÔËÌˆËÔË‡Î¸Ì˚ı ÓÚÎË˜ËÈ
ÓÚ ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl ‰‚ÛÒÚÓÓÌÌËı ÛÔ‡‚ÎÂÌËÈ Ë Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ. ÇÒÂ ËÁÏÂÌÂÌËfl Ò‚Â‰ÛÚÒfl Í Û‰‡ÎÂÌË˛
ÛÔ‡‚Îfl˛˘ÂÈ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ u1(t) Ë Ì‡·Î˛‰‡ÂÏÓÈ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ g1(t), ÒÓ·Î˛‰ÂÌË˛ ÌÓ‚Ó„Ó ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl T > T1
Í ‰ÎËÌÂ ‚ÂÏÂÌÌó„Ó ÔÓÏÂÊÛÚÍ‡ Ò ÔÓÓ„Ó‚˚Ï ÏÓÏÂÌÚÓÏ T1 ËÁ (3.20) Ë Á‡ÏÂÌÂ ‚ (4.36) ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÓˆÂÌÓ˜ÌÓÈ
ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ µ2 Ì‡ µ1 ËÁ (3.21). ÇÓ ËÁ·ÂÊ‡ÌËÂ ÔÓ‚ÚÓÓ‚ ‚ÓÁ‰ÂÊËÏÒfl ÓÚ ÓÔËÒ‡ÌËfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ‡ÔÔÓÍ-
ÒËÏËÛ˛˘Ëı ÍÓÌÒÚÛÍˆËÈ Ë ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓˆÂ‰Û.

Ä‚ÚÓ ‚˚‡Ê‡ÂÚ „ÎÛ·ÓÍÛ˛ ·Î‡„Ó‰‡ÌÓÒÚ¸ î.è. Ç‡ÒËÎ¸Â‚Û Á‡ ÔÓÎÂÁÌ˚Â Ó·ÒÛÊ‰ÂÌËfl Ë Á‡ÏÂ˜‡ÌËfl.
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ê‡ÒÒÏÓÚÂÌ ˜‡ÒÚÌ˚È ÒÎÛ˜‡È Û‡‚ÌÂÌËÈ ãÓÚÍË–ÇÓÎ¸ÚÂ‡, ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó Û‰‡ÂÚÒfl Ì‡ÈÚË ‚ÚÓ-
Û˛ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚Û ÒÚÛÍÚÛÛ, ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÛ˛ Í ÛÊÂ ËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ. ÇË‰ ÌÓ‚Ó„Ó „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì‡
ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Ì‡ÈÚË Â¯ÂÌËÂ ‚ Í‚‡‰‡ÚÛ‡ı, ˜ÚÓ Ë fl‚ÎflÂÚÒfl „Î‡‚ÌÓÈ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚ¸˛ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡-
ÂÏÓ„Ó ̃ ‡ÒÚÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl. ä‡Í ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ ̋ ÚÓ„Ó, ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ÔÂËÓ‰‡ Ú‡ÍÊÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰-
ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ ‚ Í‚‡‰‡ÚÛ‡ı. ì‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl ‚ ÌÓ‚˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ‰ÓÔÛÒÍ‡˛Ú ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍÛ˛
‡Ì‡ÎÓ„Ë˛ Ò ÍÓÎÂ·‡ÌËflÏË Ï‡ÒÒ˚ Ì‡ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ÔÛÊËÌÂ. ÅË·Î. 4. îË„. 6.

äÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡: Û‡‚ÌÂÌËfl ãÓÚÍË–ÇÓÎ¸ÚÂ‡, „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚‡ ÒÚÛÍÚÛ‡, ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÒÚ¸ ‚
Í‚‡‰‡ÚÛ‡ı.

1. Ç‚Â‰ÂÌËÂ

àÒÒÎÂ‰ÛÂÚÒfl ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì‡fl Í ÛÊÂ ËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ (ÒÏ. [1], [2]) „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚‡ ÒÚÛÍÚÛ‡, ÔËÒÛ˘‡fl
Û‡‚ÌÂÌËflÏ ãÓÚÍË–ÇÓÎ¸ÚÂ‡ Ë ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘‡fl ÔË ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÏ ÔÓ‰·ÓÂ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚. çÓ‚‡fl
ÒÚÛÍÚÛ‡ ÔÓ fl‰Û ÔË˜ËÌ Û‰Ó·ÌÂÂ ‰Îfl ‡Ì‡ÎËÁ‡ ÒËÒÚÂÏ˚ ãÓÚÍË–ÇÓÎ¸ÚÂ‡, ˜ÂÏ ËÁ‚ÂÒÚÌ‡fl. éÌ‡
ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓËÌÚÂ„ËÓ‚‡Ú¸ Û‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl ‚ Í‚‡‰‡ÚÛ‡ı Ë ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍÛ˛ ‡Ì‡-
ÎÓ„Ë˛ Ò ÍÓÎÂ·‡ÌËÂÏ ÚÂÎ‡ Â‰ËÌË˜ÌÓÈ Ï‡ÒÒ˚ Ì‡ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ÔÛÊËÌÂ. Ç˚fl‚ÎÂÌËÂ Ì‡ÎË˜Ëfl Û ËÒÒÎÂ-
‰ÛÂÏÓÈ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÈ ÒÚÛÍÚÛ˚ ‚ fl‰Â ÒÎÛ˜‡Â‚ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ Ó·ÎÂ„˜‡ÂÚ
Á‡‰‡˜Û ÂÂ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl. ç‡ÔËÏÂ, ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡–üÍÓ·Ë ‰Îfl
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÔÓËÁ‚Ó‰fl˘ÂÈ ÙÛÌÍˆËË, Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡˛˘ÂÈ Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÓÚ ÔÂÊ-
ÌÂ„Ó Ì‡·Ó‡ Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍË ÒÓÔflÊÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚ Í ÌÓ‚˚Ï, ‚ ÍÓÚÓ˚ı ËÌÚÂ„ËÓ-
‚‡ÌËÂ ÔÓ‚Ó‰ËÚÒfl ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓ. Ç ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ÎË˜Ëfl ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı Ô‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚ ˜‡ÒÚÓ
ÔÓÏÓ„‡ÂÚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ÏÂÚÓ‰‡ ‡Á‰ÂÎÂÌËfl ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı. ä ÒÓÊ‡ÎÂÌË˛, Û‡‚ÌÂÌËÂ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡–
üÍÓ·Ë ‰‡ÎÂÍÓ ÌÂ ‚ÒÂ„‰‡ Û‰‡ÂÚÒfl Â¯ËÚ¸ ‚ Í‚‡‰‡ÚÛ‡ı ‰‡ÊÂ ‚ ÒÎÛ˜‡Â Ó‰ÌÓÈ Ô‡˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ËÏ-
ÔÛÎ¸ÒÓ‚ ËÎË ÔÓÒÎÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl ‡Á‰ÂÎÂÌËfl ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı. ëËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ ãÓÚÍË–ÇÓÎ¸ÚÂ‡,
ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏ‡fl ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ÒÚ‡Ú¸Â, Ó·Î‡‰‡ÂÚ ıÓÓ¯Ó ËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÈ ÒÚÛÍÚÛÓÈ ËÏÂÌÌÓ Ú‡-
ÍÓ„Ó ‚Ë‰‡. ëËÒÚÂÏ‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl ÓÔËÒ‡ÌËfl ‰ËÌ‡ÏËÍË ˝‚ÓÎ˛ˆËË ‚Ë‰Ó‚ ‚ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ˝ÍÓ-
ÎÓ„ËË Ë ÓÔËÒ‡ÌËfl ‰ËÌ‡ÏËÍË ÌÂÍÓÚÓ˚ı ıËÏË˜ÂÒÍËı Â‡ÍˆËÈ. 

2. èÓÎÛ˜ÂÌËÂ ‚ÚÓÓÈ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÈ ÒÚÛÍÚÛ˚

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ˜‡ÒÚÌ˚È ÒÎÛ˜‡È ÒËÒÚÂÏ˚ ãÓÚÍË–ÇÓÎ¸ÚÂ‡. çÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â ÙÛÌÛˆËË Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ
˜ÂÂÁ a Ë x, „‰Â a – ̃ ËÒÎÂÌÌÓÒÚ¸ ÊÂÚ‚, x – ̃ ËÒÎÂÌÌÓÒÚ¸ ıË˘ÌËÍÓ‚. àÒÒÎÂ‰ÛÂÏ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ 

(1)

(2)

ä Û‡‚ÌÂÌËflÏ ãÓÚÍË–ÇÓÎ¸ÚÂ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔËÏÂÌÂÌ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ ÙÓÏ‡ÎËÁÏ (ÒÏ. [3]). èÓ-
ÒÎÂ ÔÂÂıÓ‰‡ Í ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï q = v1 = ln(a), p = v2 = ln(x) „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰ 

(3)

áÌ‡ÌËÂ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì‡ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ Ù‡ÁÓ‚˚Â Ú‡ÂÍÚÓËË ÒËÒÚÂÏ˚,
ÌÓ ÌÂflÒÌÓ, Í‡Í ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ú¸ ‰ËÌ‡ÏËÍÛ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚Ë‰ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì‡ ÔË‚Ó‰ËÚ Í Û‡‚ÌÂÌË˛ É‡-

1) ê‡·ÓÚ‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ ÔË ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ ÔÓ‰‰ÂÊÍÂ êîîà (ÍÓ‰ ÔÓÂÍÚ‡ 04-01-00309).

da/dt α1a γ1ax,–=

dx/dt α2x– γ2ax.+=

H α1v 2 α2v 1 γ1e
v 2– γ2e

v 1.–+=

ìÑä 519.622.2
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ÏËÎ¸ÚÓÌ‡–üÍÓ·Ë, ÍÓÚÓÓÂ ÚÛ‰ÌÓ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ú¸. èÓÔ˚Ú‡Ú¸Òfl ÔÓÒÚÓËÚ¸ ÔÓËÁ‚Ó‰fl˘Û˛ ÙÛÌÍˆË˛
ÔÂÂıÓ‰‡ Í Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËÏ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡Ï ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔË ÔÓÏÓ˘Ë ÙÓÏÛÎ˚ 

„‰Â ËÌÚÂ„‡Î ·ÂÂÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ ÍË‚ÓÈ Mh(I), ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÈ ÛÒÎÓ‚ËÂÏ 

Á‡ÚÛ‰ÌËÚÂÎ¸ÌÓ ‚ ÒËÎÛ ÚÓÈ ÊÂ ÔË˜ËÌ˚ – ÌÂÛ‰Ó·ÌÓ„Ó ‚Ë‰‡ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì‡. 
íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ ‚ Ó‰ÌÓÏ ̃ ‡ÒÚÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÏÓÊÌÓ ÔÓÒÚÓËÚ¸ ·ÓÎÂÂ Û‰Ó·Ì˚Â ÙÓÏÛÎ˚ ‰Îfl ËÒÒÎÂ‰Ó-

‚‡ÌËfl ‰ËÌ‡ÏËÍË, ÓÔË‡flÒ¸ Ì‡ ‚Ë‰ ËÁ‚ÂÒÚÌÓ„Ó „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì‡, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl Â„Ó ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔÂ‚Ó„Ó
ËÌÚÂ„‡Î‡ ÒËÒÚÂÏ˚. 

àÁÏÂÌÂÌËÂÏ Ï‡Ò¯Ú‡·‡ ‚ÂÏÂÌË Ë ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı a Ë x Ô‡‡ÏÂÚ˚ α1, γ1 Ë γ2 ‚ÒÂ„‰‡ ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸
ÔË‚Â‰ÂÌ˚ Í Â‰ËÌËˆÂ. èÓÚÂ·ÛÂÏ, ˜ÚÓ·˚ ‚˚ÔÓÎÌflÎÓÒ¸ ÛÒÎÓ‚ËÂ α2 = 1. 

ä‡Í Ó·˚˜ÌÓ, ÔË ÔÂÂıÓ‰Â Í ÌÓ‚ÓÈ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÈ ÒÚÛÍÚÛÂ ‰ÂÎ‡ÂÚÒfl ÔÓ‰ıÓ‰fl˘‡fl Á‡ÏÂÌ‡ ÔÂ-
ÂÏÂÌÌ˚ı. ÑÎfl ÒËÒÚÂÏ˚ ãÓÚÍË–ÇÓÎ¸ÚÂ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl Á‡ÏÂÌ‡ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÔÓÒÚ‡. çÂÓ·ıÓ-
‰ËÏÓ ÔÂÂÈÚË ÓÚ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı a Ë x Í ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï ξ Ë η, „‰Â 

ëÎÓÊËÏ Û‡‚ÌÂÌËfl (1) Ë (2) Ë ÔÓÎÛ˜ËÏ 
(4)

Ñ‡ÎÂÂ ‚˚˜ÚÂÏ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl (1) Û‡‚ÌÂÌËÂ (2) Ë ÔÓÎÛ˜ËÏ

(5)

ÇÓÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl ÚÂÔÂ¸ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Ï Á‡ÍÓÌÓÏ ÒÓı‡ÌÂÌËfl (3): 

ËÎË

ËÁ ÍÓÚÓÓ„Ó ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ 

èÓ‰ÒÚ‡‚Ë‚ ˝ÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‚ (5), ÔÓÎÛ˜ËÏ 

(6)

ì‡‚ÌÂÌËfl (4), (6) ÚÂÔÂ¸ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÈ ÙÓÏÂ:
(7)

(8)

ÇÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ÌÓ‚ÓÈ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÈ ÒÚÛÍÚÛ˚ ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÒÌÓ‚‡Ì‡ Ì‡
‰‚Ûı ÒÓ‚Ô‡‰ÂÌËflı. ÇÓ-ÔÂ‚˚ı, ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍ‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡ Ô‡‚˚ı ˜‡ÒÚÂÈ Û‡‚ÌÂÌËfl ãÓÚÍË–ÇÓÎ¸-
ÚÂ‡ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓÒÎÂ ÛÍ‡Á‡ÌÌÓÈ Á‡ÏÂÌ˚ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‚ Û‡‚ÌÂÌËË ‰Îfl ξt Ô‡‚Û˛ ̃ ‡ÒÚ¸,
Á‡‚ËÒfl˘Û˛ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ η Ë, ·ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ÎËÌÂÈÌÛ˛ ÔÓ η, ˜ÚÓ Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ ÔÓfl‚ÎÂÌËÂ ‚ ÌÓ‚ÓÏ „‡-
ÏËÎ¸ÚÓÌË‡ÌÂ ‚˚‡ÊÂÌËfl, Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓ„Ó ÔÓ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÏÛ ËÏÔÛÎ¸ÒÛ η. ÇÓ-‚ÚÓ˚ı, Á‡ÍÓÌ ÒÓı‡-
ÌÂÌËfl ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ‚ Û‡‚ÌÂÌËË ‰Îfl ηt Ò‰ÂÎ‡Ú¸ Ô‡‚Û˛ ˜‡ÒÚ¸ Á‡‚ËÒfl˘ÂÈ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ ξ Ë Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ÒÓ-
ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Û˛ Ô‡‚Û˛ ˜‡ÒÚ¸ Í‡Í ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì‡ ÔÓ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÂ ξ ÒÓ
ÁÌ‡ÍÓÏ ÏËÌÛÒ, ˜ÚÓ Ë ÚÂ·Ó‚‡ÎÓÒ¸. àÒÍÓÏ˚È „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ 

(9)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚È „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì Í‚‡‰‡ÚË˜ÂÌ ÔÓ ËÏÔÛÎ¸ÒÛ η, Û‡‚ÌÂÌËfl É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡
ÏÓÊÌÓ Ò‚ÂÒÚË Í Ó‰ÌÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ξ Ë ÓÌÓ ·Û‰ÂÚ ËÏÂÚ¸ Ì¸˛ÚÓÌÓ‚ ‚Ë‰.
ì·Â‰ËÏÒfl ‚ ˝ÚÓÏ. ì‡‚ÌÂÌËfl É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡ ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰ (7), (8). 

S I q,( ) p q,d

q0

q

∫=

H p q,( ) h h I( ),= =

ξ a x, η+ a x.–= =

ξ t η .=

η t ξ 2xy– ξ 1
2
--- ξ2 η2–( ).–= =

H v 2 v 1 e
v 2 e

v 1––+ const,= =

a( )ln x( )ln a– x–+ ax( )ln a– x– C,= =

ax
A
2
---ea x+ A

2
---eξ .= =

A 2eC.=

η t ξ Aeξ .–=

ξ t η ∂H/∂η.= =

η t ξ Aeξ– ∂H/∂ξ.–= =

G
1
2
---η2 1

2
---ξ2– Aeξ .+=
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èÓ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ (7) ÔÓ t Ë ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (8). èÓÎÛ˜ËÏ 

(10)

ì‡‚ÌÂÌËÂ (10) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÚÂÎ‡ Â‰ËÌË˜ÌÓÈ Ï‡ÒÒ˚ Ì‡ ÌÂÎËÌÂÈ-
ÌÓÈ ÔÛÊËÌÂ. 

íÂÔÂ¸ Ï˚ ÏÓÊÂÏ ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ú¸ ÓÒÌÓ‚ÌÓÈ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚ˚. 
èÂ‰ÎÓÊÂÌËÂ 1. ëËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ (1), (2) ÔË α1 = α2 = γ1 = γ2 = 1 ËÏÂÂÚ ÍÓÏÂ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ-

‚ÓÈ ÒÚÛÍÚÛ˚ Ò „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡ÌÓÏ H (ÒÏ. [1], [2]) ‚ÚÓÛ˛ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚Û ÒÚÛÍÚÛÛ Ò „‡ÏËÎ¸-
ÚÓÌË‡ÌÓÏ

Ë Û‡‚ÌÂÌËflÏË ‰‚ËÊÂÌËfl (7), (8), ÍÓÚÓ˚Â Ò‚Ó‰flÚÒfl Í Ó‰ÌÓÏÛ ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÏÛ ‚ Í‚‡‰‡ÚÛ‡ı
Û‡‚ÌÂÌË˛ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘ÂÏÛ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl Ë ËÏÂ˛˘ÂÏÛ ‚Ë‰ (10).

á‡ÏÂÚËÏ, ̃ ÚÓ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚È „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ËÌÚÂ„‡Î‡ ‰‚ËÊÂÌËfl A = 2eH. ë‡Ï ÓÌ, ÂÒÚÂ-
ÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÚÓÊÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ ‰‚ËÊÂÌËfl, ÌÓ ‚ÒÂ„‰‡ ‡‚ÂÌ ÌÛÎ˛. ì·Â‰ËÚ¸Òfl ‚ ˝ÚÓÏ Ù‡ÍÚÂ
ÎÂ„ÍÓ. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ A = 2axe–(a + x), ÚÓ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÙÓÏÛÎ‡ 

C ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, ËÏÂÂÏ

èÓ˝ÚÓÏÛ 

(11)

èÓ‰ÒÚ‡‚Ë‚ ÙÓÏÛÎÛ (11) ‚ (9), ÔÓÎÛ˜ËÏ 

(12)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ 
èÂ‰ÎÓÊÂÌËÂ 2. É‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì G ‚ÒÂ„‰‡ ‡‚ÂÌ ÌÛÎ˛.
ç‡ÚflÊÂÌËÂ ÔÛÊËÌ˚, ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÚÓÊÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ËÌÚÂ„‡Î‡ ‰‚ËÊÂÌËfl A. 
ëÎÂ‰ÛÂÚ ÓÚÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ, ‚ÓÓ·˘Â „Ó‚Ófl, Â˜¸ Ë‰ÂÚ Ó ÒËÒÚÂÏÂ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚˚ı ÒÚÛÍÚÛ, ÒÓÔÓ-

ÒÚ‡‚ÎflÂÏ˚ı ‰‡ÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Â Ë Ô‡‡ÏÂÚËÁÛÂÏ˚ı ÔÂ‚˚Ï ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ A. ëÚÛÍÚÛ‡ Ú‡ÂÍÚÓËÈ ‚
Ù‡ÁÓ‚˚ı ÔÎÓÒÍÓÒÚflı ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ı „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚˚ı ÒÚÛÍÚÛ ÓÚÎË˜‡ÂÚÒfl ÓÚ
ÒÚÛÍÚÛ˚ Ú‡ÂÍÚÓËÈ ‚ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ Á‡‰‡˜Ë, ÌÓ Ù‡ÁÓ‚‡fl Ú‡ÂÍÚÓËfl,
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ‰‡ÌÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌÂ A, ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Ó‰ÌÓÈ ËÁ Ú‡ÂÍÚÓËÈ ‚ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ‰Îfl
„‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì‡ G(A), Ë Ï˚ ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÔÓ ÌÂÈ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ˝ÚÓ„Ó „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì‡. èÓ˝ÚÓ-
ÏÛ ·ÓÎÂÂ Ô‡‚ËÎ¸ÌÓ ·˚ÎÓ ·˚ ‚ÂÒÚË Â˜¸ Ó ÒËÒÚÂÏÂ Í‚‡‰‡ÚË˜Ì˚ı ÔÓ ËÏÔÛÎ¸ÒÛ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡ÌÓ‚,
‡ÒÒÓˆËËÓ‚‡ÌÌ˚ı Ò ‰‡ÌÌÓÈ Á‡‰‡˜ÂÈ, ÌÓ ‰Îfl Í‡ÚÍÓÒÚË Ï˚ „Ó‚ÓËÏ Ó ‚ÚÓÓÈ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÈ
ÒÚÛÍÚÛÂ. ç‡ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ı, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÙÓÏÛÎ (7), (8), ˝ÚÓ ÌËÍ‡Í ÌÂ ÒÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl.
àÌÚÂÂÒÌÓ ÚÓ, ̃ ÚÓ ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ‡ÒÒÓˆËËÓ‚‡ÌÌÓÈ Ò ‰‡ÌÌÓÈ Á‡‰‡˜ÂÈ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÈ ÒÚÛÍÚÛ˚ Ò „‡-
ÏËÎ¸ÚÓÌË‡ÌÓÏ G(A) Ï˚ ‚˚·Ë‡ÂÏ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏÓÈ Ù‡ÁÓ‚Û˛ Ú‡ÂÍÚÓË˛, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ
G(A) = 0, Í‡Í ˝ÚÓ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÔÂ‰ÎÓÊÂÌËfl 2. 

3. èÓÎÛ˜ÂÌËÂ Û‡‚ÂÌÂÌËfl ‰ËÌ‡ÏËÍË Ë ‚˚‡ÊÂÌËfl
‰Îfl ÔÂËÓ‰‡ ‚ Í‚‡‰‡ÚÛ‡ı

ÇÂÌÂÏÒfl Í ‚ÓÔÓÒÛ Ó· ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËË Û‡‚ÌÂÌËfl (10). èÓ·ÎÂÏ‡ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl
ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÔÓ‰Ó·ÌÓ ÓÒ‚Â˘ÂÌ‡, Ì‡ÔËÏÂ, ‚ [3]. 

ÇË‰ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì‡ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Â¯ËÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËÂ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡–üÍÓ·Ë ‚ Í‚‡‰‡ÚÛ‡ı, ÌÓ ÔÓ˘Â
‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl Û‡‚ÌÂÌËflÏË (7), (9), (12) Ë Á‡ÏÂÌËÚ¸ η Ì‡ dξ/dt. íÓ„‰‡ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ 

(13)

d2ξ /dt2 dη /dt ξ Aeξ .–= =

G
1
2
---η2 1

2
---ξ2– Aeξ+=

A 2axe ξ– .=

ax
1
4
--- ξ2 η2–( ).=

A
1
2
--- ξ2 η2–( )e ξ– .=

G
1
2
---η2 1

2
---ξ2–

1
2
--- ξ2 η2–( )e ξ– eξ+ 0.= =

G
1
2
--- dξ

dt
------ 

 
2 1

2
---ξ2– Aeξ .+=
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ä‡Í ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (3.1) ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ 

ÍÓÚÓÓÂ ÏÓÊÌÓ Â¯ËÚ¸ ÏÂÚÓ‰ÓÏ ‡Á‰ÂÎÂÌËfl ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı (ÒÏ. [3]). èËÏÂÌË‚ ˝ÚÓÚ ÏÂÚÓ‰, ÔÓÎÛ˜ËÏ 

ËÎË 

(14)

ÂÒÎË ξ∗  < ξ Ë ‰‚ËÊÂÌËÂ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ‚Ô‡‚Ó ‚ ÒÚÓÓÌÛ Û‚ÂÎË˜ÂÌËfl ξ (t – ‚ÂÏfl ‰‚ËÊÂÌËfl ÓÚ ξ∗  ‰Ó ξ), Ë 

(15)

ÂÒÎË ξ∗  > ξ, ‡ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ‚ÎÂ‚Ó ‚ ÒÚÓÓÌÛ ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËfl ξ. 
èÛÒÚ¸ ξ1 Ë ξ2 – ÍÓÌË Û‡‚ÌÂÌËfl 

(16)

íÓ„‰‡ ËÏÂÂÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ÔÂËÓ‰‡ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ T (ÒÏ. [3]), ÍÓÚÓÓÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ
èÂ‰ÎÓÊÂÌËÂ 3. ÑÎfl ÔÂËÓ‰‡ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ T ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘‡fl ÙÓÏÛÎ‡:

(17)

4. åÂÚÓ‰ ‡ÒÚflÌÛÚ˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚
ì‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl ÔÂËÓ‰‡ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ (17) Ë Û‡‚ÌÂÌËfl (14), (15) ‰Îfl Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ξ ÓÚ t Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ

ËÌÚÂ„‡Î‡ ‰‚ËÊÂÌËfl A = 2eH. éÌ ÔËÌËÏ‡ÂÚ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Am = 2e–2 Ì‡ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÏ Â-
¯ÂÌËË. Ç ˝ÚÓÏ ÎÂ„ÍÓ Û·Â‰ËÚ¸Òfl, ÂÒÎË ‚ÒÔÓÏÌËÚ¸, ˜ÚÓ eH = axe–(a + x) = (ae–a)(xe–x) Ë ÙÛÌÍˆËfl f(z) = ze–z

‰ÓÒÚË„‡ÂÚ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ ÔË z = 1, „‰Â f(1) = e–1. áÌ‡˜ÂÌËfl a = 1 Ë x = 1 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú Í‡Í ‡Á ÒÚ‡ˆË-
ÓÌ‡ÌÓÏÛ Â¯ÂÌË˛, ‚ ˜ÂÏ ÏÓÊÌÓ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ Û·Â‰ËÚ¸Òfl ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍÓÈ ˝ÚËı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ‚ (1),
(2). ÅÛ‰ÂÏ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Ï‡Î˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl, ÓÔËÒ˚‚‡ÂÏ˚Â Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (10). àÏ ·Û‰ÂÚ ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚Ó‚‡Ú¸ ËÌÚÂ„‡Î ‰‚ËÊÂÌËfl A, Ï‡ÎÓ ÓÚÎË˜‡˛˘ËÈÒfl ÓÚ Am. á‡ÔË¯ÂÏ A ‚ ‚Ë‰Â 

(18)

„‰Â δ Ï‡Îó. íÂÔÂ¸ ÔÓÔÓ·ÛÂÏ Ì‡ÈÚË Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ω(A) = 2π/T(A) ‚ ‚Ë‰Â ω(δ) Ë Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ξ(t, A)
‚ ‚Ë‰Â ξ(t, δ) Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÚÂÓËË ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÈ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl Ï‡ÎÓÒÚ¸ Ô‡‡ÏÂÚ‡ δ. 

èËÏÂÌËÏ ‰Îfl ‡Ì‡ÎËÁ‡ Û‡‚ÌÂÌËfl (10) Ó‰ÌÛ ËÁ ‡ÁÌÓ‚Ë‰ÌÓÒÚÂÈ ÏÂÚÓ‰Ó‚ ÚÂÓËË ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÈ –
ÏÂÚÓ‰ ‡ÒÚflÌÛÚ˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ (ÒÏ. [4]). Ö„Ó ÒÛÚ¸ Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl ‚ ÍÓÂÍÚËÓ‚ÍÂ ˜‡ÒÚÓÚ˚ ÓÒÌÓ‚-
ÌÓÈ „‡ÏÓÌËÍË ÒËÒÚÂÏ˚ ÔÓ ıÓ‰Û Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚ Í‡Ê‰ÓÏ ÔÓfl‰ÍÂ ÚÂÓËË ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÈ. Ç Í‡-
˜ÂÒÚ‚Â Ï‡ÎÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ α ·Û‰ÂÚ ‚˚ÒÚÛÔ‡Ú¸ ‡ÁÌÓÒÚ¸ ξ2 – ξ0 ËÎË ξ1 – ξ0, „‰Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ξ1 Ë ξ2 ÓÔÂ-
‰ÂÎfl˛ÚÒfl ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl (16), ‡ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ξ0 – ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl 

(19)

í‡ÍÓÈ ‚˚·Ó Ï‡ÎÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ Û‰Ó·ÌÂÂ ‚ ÚÂıÌË˜ÂÒÍÓÏ ÓÚÌÓ¯ÂÌËË, Á‡ÚÂÏ ÓÌ ·Û‰ÂÚ Ò‚flÁ‡Ì Ò
Ô‡‡ÏÂÚÓÏ δ. 

ÑÎfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÒÚË ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ï‡ÎÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ ‚˚·ÂÂÏ ‡ÁÌÓÒÚ¸ ξ2 – ξ0. 
ÖÒÎË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍÛ˛ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˛ ‰Îfl ÓÔËÒ‡ÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (10), ÚÓ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ξ0 ÒÓ-

ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ‰ÌÛ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ flÏ˚, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÍÓÎÂ·ÎÂÚÒfl ˜‡ÒÚËˆ‡ Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÓÈ ξ, ‡ ÚÓ˜ÍË ξ1
Ë ξ2 – ÚÓ˜ÍË ÔÓ‚ÓÓÚ‡, ‚ ÌËı ÒÍÓÓÒÚ¸ ˜‡ÒÚËˆ˚ Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸ Ë ‚Òfl ˝ÌÂ„Ëfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÚÂÌ-
ˆË‡Î¸ÌÓÈ. 

ξ t
2 ξ2 2Aeξ ,–=

dξ

ξ2 2Aeξ–
--------------------------- dt,=

ζd

ζ2 2Aeζ–
---------------------------

ξ*

ξ

∫ t,=

ζd

ζ2 2Aeζ–
---------------------------

ξ

ξ
*

∫ t,=

ξ1 2,
2 2Ae

ξ1 2,– 0.=

2 ζd

ζ2 2Aeζ–
---------------------------

ξ1

ξ2

∫ T .=

A Am δ,–=

ξ0 Ae
ξ0.=
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ì‡‚ÌÂÌËÂ (10) ÌÛÊÌÓ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡Ú¸ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Á‡ÏÂÌ˚ 

Ë ÓÌÓ ÔËÏÂÚ ‚Ë‰ 

(20)

èÓÒÎÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl ‚ fl‰ ÔÓ x ÙÛÌÍˆËË ex Ë „ÛÔÔËÓ‚ÍË ‚˚‡ÊÂÌËfl ‚ Ô‡‚ÓÈ ̃ ‡ÒÚË (20) ÔÓ ÒÚÂ-
ÔÂÌflÏ x ÔÓÎÛ˜ËÏ 

(21)

Ñ‡ÎÂÂ ‰Îfl Û‰Ó·ÒÚ‚‡ ÔÓÎ‡„‡ÂÏ, ˜ÚÓ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl Ì‡˜ËÌ‡˛ÚÒfl ‚ Ó‰ÌÓÈ ËÁ ÚÓ˜ÂÍ ÔÓ‚ÓÓÚ‡, Ì‡ÔË-
ÏÂ ËÁ ξ2. íÓ„‰‡ ËÏÂÂÏ

íÂÔÂ¸ Ò‰ÂÎ‡ÂÏ Á‡ÏÂÌÛ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı 

ç‡˜‡Î¸Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ÔËÏÛÚ ‚Ë‰ 

a Û‡‚ÌÂÌËÂ (21) Á‡ÔË¯ÂÚÒfl ‚ ÙÓÏÂ 

(22)

ç‡ ˝ÚÓÏ ˝Ú‡ÔÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ Û˜ÂÒÚ¸ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ξ0 ÓÚ Ô‡‡ÏÂÚ‡ α: 

(23)

ëıÂÏ‡ÚË˜ÌÓ ÓÔË¯ÂÏ ÏÂÚÓ‰ ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ξ0i, i = 0, 1,… .
ÇÒÔÓÏÌËÏ, ˜ÚÓ Ô‡‡ÏÂÚ A ÔÂ‰ÒÚ‡‚Ë œÏ ‚ ‚Ë‰Â (18). 
ÅÛ‰ÂÏ ËÒÍ‡Ú¸ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ξ0(A) Ë ξ2(A) ‚ ‚Ë‰Â 

(24)

(25)

ÇÂÎË˜ËÌ‡ ξ20 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ˝ÍÒÚÂÏÛÏÛ ÙÛÌÍˆËË , ‚ ÍÓÚÓÓÏ ÓÌ‡ ÔËÌËÏ‡ÂÚ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ

Am, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ δ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛ ÓÚ ξ2 – ξ20 ÔË Ï‡Î˚ı ÁÌ‡˜Â-

ÌËflı ξ2 – ξ20. Ç ÒËÎÛ ˝ÚÓ„Ó ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ξ2 Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â fl‰‡ ÔÓ ÒÚÂÔÂÌflÏ . á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ξ2 Ë
ξ1 ÓÚ A = Am – δ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ ÊËÌÓÈ ÎËÌËÂÈ Ì‡ ÙË„. 1. 

èÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl (23)–(25) ‚ Û‡‚ÌÂÌËfl (19), (16). èË‡‚ÌË‚‡fl ‚˚‡ÊÂÌËfl ÔË Ó‰ËÌ‡ÍÓ-
‚˚ı ÒÚÂÔÂÌflı Ô‡‡ÏÂÚ‡ δ, ÔÓÒÎÂ ÌÂÒÎÓÊÌ˚ı, ÌÓ „ÓÏÓÁ‰ÍËı ‚˚˜ËÒÎÂÌËÈ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ 

ÇÒÔÓÏÌËÏ ÚÂÔÂ¸, ̃ ÚÓ α = ξ2 – ξ0. Ç Ò‡ÏÓÏ „Û·ÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË, Û‰ÂÊË‚‡fl ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÔÓfl‰-

Í‡  Ë ÓÔÛÒÍ‡fl ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ÔÓfl‰Í‡ δ Ë ‚˚¯Â, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ 

(26)
é·‡˘‡fl ˝ÚÛ ÙÓÏÛÎÛ, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÔË Ï‡Î˚ı δ 

(27)
äÓÏ·ËÌËÛfl ÚÂÔÂ¸ ÙÓÏÛÎ˚ (24) Ë (27), ÔÓÎÛ˜ËÏ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ξ0 ÓÚ α:

Ñ‡ÎÂÂ ‰Îfl Û‰Ó·ÒÚ‚‡ ‚ÏÂÒÚÓ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl Á‡‚ËÒËÏÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ z ÓÔflÚ¸ ·Û‰ÂÏ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸
Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÂ x. 

ξ ξ 0 x,+=

xtt x ξ0 Ae
ξ0ex.–+=

xtt 1 ξ0–( )x ξ0
x2

2
----- x3

6
----- x4

24
------ …+ + + 

  .–=

x
t 0= α , xt t 0=

0.= =

x αz.=

z
t 0= 1, zt t 0=

0,= =

ztt 1 ξ0–( )z ξ0 α z2

2
---- α2z3

6
---- α3 z4

24
------ …+ + + 

  .–=

ξ0 ξ00 αξ 01 α2ξ02 ….+ + +=

ξ0 ξ00
– δξ01

– δ2ξ02
– …,+ +=

ξ2 ξ20 δξ21 δξ22 ….+ + +=

ξ2
2

2
-----e

ξ2–

δ

ξ00
– 2, ξ01

– e2, ξ21 e 2.= = =

δ

α e 2 δ.=

δ α2/ 2e2( ).=

ξ00 2, ξ01 0, ξ02 1/2.= = =
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íÂÔÂ¸ ÏÓÊÌÓ ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ú¸
èÂ‰ÎÓÊÂÌËÂ 4. êÂ¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (22) Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ˜ÎÂÌÓ‚ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ÔÓ α ËÏÂ-

ÂÚ ‚Ë‰ 

îÓÏÛÎ‡ (26) ‚ ‚˚·‡ÌÌÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË ‰‡ÂÚ ‚˚‡ÊÂÌËÂ α ˜ÂÂÁ δ.
ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ÅÛ‰ÂÏ Â¯‡Ú¸ Û‡‚ÌÂÌËÂ (22) ÏÂÚÓ‰ÓÏ ‡ÒÚflÌÛÚ˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó

Ò‰ÂÎ‡ÂÏ Á‡ÏÂÌÛ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı 

x x0 α x1 α2x2, x0+ + s,cos= =

x1
1
2
---–

1
3
--- scos

1
6
--- 2s( ),cos+ +=

x2
1
3
---–

55
288
--------- scos

1
9
--- 2s( )cos

1
32
------ 3s( ),cos+ + +=

t s 1 αω1 α2ω2 …+ + +( ), s ω̃t,= =

ω̃ 1 αω1– α2 ω2 ω1
2+( )– …, ω1– 0, ω2 1/24.= = =

t s 1 αω1 α2ω2 …+ + +( )=

–4
.5

–4
.5

–4
.5

–2.0
–2.0
–2.0

–2.0–2.0–2.0

0.50.50.5

3.03.03.0

5.55.55.5

8.08.08.0

5.0

4.5

4.0

3.5

3.0

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
10 × A

ξ

îË„. 1.

5
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Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ ‚ fl‰ 

èÓÎÛ˜ËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ 

àÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ÚÓÚ Ù‡ÍÚ, ˜ÚÓ 

äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ÔÓÎÛ˜ËÏ ‚˚‡ÊÂÌËfl ‰Îfl ÒÚÂÔÂÌÂÈ x:

íÂÔÂ¸ ÛÊÂ ÎÂ„ÍÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËfl ‚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı ÔÓfl‰Í‡ı ÔÓ α, „ÛÔÔËÛfl ˜ÎÂÌ˚ Ò Ó‰ËÌ‡-
ÍÓ‚˚ÏË ÒÚÂÔÂÌflÏË α. 

èÂ‚˚Â ÚË Û‡‚ÌÂÌËfl ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰ 

(28)

(29)

êÂ¯ÂÌËÂ ÔÂ‚Ó„Ó ËÁ ˝ÚËı ÚÂı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ò Û˜ÂÚÓÏ Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

èÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ Â„Ó ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (28) Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ÔÓËÁ‚ÓÎ ‚ ‚˚·ÓÂ Ô‡‡ÏÂÚ‡ ω1 ‰Îfl ÛÌË˜ÚÓÊÂ-
ÌËfl ‚ÂÍÓ‚˚ı ˜ÎÂÌÓ‚. èÓÒÎÂ ÌÂÒÎÓÊÌ˚ı, ÌÓ „ÓÏÓÁ‰ÍËı ‚˚˜ËÒÎÂÌËÈ ÔÓÎÛ˜ËÏ

èÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â Â¯ÂÌËfl ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (29) Ë ÔÓÚÂ·ÛÂÏ ÛÌË˜ÚÓÊÂÌËfl ‚ÂÍÓ‚˚ı ˜ÎÂÌÓ‚.
íÓ„‰‡ ÔÓÎÛ˜ËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl ω2:

ÓÚÍÛ‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

îÛÌÍˆËfl x2 ÚÓ„‰‡ ÔËÏÂÚ ‚Ë‰

x αnxn.
n 0=

∞

∑=

d2

ds2
------- x0 α x1 α2x2 α3x3 …+ + + +( )  =

=  1 αω1 α2ω2 …+ + +( )2
1 ξ00–( ) αξ 01– α2ξ02– …) x0 α x1 α2x2 …+ + +( ) –---–

– ξ00 αξ 01 α2ξ02 …+ + +( ) α
2
--- x0 α x1 α2x2 …+ + +( )2 α2

6
----- x0 α x1 α2x2 …+ + +( )3 …+ + 

  .

1 αω1 α2ω2 …+ + +( )2
1 α 2ω1( ) α2 2ω2 ω1

2+( ) ++ +=

+ α3 2ω3 2ω2ω1+( ) α4 2ω4 2ω3ω1 ω2
3+ +( ) ….+ +

x0 α x1 α2x2 …+ + +( )2
x0

2 α 2x1x0( ) α2 2x2x0 x1
2+( ) ++ +=

+ α3 2x3x0 2x2x1+( ) α4 2x4x0 2x3x1 x2
2+ +( ) …,+ +

x0 α x1 α2x2 …+ + +( )3
x0

3 α 3x1x0
2( ) α2 3x2x0

2 3x0x1
2+( ) α3 3x3x0

2 6x0x1x2 x1
3+ +( ) ….+ + + +=

x0tt x0+ 0,=

x1tt x1 2ω1 ξ01+( )x0 x0
2+ + + 0,=

x2tt x2 2ω2 ω1
2 ξ02 ω1ξ01+ + +( )x0 2ω1 ξ01+( )x1 2x0x1 4ω1 ξ01+( )

x0
2

2
----- 1

3
---x0

3+ + + + + + 0.=

x0 s.cos=

ω1 0,=

x1
1
2
---–

1
3
--- scos

1
6
--- 2s( ).cos+ +=

2ω2 ξ02 7/12,=+

ω2 1/24.=

x2
1
3
---–

55
288
--------- scos

1
9
--- 2s( )cos

1
32
------ 3s( ).cos+ + +=
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5. ÄÌ‡ÎËÁ ËÒÛÌÍÓ‚

ç‡ ÙË„. 2 ÔË‚Â‰ÂÌ „‡ÙËÍ ÙÛÌÍˆËË A = (ξ2 – η2)e–ξ. ãËÌËË ÛÓ‚Ìfl Ì‡ ˝ÚÓÏ „‡ÙËÍÂ ÔÂ‰-

ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ Ú‡ÂÍÚÓË˛, ÔÓ ÍÓÚÓÓÈ ‰‚ËÊÂÚÒfl Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÚÓ˜Í‡ Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË ξ Ë η,
ÓÚÓ·‡Ê‡˛˘‡fl ÒÓÒÚÓflÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ Ò Á‡‰‡ÌÌ˚Ï Ô‡‡ÏÂÚÓÏ A, ÍÓÚÓ˚È Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ‚˚ÒÓÚÂ
ÎËÌËË ÛÓ‚Ìfl.

ç‡ ÙË„. 1 ÔË‚Â‰ÂÌ „‡ÙËÍ ÙÛÌÍˆËË ξ2 – Ae–ξ. èË Á‡‰‡ÌÌÓÏ A ˝Ú‡ ÙÛÌÍˆËfl ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÔÓ-

ÚÂÌˆË‡Î¸ÌÛ˛ flÏÛ, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ‰‚ËÊÂÚÒfl ÚÓ˜Í‡ Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÓÈ ξ, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘‡fl ÒËÒÚÂÏÛ. É‡ÙËÍ
ËÁÓ·‡Ê‡ÂÚ Ò‡ÁÛ ‚ÂÒ¸ Ì‡·Ó ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı flÏ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ‡ÁÌ˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËflÏ Ô‡‡ÏÂÚ-
‡ A. çÛÎË ˝ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú ÚÓ˜Í‡Ï ÔÓ‚ÓÓÚ‡, „‰Â ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÓÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ‰‚ËÊÂÌËfl
ËÁÓ·‡Ê‡˛˘ÂÈ ÒËÒÚÂÏÛ ÚÓ˜ÍË Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÓÈ ξ Ë Ì‡˜ËÌ‡ÂÚÒfl ‰‚ËÊÂÌËÂ ‚ Ó·‡ÚÌÛ˛ ÒÚÓÓÌÛ. 

ÜËÌ‡fl ÎËÌËfl Ì‡ ̋ ÚÓÏ „‡ÙËÍÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÎËÌË˛ ÌÛÎÂ‚Ó„Ó ÛÓ‚Ìfl Ë fl‚ÎflÂÚÒfl „‡ÙË-
ÍÓÏ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÚÓ˜ÂÍ ÔÓ‚ÓÓÚ‡ ξ1, ξ2 ÓÚ Ô‡‡ÏÂÚ‡ A. èË Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËË Ô‡‡ÏÂÚ‡
A ÓÌË ÒÏ˚Í‡˛ÚÒfl ‚ ÚÓ˜ÍÂ ξ c ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÓÈ 2, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÏÛ ÒÓÒÚÓflÌË˛ ÒËÒÚÂÏ˚. 

ç‡ ÙË„. 3 ËÁÓ·‡ÊÂÌ „‡ÙËÍ ÙÛÌÍˆËË ξ – Ae–ξ, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘ÂÈ ÒÓ·ÓÈ ÒËÎÛ, ‚˚Á˚‚‡˛˘Û˛ ÍÓ-
ÎÂ·‡ÌËfl ÚÓ˜ÍË Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÓÈ ξ. É‡ÙËÍ ËÁÓ·‡Ê‡ÂÚ Ò‡ÁÛ ‚ÂÒ¸ Ì‡·Ó ÒËÎ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ‡Á-
Ì˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËflÏ Ô‡‡ÏÂÚ‡ A. çÛÎË ˝ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú ‰ÌÛ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı flÏ, ËÁÓ·‡-
ÊÂÌÌ˚ı Ì‡ ÙË„. 1. ÜËÌ‡fl ÎËÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÎËÌËÂÈ ÌÛÎÂ‚Ó„Ó ÛÓ‚Ìfl. é‰Ì‡ ËÁ ‚ÂÚ‚ÂÈ ˝ÚÓÈ ÎËÌËË
ÎÂÊËÚ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË ÔÓ‚ÓÓÚ‡, ‰Û„‡fl ÎÂÊËÚ ‚ÌÂ Ó·Î‡ÒÚË ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ë ÌÂ ËÏÂÂÚ ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl Í
ÔÓˆÂÒÒÛ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ. èË ‰‡ÌÌÓÏ A ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ ÔÂ‚ÓÈ ‚ÂÚ‚Ë ˝ÚÓÈ ÎËÌËË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÚÓ˜ÍÂ ξ0
Ë ‡ÁÌÓÒÚ¸ ξ2 – ξ0 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Ï‡ÎÓÏÛ Ô‡‡ÏÂÚÛ α, ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÓÏÛ ‚ ‡Á‰. 4. 

1
2
---

1
2
---

0.08
0.08
0.08

0.18
0.18
0.18

5

4

3

2

1

0

–1

–2

–3

–4

1 2 3 4 5 6 7 8 9
ξ

η

îË„. 2.
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ç‡ ÙË„. 4 ÔË‚Â‰ÂÌ‡ ÍË‚‡fl Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ˜‡-
ÒÚÓÚ˚ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ω = 2π/T ÓÚ Ô‡‡ÏÂÚ‡ A, ÔÓÎÛ-
˜ÂÌÌ‡fl ˜ËÒÎÂÌÌ˚Ï Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl (17). 

ç‡ ÙË„. 5 Ë ÙË„. 6 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ „‡ÙËÍË
ËÁÏÂÌÂÌËfl ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ξ(t) ÒÓ ‚ÂÏÂÌÂÏ ‰Îfl ‰‚Ûı
ÁÌ‡˜ÂÌËÈ A. äË‚‡fl Ì‡ ÙË„. 5 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ËÁ-
ÏÂÌÂÌË˛ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ξ(t) ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl, ÍÓ„‰‡ A =
= 0.256. äË‚‡fl Ì‡ ÙË„. 6 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÒÎÛ-
˜‡˛ A = 0.112. àÁ „‡ÙËÍÓ‚ ‚Ë‰ÌÓ, ̃ ÚÓ Ò ÛÏÂÌ¸-
¯ÂÌËÂÏ A ÙÓÏ‡ ÍË‚˚ı ‚ÒÂ ÒËÎ¸ÌÂÂ ÓÚÍÎÓÌfl-
ÂÚÒfl ÓÚ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸ÌÓÈ. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ‚Ë‰ÌÓ,
˜ÚÓ ÒËÒÚÂÏ‡ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÏËÌËÏÛÏ‡ ξ ÔÓ‚Ó-
‰ËÚ ·ÓÎ¸¯ÂÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‚ÂÏÂÌË, ˜ÂÏ ‚
ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡, Ë ˝Ú‡ ÚÂÌ‰ÂÌˆËfl ÛÒË-
ÎË‚‡ÂÚÒfl Ò ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂÏ A. 

6. á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂ

ì‡‚ÌÂÌËfl ãÓÚÍË–ÇÓÎ¸ÚÂ‡ Ó·Î‡‰‡˛Ú ıÓÓ¯Ó ËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÈ ÒÚÛÍÚÛÓÈ (ÒÏ. [2]).
éÌ‡ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ËÁÛ˜ËÚ¸ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ Ú‡ÂÍÚÓËÈ ‚ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ë ‚ÓÒÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸ ‰ËÌ‡ÏËÍÛ ‚
Í‚‡‰‡ÚÛ‡ı. ä ÒÓÊ‡ÎÂÌË˛, Ì‡ Ô‡ÍÚËÍÂ ‰Îfl ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÓ Ì‡È‰ÂÌÌ˚Ï Ù‡ÁÓ‚˚Ï
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Ú‡ÂÍÚÓËflÏ ˝Ú‡ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚‡ ÒÚÛÍÚÛ‡ ÌÂ Ó˜ÂÌ¸ Û‰Ó·Ì‡, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÌÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ‚˚‡ÁËÚ¸
ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛ Ó‰ÌÓÈ ËÁ ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏ˚ı ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ˜ÂÂÁ ÌÂÂ Ò‡ÏÛ ‚ ˝ÎÂ-
ÏÂÌÚ‡Ì˚ı ÙÛÌÍˆËflı. èÓÔ˚ÚÍ‡ Ì‡ÈÚË ‰Û„ËÂ ÒÍÓ·ÍË èÛ‡ÒÒÓÌ‡ Ë ‰Û„ÓÈ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì ‚ ‰‡ÌÌÓÏ
ÒÎÛ˜‡Â ÌÂ ÔË‚Â‰ÂÚ Í ÛÒÔÂıÛ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÓÌ‡ ·Û‰ÂÚ ÔË‚Ó‰ËÚ¸ Í Ú‡ÍÓÏÛ ÊÂ ÔÂ‚ÓÏÛ ËÌÚÂ„‡ÎÛ ÒË-
ÒÚÂÏ˚. èÓÒÚÓËÚ¸ Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍÛ˛ Á‡ÏÂÌÛ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı Ú‡ÍÊÂ ÚÛ‰ÌÓ ÔÓ ÚÓÈ ÔË˜ËÌÂ, ˜ÚÓ Á‡‰‡˜‡
Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl ÔÓËÁ‚Ó‰fl˘ÂÈ ÙÛÌÍˆËË Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó˜ÂÌ¸ ÒÎÓÊÌÓÈ.
íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓ‰ıÓ‰, ÔÓÁ‚ÓÎfl˛˘ËÈ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÔËÂÏÎÂÏ˚Â ‚˚‡ÊÂÌËfl ‰Îfl ËÒÒÎÂ‰Ó-
‚‡ÌËfl ‰ËÌ‡ÏËÍË ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓ„Ó ˜‡ÒÚÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl ÒËÒÚÂÏ˚ ãÓÚÍË–ÇÓÎ¸ÚÂ‡. éÌ ÓÒÌÓ‚‡Ì Ì‡
Ë‰ÂÂ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÓ Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ‚˚·‡ÌÌ˚ı Ù‡ÁÓ‚˚ı Ú‡ÂÍÚÓËÈ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Ò‚ÓÂ„Ó
„‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì‡ Ë Ì‡ ÚÓÏ Ù‡ÍÚÂ, ˜ÚÓ ‡ÁÌ˚Â „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚˚ ÒËÒÚÂÏ˚ ÏÓ„ÛÚ ËÏÂÚ¸ ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘ËÂ
Ù‡ÁÓ‚˚Â Ú‡ÂÍÚÓËË, ÔË˜ÂÏ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÔÓ ÌËÏ ÏÓÊÂÚ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ¸ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Ó. çÂÒÎÓÊÌ‡fl Á‡ÏÂ-
Ì‡ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ËÁ‚ÂÒÚÌÓ„Ó ÔÂ‚Ó„Ó ËÌÚÂ„‡Î‡ – „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì‡ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔË-
‚ÂÒÚË Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl Í ÙÓÏ‡Î¸ÌÓ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÈ ÙÓÏÂ Ò ÚÓÈ ‡ÁÌËˆÂÈ, ̃ ÚÓ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡Ì
Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚˚·‡ÌÌÓÈ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ Ú‡ÂÍÚÓËË. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Í‡Ê‰ÓÈ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ Ú‡ÂÍÚÓËË ÒÓÔÓ-
ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚‡ ÒËÒÚÂÏ‡, ËÏÂ˛˘‡fl, ‚ÓÓ·˘Â „Ó‚Ófl, ‰Û„Û˛ ÒÚÛÍÚÛÛ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓ-
ÒÚË, ˜ÂÏ ËÒıÓ‰Ì‡fl, ÌÓ ‰‡ÌÌ‡fl Ù‡ÁÓ‚‡fl Ú‡ÂÍÚÓËfl Û ÌËı Ó·˘‡fl Ë ı‡‡ÍÚÂ ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÓ ÌÂÈ ÒÓ‚-
Ô‡‰‡ÂÚ. á‡ÏÂ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÚÓ, ˜ÚÓ Í‡Ê‰˚È ËÁ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓ„Ó Ì‡·Ó‡ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡ÌÓ‚ Í‚‡‰‡ÚË˜ÂÌ ÔÓ
Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÏÛ ËÏÔÛÎ¸ÒÛ. É‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚˚ ÒËÒÚÂÏ˚, Í‚‡‰‡ÚË˜Ì˚Â ÔÓ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÏÛ ËÏÔÛÎ¸ÒÛ, ıÓ-
Ó¯Ó ËÁÛ˜ÂÌ˚ Ë ¯ËÓÍÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‚ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÈ ÏÂı‡ÌËÍÂ. ä‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÒÚ¸ ÔÓ Ó·Ó·˘ÂÌ-
ÌÓÏÛ ËÏÔÛÎ¸ÒÛ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ‡Á‚ËÚ¸ ‰Îfl ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ‰ËÌ‡ÏËÍË ‰‡ÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÔÓÎÂÁÌÛ˛ ‡Ì‡ÎÓ-
„Ë˛ Ò ÍÓÎÂ·‡ÌËflÏË Ï‡ÒÒ˚ Ì‡ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ÔÛÊËÌÂ. èÂËÓ‰ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ë Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û ÍÓÓ‰ËÌ‡-
ÚÓÈ ÚÓ˜Â˜ÌÓÈ Ï‡ÒÒ˚ Ì‡ ÔÛÊËÌÂ Ë ‚ÂÏÂÌÂÏ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Ó·˚˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ (ÒÏ. [3]).
èÂËÏÛ˘ÂÒÚ‚‡, ÍÓÚÓ˚Â ‰‡ÂÚ ÔË ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËË ‰ËÌ‡ÏËÍË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ Í‚‡‰‡ÚË˜Ì˚ı ÔÓ Ó·Ó·-
˘ÂÌÌÓÏÛ ËÏÔÛÎ¸ÒÛ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌË‡ÌÓ‚, ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ‚ ‡·ÓÚÂ ·ÂÁ Ó·‡˘ÂÌËfl Í ÒÎÓÊÌÓÈ Á‡‰‡˜Â ÔÓÒÚÓ-
ÂÌËfl ÔÓËÁ‚Ó‰fl˘ÂÈ ÙÛÌÍˆËË Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ. 
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èÂ‰Î‡„‡ÂÚÒfl ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚È ÏÂÚÓ‰ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ „‡ÌË˜ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë 

–y'' – λρy = 0, y(0) = y(1) = 0,

„‰Â ρ ∈ [0, 1] – Ó·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ÌÂÍÓÚÓÓÈ Ò‡ÏÓÔÓ‰Ó·ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË P ∈ L2[0, 1].
ÅË·Î. 6.

äÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡: Á‡‰‡˜‡ òÚÛÏ‡–ãËÛ‚ËÎÎfl, ÏÂÚÓ‰ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ, Ù‡Í-
Ú‡Î¸Ì‡fl ËÌ‰ÂÙËÌËÚÌ‡fl ‚ÂÒÓ‚‡fl ÙÛÌÍˆËfl.

1. Ç‚Â‰ÂÌËÂ 

1. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ „‡ÌË˜ÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û 

(1)

(2)

„‰Â λ ∈ � – ÒÔÂÍÚ‡Î¸Ì˚È Ô‡‡ÏÂÚ. Ç ÒÎÛ˜‡Â ÍÓ„‰‡ ‚ÂÒ ρ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ‡‚ÌÓÏÂÌÓ ÔÓÎÓ-
ÊËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÌÂÔÂ˚‚ÌÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛, ̋ Ú‡ Á‡‰‡˜‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÈ. é‰Ì‡ÍÓ ÓÌ‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ
ËÌÚÂÂÒ Ë ‚ ÚÓÈ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÏÂÌÂÂ ËÁÛ˜ÂÌÌÓÈ ÒËÚÛ‡ˆËË, ÍÓ„‰‡ ‚ ÓÎË ‚ÂÒ‡ ρ ‚˚ÒÚÛÔ‡ÂÚ Ó·Ó·˘ÂÌ-

Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÍÎ‡ÒÒ‡ [0, 1]. ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ‚ÂÒÓ‚ÓÈ ÙÛÌÍˆËË ÓÔÂ‡ÚÓÌ˚Â ÏÓ-
‰ÂÎË Ú‡ÍÓÈ ÒËÌ„ÛÎflÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ÛÍ‡Á˚‚‡ÎËÒ¸, Ì‡ÔËÏÂ, ‚ [1], [2]. ÅÓÎÂÂ Ó·˘‡fl ÒËÚÛ‡ˆËfl, Ò‚flÁ‡Ì-
Ì‡fl Ò ‰ÓÔÛ˘ÂÌËÂÏ ‚ÂÒ‡ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÁÌ‡Í‡, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Î‡Ò¸ ‚ [3], [4]. 

àÁ‚ÂÒÚÌÓ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [1, Ù-Î‡ (11.7)]), ˜ÚÓ ‚ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‡ÒËÏÔÚÓÚËÍ‡ Ò˜ËÚ‡˛˘ÂÈ
ÙÛÌÍˆËË � ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Á‡‰‡˜Ë (1), (2) ÔË λ  +∞ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

„‰Â dµ – ÎËÌÂÈÌ‡fl ÏÂ‡ ãÂ·Â„‡. ëËÌ„ÛÎflÌ˚Â Á‡‰‡˜Ë ÌÂ ‰ÓÔÛÒÍ‡˛Ú Ú‡ÍÓ„Ó Â‰ËÌÓÓ·‡ÁÌÓ„Ó ÓÔË-
Ò‡ÌËfl. èÓ˝ÚÓÏÛ ‰Îfl ·ÓÎÂÂ ‰ÂÚ‡Î¸ÌÓ„Ó ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ‚‚Ó‰ËÚ¸ ‡ÁÎË˜Ì˚Â Ó„‡ÌË˜ÂÌËfl

Ì‡ ‚Ë‰ ÒËÌ„ÛÎflÌÓ„Ó ‚ÂÒ‡. ç‡Ë·ÓÎÂÂ ËÁÛ˜ÂÌÌÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÚÛ‡ˆËfl, ÍÓ„‰‡ ‚ÂÒ ρ ∈ [0, 1] ÔÂ‰-
ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Ó·Ó·˘ÂÌÌÛ˛ (‚ ÒÏ˚ÒÎÂ ëÓ·ÓÎÂ‚‡) ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛ ÌÂÍÓÚÓÓÈ Ò‡ÏÓÔÓ‰Ó·ÌÓÈ (Ù‡Í-
Ú‡Î¸ÌÓÈ) ÙÛÌÍˆËË P ∈ L2 [0, 1]. àÏÂÌÌÓ Ú‡Í‡fl ÒËÚÛ‡ˆËfl Ë ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Î‡Ò¸ ‚ [2]–[4] (Ó·ÒÛÊ‰ÂÌËÂ
ÔËÎÓÊÂÌËÈ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı ÔË ˝ÚÓÏ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ‚ ÚÂÓËË ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Ì‡È-
‰ÂÌÓ ‚ [5]). èÓ‰Ó·ÌÓÂ ÓÔËÒ‡ÌËÂ ÍÎ‡ÒÒ‡ Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓ ÒÛÏÏËÛÂÏ˚ı Ò‡ÏÓÔÓ‰Ó·Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ ·Û-
‰ÂÚ ‰‡ÌÓ ‚ Ô. 3 ‡Á‰. 2.

èÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â Ì‡ ÛÍ‡Á‡ÌÌÓÏ ÔÛÚË ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ Í‡ÚÍÓ Óı‡‡ÍÚÂËÁÓ‚‡Ì˚ ÒÎÂ‰Û˛-
˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ. ä‡Ê‰ÓÈ Ò‡ÏÓÔÓ‰Ó·ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË P ∈ L2[0, 1] ÒÚ‡‚ËÚÒfl ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸-
ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ D < 2, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ ÒÔÂÍÚ‡Î¸Ì˚Ï ÔÓfl‰ÍÓÏ ˝ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËË (ÒÏ. [3, § 3]). Ç ÒÎÛ˜‡Â ‚˚-

1) ê‡·ÓÚ‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ ÔË ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ ÔÓ‰‰ÂÊÍÂ êîîà (ÍÓ‰ ÔÓÂÍÚ‡ 07-01-00283), „‡ÌÚ‡ ÔÓ‰‰ÂÊÍË ‚Â‰Û˘Ëı Ì‡Û˜-
Ì˚ı ¯ÍÓÎ çò-5247.2006.1 Ë INTAS, „‡ÌÚ ‹ 05-1000008-7883.

W2
1–°

y''– λρy– 0,=

y 0( ) y 1( ) 0,= =

W2
1–°

� λ( ) 1
π
--- ρ µd

0

1
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ìÑä 519.624.1
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ÔÓÎÌÂÌËfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ D > 0 ‡ÒËÏÔÚÓÚËÍ‡ Ò˜ËÚ‡˛˘ÂÈ ÙÛÌÍˆËË ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡-
˜ÂÌËÈ Á‡‰‡˜Ë (1), (2) c ‚ÂÒÓÏ ρ  P' ËÏÂÂÚ ÔË λ  +∞ ‚Ë‰ 

(3)

„‰Â s – ÌÂÍÓÚÓ‡fl ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍ‡fl ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl (Á‡‚ËÒfl˘‡fl ÓÚ ‚˚·Ó‡ ÙÛÌÍˆËË P). 
2. Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÂ ‚ÂÏfl, ÔÓ ‚ÒÂÈ ‚Ë‰ËÏÓÒÚË, ÌÂËÁ‚ÂÒÚÂÌ ÒÔÓÒÓ·, ÍÓÚÓ˚È ÔÓÁ‚ÓÎflÎ ·˚ Óı‡‡ÍÚÂ-

ËÁÓ‚˚‚‡Ú¸ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÙË„ÛËÛ˛˘ÂÈ ‚ ‡ÒËÏÔÚÓÚËÍÂ (3) ÙÛÌÍˆËË s Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â Ó·˘Ëı ÒÓÓ·‡ÊÂ-
ÌËÈ. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, Ï˚ ÌÂ ‡ÒÔÓÎ‡„‡ÂÏ ÍËÚÂËÂÏ, ÔÓÁ‚ÓÎfl˛˘ËÏ ÓÔÂ‰ÂÎflÚ¸, ‰Îfl Í‡ÍËı ‚ÂÒÓ‚ ρ
ÙÛÌÍˆËfl s ‚˚ÓÊ‰‡ÂÚÒfl ‚ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÛ. åÂÊ‰Û ÚÂÏ ÒÍÓÎ¸ Û„Ó‰ÌÓ ÚÓ˜Ì˚Â ÓˆÂÌÍË ÙÛÌÍˆËÈ s ‰Îfl ‡Á-
ÎË˜Ì˚ı ÍÓÌÍÂÚÌ˚ı ‚ÂÒÓ‚ ρ ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌ˚ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Á‡‰‡˜Ë (1), (2). èËÏÂ˚ ÔËÏÂÌÂÌËfl Ú‡ÍÓ„Ó ÔÓ‰ıÓ‰‡ ·˚ÎË
ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ‚ [3, § 5]. Ç ̃ ‡ÒÚÌÓÒÚË, Ú‡Ï ·˚ÎÓ ÓÚÏÂ˜ÂÌÓ, ̃ ÚÓ ÂÒÎË ‚ÂÒ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Ó·Ó·˘ÂÌ-
ÌÛ˛ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛ ËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ Í‡ÌÚÓÓ‚ÓÈ ÎÂÒÚÌËˆ˚, ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl s Á‡‚Â‰ÓÏÓ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌ-
ÌÓÈ. çËÊÂ ·Û‰ÂÚ ËÁÎÓÊÂÌ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸Ì˚È ÏÂÚÓ‰, ÔËÏÂÌÂÌËÂ ÍÓÚÓÓ„Ó ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ÛÍ‡-
Á‡ÌÌ˚Â ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍËÂ ‚˚‚Ó‰˚. 

2. ë‚Â‰ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë Í ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌÓÈ 
1. ä‡Í Ë ‚ [3], [4], ÔÓ‰ ËÌ‰ÂÍÒÓÏ ËÌÂˆËË indF ˝ÏËÚÓ‚‡ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ F, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Â„Ó ‚ ÌÂÍÓÚÓ-

ÓÏ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â �, ·Û‰ÂÏ ÔÓÌËÏ‡Ú¸ ÚÓ˜ÌÛ˛ ‚ÂıÌ˛˛ „‡Ì¸ ‡ÁÏÂÌÓÒÚÂÈ ÍÓ-
ÌÂ˜ÌÓÏÂÌ˚ı ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ � ⊆ �, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı ÛÒÎÓ‚Ë˛ 

(4)

àÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ 
ìÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ 1. èÛÒÚ¸ �1 Ë �2 – ‰‚‡ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ‡ � – ÔflÏ‡fl ÒÛÏÏ‡ �1 ⊕  �2

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ �1 Ë �2. èÛÒÚ¸ Ú‡ÍÊÂ F : �  � – Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚È ˝ÏËÚÓ‚ ÓÔÂ‡ÚÓ Ò ·ÎÓ˜ÌÓ-
Ï‡ÚË˜Ì˚Ï ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂÏ

‚ ÍÓÚÓÓÏ ÓÔÂ‡ÚÓ C : �2  �2 ‡‚ÌÓÏÂÌÓ ÔÓÎÓÊËÚÂÎÂÌ. íÓ„‰‡ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó 

(5)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. Ç‚Ë‰Û Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ Ó·‡ÚËÏÓÒÚË ÓÔÂ‡ÚÓ‡ C, ‰Îfl ÓÔÂ‡ÚÓ‡ F ÏÓÊÌÓ ‡Ò-
ÒÏÓÚÂÚ¸ Ù‡ÍÚÓËÁ‡ˆË˛ îÓ·ÂÌËÛÒ‡–òÛ‡ F = H*F0H, „‰Â ˜ÂÂÁ H Ë F0 Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ˚ ÓÔÂ‡ÚÓ˚
Ò ·ÎÓ˜ÌÓ-Ï‡ÚË˜Ì˚ÏË ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËflÏË:

èË ˝ÚÓÏ ÓÔÂ‡ÚÓ H Ó·Î‡‰‡ÂÚ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚Ï Ó·‡ÚÌ˚Ï ‚Ë‰‡ 

‡ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ x ∈ � ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

íÓ„‰‡ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌÓ„Ó ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ � ⊆ �, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Â„Ó ÛÒÎÓ‚Ë˛ (4),
ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �0  H� ËÏÂÂÚ ÚÛ ÊÂ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ 

(6)

‡ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌÓ„Ó ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �0 ⊆ �, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Â„Ó ÛÒÎÓ‚Ë˛ (6), ÔÓ‰-
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �  H–1�0 ËÏÂÂÚ ÚÛ ÊÂ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ (4). í‡ÍËÏ Ó·‡-

� λ( ) s λln( )λD/2,∼

ε∃ 0 x∀ � : Fx x,〈 〉 ε x �
2 .–≤∈>

F A B*

B C 
 
 

,=

indF ind A B*C 1– B–( ).=

H
1 0

C 1– B 1 
 
 

, F0
A B*C 1– B– 0

0 C 
 
 

.

H 1– 1 0

C 1– B– 1 
 
 

,=

Fx x,〈 〉 H*F0Hx x,〈 〉 F0 Hx( ) Hx( ),〈 〉 .= =

ε∃ 0 x∀ �0 : F0x x,〈 〉 ε x �
2 ,–≤∈>
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ÁÓÏ, ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó indF = indF0. Ç‚Ë‰Û ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÓÔÂ‡ÚÓ‡ C ˝ÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ‚˚-
ÔÓÎÌÂÌËÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (5). 

2. Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ̃ ÂÂÁ � ·Û‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜‡Ú¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ëÓ·ÓÎÂ‚‡ [0, 1], ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÒÍ‡-
ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ

èÓÒÚ˚Ï ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂÏ ÚÂÓÂÏ˚ 4.1 ËÁ [3] fl‚ÎflÂÚÒfl

ìÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ 2. èÛÒÚ¸ F – ÔÛ˜ÓÍ ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Ëı ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â � ÎËÌÂÈÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚,
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÈ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚Û 

(7)

èÛÒÚ¸ Ú‡ÍÊÂ {νn  – ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ (‚ÓÁÏÓÊÌÓ, ˜‡ÒÚË˜Ì‡fl) ÒÓÒ˜ËÚ‡ÌÌ˚ı ‚ ÔÓfl‰ÍÂ
‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÌËfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ „‡ÌË˜ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë (1), (2). íÓ„‰‡ ‰Îfl Î˛-
·˚ı Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ n ≥ 1 Ë ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ λ ∈ (0, νn) ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó
indF(λ) < n, ‡ ‰Îfl Î˛·˚ı Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ n ≥ 1 Ë ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ λ ∈ (νn, +∞) ‚˚ÔÓÎÌfl-
ÂÚÒfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó indF(λ) ≥ n. 

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔË Ì‡ÎË˜ËË ‚ Ì‡¯ÂÏ ‡ÒÔÓflÊÂÌËË ÏÂÚÓ‰‡ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÚÓ˜Ì˚ı
ÓˆÂÌÓÍ ËÌ‰ÂÍÒÓ‚ ËÌÂˆËË ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ËÁ ÔÛ˜Í‡ F Ï˚ ÏÓÊÂÏ ‚˚˜ËÒÎflÚ¸ ÓˆÂÌÍË ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡-
˜ÂÌËÈ „‡ÌË˜ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë (1), (2) Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÏÂÚÓ‰‡ ‰ÂÎÂÌËfl ÓÚÂÁÍ‡. 

3. èÛÒÚ¸ ÚÂÔÂ¸ S – Ì‡·Ó ËÁ Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ N > 1 Ë ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ˜ËÒÂÎ ak > 0, dk Ë βk, „‰Â
k = 1, 2, …, N, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏ 

ä‡Í Ë ‚ [3], Ò Ì‡·ÓÓÏ S Ò‚flÁ˚‚‡ÂÚÒfl ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó {Gk  ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Ëı ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â L2[0, 1] ÎË-
ÌÂÈÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ‚Ë‰‡

„‰Â ˜ÂÂÁ {αk  Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ Ì‡·Ó ˜ËÒÂÎ ‚Ë‰‡ α1 = 0, αk + 1 = αk + ak, ‡ ˜ÂÂÁ χI – ËÌ‰ËÍ‡ÚÓ˚ ÔÓ-

ÏÂÊÛÚÍÓ‚ I. èË ˝ÚÓÏ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ {Gk  ÍÓÌÒÚÛËÛÂÚÒfl ÌÂÎËÌÂÈÌ˚È, ‚Ó-
Ó·˘Â „Ó‚Ófl, ÓÔÂ‡ÚÓ GS ‚Ë‰‡ 

(8)

ùÚÓÚ ÓÔÂ‡ÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÊËÏ‡˛˘ËÏ, Ë ‚‚Â‰ÂÌÌ‡fl ‡ÌÂÂ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ θS ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Â„Ó ÍÓ-
˝ÙÙËˆËÂÌÚ ÒÊ‡ÚËfl (ÒÏ. [3, ÎÂÏÏ‡ 3.1]). 

ëÊËÏ‡˛˘ËÂ ÓÔÂ‡ÚÓ˚, ‰ÓÔÛÒÍ‡˛˘ËÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ‚ ‚Ë‰Â (8), Ï˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÏ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ÏË
ÔÓ‰Ó·Ëfl. îÛÌÍˆËË f ∈ L2[0, 1], fl‚Îfl˛˘ËÂÒfl ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌ˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÔÓ‰Ó·Ëfl, Ì‡Á˚-
‚‡˛ÚÒfl Ò‡ÏÓÔÓ‰Ó·Ì˚ÏË. ç‡·Ó ˜ËÒÂÎ S, ÍÓÚÓÓÏÛ ÓÚ‚Â˜‡ÂÚ ÓÔÂ‡ÚÓ ÔÓ‰Ó·Ëfl GS, ÓÒÚ‡‚Îfl˛˘ËÈ
ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÌÂÍÓÚÓÛ˛ Á‡‡ÌÂÂ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛ f ∈ L2[0, 1], Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Ì‡·ÓÓÏ Ô‡-
‡ÏÂÚÓ‚ Ò‡ÏÓÔÓ‰Ó·Ëfl ÙÛÌÍˆËË f. 

4. ë ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚Ï Ì‡·ÓÓÏ S Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ Ò‡ÏÓÔÓ‰Ó·Ëfl ÙÛÌÍˆËË P Ï˚ ‚ ‰‡Î¸-
ÌÂÈ¯ÂÏ ·Û‰ÂÏ Ò‚flÁ˚‚‡Ú¸ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌÓÂ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �S, 1 ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �, Ó·Î‡‰‡˛˘ÂÂ ·‡-

W2
1°

y z,〈 〉 y'z' µ.d

0

1

∫

F λ( )y y,〈 〉 y' 2 λP y 2( )'+( ) µ λ∀d

0

1

∫ � y∀ �.∈ ∈=

}n 1=
∞

ak

k 1=

N

∑ 1, θS a dk
2

k 1=

N

∑ 1.<=

}k 1=
N

Gkχ ζ ξ,( ) χ αk akζ+ αk akξ+,( ) ζ ξ,( )∀ 0 1,[ ] ,⊆=

}k 1=
N 1+

}k 1=
N

GS f dkGk f βkχ αk αk 1+,( )+( ) f∀
k 1=

N

∑ L2 0 1,[ ] .∈
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ÁËÒÓÏ {yS, k  ‚Ë‰‡ 

èË ˝ÚÓÏ ˜ÂÂÁ �S, 2 ·Û‰ÂÚ Ó·ÓÁÌ‡˜‡Ú¸Òfl ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓÂ ‰ÓÔÓÎÌÂÌËÂ � � �S, 1 ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
�S, 1. çÂÚÛ‰ÌÓ ‚Ë‰ÂÚ¸, ˜ÚÓ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ

ìÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ 3. èÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �S, 2 ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ �S, 2 = {y ∈ � | ∀k = 2, 3, …, N : y(αk) = 0}. 
Ç‚Â‰ÂÏ ÚÂÔÂ¸ ‚ ‡ÒÒÏÓÚÂÌËÂ ÚË ÔÛ˜Í‡ AS, BS Ë CS ÎËÌÂÈÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚, ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ÍÓÚÓ-

˚ı AS(λ) : �S, 1  �S, 1, BS(λ) : �S, 1  �S, 2 Ë CS(λ) : �S, 2  �S, 2 ÔË ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ ÙËÍÒËÓ-
‚‡ÌÌÓÏ λ ∈ � fl‚Îfl˛ÚÒfl ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ·ÎÓ˜ÌÓ-Ï‡ÚË˜ÌÓ„Ó ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓ„Ó ÛÒÎÓ‚ËÂÏ (7) ÓÔÂ‡ÚÓ‡ F(λ). àÁ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËfl 1 ÒÎÂ‰ÛÂÚ
ìÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ 4. èÛÒÚ¸ ‰‡Ì˚ ‰‚‡ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ˜ËÒÎ‡ λ > 0 Ë ε > 0, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı ÌÂ‡-

‚ÂÌÒÚ‚‡Ï ε ≥ 2||BS(λ)||2 Ë ||CS(λ) – 1|| < 1/2. íÓ„‰‡ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ indAS(λ) ≤ indF(λ) Ë
indF(λ) ≤ ind(AS(λ) – ε).

ìÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ 4 ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Ò‚ÂÒÚË Á‡‰‡˜Û ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÓˆÂÌÓÍ ËÌ‰ÂÍÒ‡ ËÌÂˆËË ÓÔÂ‡ÚÓ‡ F(λ)
Í ‰ÓÔÛÒÍ‡˛˘ÂÈ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Ì‡ ùÇå Á‡‰‡˜Â ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÓˆÂÌÓÍ ËÌ‰ÂÍÒÓ‚ ËÌÂ-
ˆËË ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ AS(λ) Ë AS(λ) – ε. é‰Ì‡ÍÓ ÔË ̋ ÚÓÏ ‚ÒÚ‡ÂÚ ‚ÓÔÓÒ Ó· Ó·Î‡ÒÚË ÔË-
ÏÂÌËÏÓÒÚË ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËfl 4 Ë Ó ÒÚÂÔÂÌË ÚÓ˜ÌÓÒÚË ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ˚ı Ì‡ Â„Ó ÓÒÌÓ‚Â ÓˆÂÌÓÍ ‚ÂÎË˜ËÌ˚
indF(λ). àÁÛ˜ÂÌË˛ ˝ÚÓ„Ó ‚ÓÔÓÒ‡ ·Û‰ÂÚ ÔÓÒ‚fl˘ÂÌ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ‡Á‰ÂÎ. 

3. àÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ÚÓ˜ÌÓÒÚË ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌ˚ı ÔË·ÎËÊÂÌËÈ 

1. àÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ 
ìÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ 5. èÛÒÚ¸ ‰‡Ì˚ Ì‡·Ó S Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ Ò‡ÏÓÔÓ‰Ó·Ëfl ÙÛÌÍˆËË P Ë ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ

˜ËÒÎÓ λ > 0. íÓ„‰‡ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ||BS(λ)|| ≤ λθS||P  Ë ||CS(λ) – 1|| ≤ λθS||P . 

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. á‡ÏÂÚËÏ, ̃ ÚÓ ÔÓÎÛÚÓ‡ÎËÌÂÈÌ˚Â ÙÓÏ˚ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ BS(λ) Ë CS(λ) – 1 Û‰Ó‚ÎÂ-
Ú‚Ófl˛Ú ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚‡Ï 

èË ˝ÚÓÏ ÙÛÌÍˆËfl P ‚ Ô‡‚˚ı ˜‡ÒÚflı ‚˚ÔËÒ‡ÌÌ˚ı ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÏÂÌÂÌ‡ ÙÛÌÍˆËÂÈ

 ∈ L 2[0, 1] ‚Ë‰‡   dkGkP, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ÂÈ Ó˜Â‚Ë‰ÌÓÏÛ ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ||  =

= θS||P . á‡ÏÂÚËÏ Ú‡ÍÊÂ, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı ÙÛÌÍˆËÈ y, z ∈ � ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl

ë Û˜ÂÚÓÏ Ò‰ÂÎ‡ÌÌ˚ı Á‡ÏÂ˜‡ÌËÈ ‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ ÚË‚Ë‡Î¸Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ‚˚‚Ó‰ËÚÒfl ËÁ
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ äÓ¯Ë–ÅÛÌflÍÓ‚ÒÍÓ„Ó. 

2. àÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ

}k 1=
N 1–

yS k, x( )
x α k–( )/ak ÔË x α k α k 1+,[ ] ,∈
α k 2+ x–( )/ak 1+ ÔË x α k 1+ α k 2+,[ ] ,∈

0 ËÌ‡˜Â.





=

F λ( ) AS λ( ) BS* λ( )
BS λ( ) CS λ( ) 

 
 

,=

||L2 0 1,[ ] ||L2 0 1,[ ]

BS λ( )y z,〈 〉 λ P yz( )' µ y �S 1, , z∀ �S 2, ,∈∈∀d

0

1

∫=

CS λ( ) 1–( )y z,〈 〉 λ P yz( )' µ y z, �S 2, .∈∀d

0

1

∫=

P̂S P̂S Σk 1=
N P̂S||L2 0 1,[ ]

||L2 0 1,[ ]

yz( )' L2 0 1,[ ] yz' L2 0 1,[ ] y'z L2 0 1,[ ]+ y C 0 1,[ ] z' L2 0 1,[ ] z C 0 1,[ ] y' L2 0 1,[ ] ≤+≤ ≤

≤
y' L2 0 1,[ ]

2
--------------------- z' L2 0 1,[ ]

z' L2 0 1,[ ]

2
--------------------- y' L2 0 1,[ ]+ y � z �.=
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ìÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ 6. èÛÒÚ¸ ‰‡Ì˚ Ì‡·Ó S Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ Ò‡ÏÓÔÓ‰Ó·Ëfl ÙÛÌÍˆËË P Ë Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÂ

˜ËÒÎÓ m > 1. íÓ„‰‡ ÓÔÂ‡ÚÓ  fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ ÔÓ‰Ó·Ëfl Ò ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ P. 

ìÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ 7. èÛÒÚ¸ ‰‡ÌÓ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ε > 0. íÓ„‰‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ì‡·Ó S Ô‡‡ÏÂÚ-
Ó‚ Ò‡ÏÓÔÓ‰Ó·Ëfl ÙÛÌÍˆËË P, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÈ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û θS < ε.

ìÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ 8. èÛÒÚ¸ ‰‡Ì˚ Ì‡·Ó S Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ Ò‡ÏÓÔÓ‰Ó·Ëfl ÙÛÌÍˆËË P Ë ‰‚‡ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌ-

Ì˚ı ˜ËÒÎ‡ λ > 0 Ë ε > 0, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡Ï ε ≥ 2λ2 ||P  Ë λθS||P  < 1/2.
íÓ„‰‡ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ indAS(λ) ≤ ind F(λ) Ë ind F(λ) ≤ ind(AS(λ) – ε).

ìÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ 7 ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËfl 6. .ìÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ 8 ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÈ 4 Ë 5. 
ìÚ‚ÂÊ‰ÂÌËfl 7 Ë 8 ÛÍ‡Á˚‚‡˛Ú ÒÔÓÒÓ· ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÓˆÂÌÓÍ ËÌ‰ÂÍÒ‡ ËÌÂˆËË ÓÔÂ‡ÚÓ‡ F(λ)

ÔË ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËË λ > 0. 
3. èÛÒÚ¸ ÚÂÔÂ¸ νn – ËÏÂ˛˘ÂÂ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚È ÌÓÏÂ n ≥ 1 ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÂ ÒÓ·-

ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (1), (2). 
á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÔË Î˛·ÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËË λ ∈ (0, νn) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ˜ËÒÎÓ δ ∈ (0, 1), Û‰Ó-

‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ÂÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û λ < (1 – δ)νn. Ç Ú‡ÍÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‰Îfl Î˛·˚ı Ì‡·Ó‡ S Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ Ò‡ÏÓ-
ÔÓ‰Ó·Ëfl ÙÛÌÍˆËË P Ë ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ε ∈ (0, δ], Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı ÛÒÎÓ‚ËflÏ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËfl
8, ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl 

àÁ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÈ 7 Ë 5 ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ̃ ÚÓ ÔË Î˛·ÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËË λ ∈ (νn, +∞) ÓÔÂ‡ÚÓ F(λ) – 1 fl‚ÎflÂÚÒfl
‚ÔÓÎÌÂ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï. èÓ˝ÚÓÏÛ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ˜ËÒÎÓ δ ∈ (0, 1/2), Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ÂÂ
‡‚ÂÌÒÚ‚Û ind(F(λ) + δ) = indF(λ) (ÒÏ. [6, Ô. 95]). Ç Ú‡ÍÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‰Îfl Î˛·Ó„Ó Ì‡·Ó‡ S Ô‡‡ÏÂÚÓ‚

Ò‡ÏÓÔÓ‰Ó·Ëfl ÙÛÌÍˆËË P, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Â„Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û 2λ2 ||P  ≤ δ, ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÒÓÓÚ-
ÌÓ¯ÂÌËfl

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ˚Â Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÈ 7 Ë 8 ÓˆÂÌÍË ‚ÂÎË˜ËÌ indF(λ) ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú
‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ˜ËÒÂÎ λ1 > 0 Ë λ2 > λ1 ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸ ‚ÂÌÓÒÚ¸ Ó‰ÌÓ„Ó ËÁ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚
λ1 ≤ νn ËÎË λ2 ≥ νn. àÌ‡˜Â „Ó‚Ófl, ÓÌË ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú Ì‡ıÓ‰ËÚ¸ ÔË ÔÓÏÓ˘Ë ÏÂÚÓ‰‡ ‰ÂÎÂÌËfl ÓÚÂÁÍ‡
ÒÍÓÎ¸ Û„Ó‰ÌÓ ÚÓ˜Ì˚Â ÓˆÂÌÍË ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl νn. 

4. çÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ‚˚˜ËÒÎÂÌËÂ ÓˆÂÌÓÍ

1. àÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl Ò‡ÏÓÔÓ‰Ó·Ëfl ÙÛÌÍˆËË P ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ‚˚ÔËÒ˚‚‡Ú¸ ÂÍÛÂÌÚÌ˚Â
ÙÓÏÛÎ˚ ‰Îfl ÂÂ ÒÚÂÔÂÌÌ˚ı ÏÓÏÂÌÚÓ‚

Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÛÔÓÚÂ·ÎflÂÏ˚Â ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ÏÓÏÂÌÚ˚ ÌÛÎÂ‚ÓÈ Ë ÔÂ‚ÓÈ ÒÚÂÔÂÌÂÈ ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰ 

2. èflÏ˚Ï ÔÓÒ˜ÂÚÓÏ ÛÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÚÒfl
ìÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ 9. èÛÒÚ¸ ‰‡Ì˚ Ì‡·Ó S Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ Ò‡ÏÓÔÓ‰Ó·Ëfl ÙÛÌÍˆËË P Ë ‰‚‡ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌ-

Ì˚ı ˜ËÒÎ‡ λ > 0 Ë ε ≥ 0. íÓ„‰‡ Ï‡ÚËˆ‡ Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÈ ÙÓÏ˚ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ AS(λ) – ε ‚ ·‡ÁËÒÂ

{yS, k  fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÂı‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ Ë ËÏÂÂÚ ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ 

GS
m

θS
2 ||L2 0 1,[ ]

2 ||L2 0 1,[ ]

ind AS λ( ) ε–( ) ind AS λ( ) δ–( ) ind F λ( ) δ–( )≤ ≤ indF
λ

1 δ–
----------- 

  n.<=

θS
2 ||L2 0 1,[ ]

2

indAS λ( ) ind AS λ( ) δ BS λ( )*CS
1– λ( )BS λ( )–+( ) ind F λ( ) δ+( )≥ ≥ indF λ( ) n.≥=

Pq Pxq µ, qd

0

1

∫ 0 1 2 …., , ,=

P0

akβk

k 1=

N

∑

1 akdk

k 1=

N

∑–

----------------------------, P1

ak

akβk

2
---------- α kdkP0 α kβk+ + 

 
k 1=

N

∑

1 ak
2dk

k 1=

N

∑–

-----------------------------------------------------------------------.= =

}k 1=
N 1–

AS λ( ) ε–( )yS k, yS k,,〈 〉 1 ε–( ) ak
1– ak 1+

1–+[ ] λ 2dk 1+ P1 P0–( ) 2dkP1 βk βk 1+–+ +[ ] ,+=



ÜìêçÄã ÇõóàëãàíÖãúçéâ åÄíÖåÄíàäà à åÄíÖåÄíàóÖëäéâ îàáàäà      ÚÓÏ 47      ‹ 8      2007

é ÇõóàëãÖçàà ëéÅëíÇÖççõï áçÄóÖçàâ 1355

ëË„Ì‡ÚÛ‡ Ï‡ÚËˆ˚ ËÁ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËfl 9 ÏÓÊÂÚ ÚÂÔÂ¸ ·˚Ú¸ ‚˚˜ËÒÎÂÌ‡ ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ÒÔÓÒÓ·‡ÏË,
Ì‡ÔËÏÂ, Í‡Í ˜ËÒÎÓ ÔÂÂÏÂÌ ÁÌ‡Í‡ ‚ fl‰Â „Î‡‚Ì˚ı ÏËÌÓÓ‚ ˝ÚÓÈ Ï‡ÚËˆ˚. 

3. å‡¯ËÌÌ‡fl ÔÓ„‡ÏÏ‡ Ì‡ flÁ˚ÍÂ êÖîÄã, ‚˚˜ËÒÎfl˛˘‡fl ÓˆÂÌÍË ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ÒÓ·-
ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Á‡‰‡˜Ë (1), (2) Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ËÁÎÓÊÂÌÌÓÈ ÒıÂÏ˚, ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Ì‡È‰ÂÌ‡ ÔÓ ‡‰ÂÒÛ
http://www.math.msu.su/labs/spectrallab/soft/Dirichlet.ref. 
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àÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ì ‚ÓÔÓÒ Ó ÚÓÏ, Í‡Í ‚ ÒËÌ„ÛÎflÌÓ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌÓÏ Ô‡‡·ÓÎË˜ÂÒÍÓÏ Û‡‚ÌÂÌËË, ‡Ò-
ÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÏ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ-‰‚ÛÏÂÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ËÁ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ó·-
˘Â„Ó ‚Ë‰‡ ÙÓÏËÛÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂ Ò ÂÁÍËÏ ÔÂÂıÓ‰Ì˚Ï ÒÎÓÂÏ. ç‡ ÓÒÌÓ‚Â ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓ„Ó
‡Ì‡ÎËÁ‡ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ÓˆÂÌÍË ‚ÂÏÂÌË ÙÓÏËÓ‚‡ÌËfl ÍÓÌÚ‡ÒÚÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛ˚. èË‚Â‰ÂÌ˚ Ú‡ÍÊÂ
ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡. ÅË·Î. 6. îË„. 5.

äÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡: ‰‚ÛÏÂÌ˚Â ÏÓ‰ÂÎË Â‡ÍˆËfl–‰ËÙÙÛÁËfl, ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍËÈ ÏÂÚÓ‰ Â¯ÂÌËfl,
Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÍÓÌÚ‡ÒÚÌ˚ı ÒÚÛÍÚÛ ‚ Â¯ÂÌËflı, ˜ËÒÎÂÌÌÓÂ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ.

Ç‚Â‰ÂÌËÂ

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÂ Ô‡‡·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÚËÔ‡ Â‡ÍˆËfl–‰ËÙÙÛÁËfl

(1)

ì‡‚ÌÂÌËfl Ë ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ Ú‡ÍÓ„Ó ‚Ë‰‡ ÓÔËÒ˚‚‡˛Ú ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÙËÁË˜ÂÒÍËÂ, ·ËÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÂ
Ë ıËÏË˜ÂÒÍËÂ Ó·˙ÂÍÚ˚ Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı ÏÓ‰ÂÎÂÈ ÔÓˆÂÒÒÓ‚ Ù‡ÁÓ‚Ó„Ó
‡Á‰ÂÎÂÌËfl, ‚ Á‡‰‡˜‡ı Ï‡ÒÒÓ- Ë ÚÂÔÎÓÔÂÂÌÓÒ‡, ‚ Á‡‰‡˜‡ı ıËÏË˜ÂÒÍÓÈ ÍËÌÂÚËÍË Ë ‰Û„Ëı. îËÁË˜Â-
ÒÍ‡fl ÔËÓ‰‡ Ô‡‡ÏÂÚ‡ ε ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‡ÁÌÓÓ·‡ÁÌ‡, Ó‰Ì‡ÍÓ ı‡‡ÍÚÂÌÓÈ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚ¸˛ ÔÓ‰Ó·-
Ì˚ı Á‡‰‡˜ ˜‡ÒÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡ÎË˜ËÂ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ ÔÓˆÂÒÒÓ‚ Ò ÒËÎ¸ÌÓ ÓÚÎË˜‡˛˘ËÏËÒfl ı‡‡ÍÚÂÌ˚ÏË
‚ÂÏÂÌÌ˚ÏË Ï‡Ò¯Ú‡·‡ÏË, Ì‡ÔËÏÂ Ï‡Î‡fl ‰ËÙÙÛÁËfl ËÎË ·˚ÒÚ‡fl Â‡ÍˆËfl ÏÂÊ‰Û ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡-
ÏË, ˜ÚÓ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ‚Ó ÏÌÓ„Ëı ÒÎÛ˜‡flı Ò˜ËÚ‡Ú¸ ε Ï‡Î˚Ï Ô‡‡ÏÂÚÓÏ. Ç ˝ÚÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË Û‡‚ÌÂ-
ÌËÂ (1) ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎÓÒ¸ ÏÌÓ„ËÏË ‡‚ÚÓ‡ÏË (ÒÏ. [1]–[4]). Ç [5] ·˚Î ËÁÛ˜ÂÌ ‚ÓÔÓÒ Ó ÙÓÏËÓ‚‡-
ÌËË Â¯ÂÌËÈ ‚ ‚Ë‰Â ÍÓÌÚ‡ÒÚÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛ˚ ‰Îfl (1) ‚ Ó‰ÌÓÏÂÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â.

é‰ÌËÏ ËÁ ÔËÏÂÓ‚ ÏÓÊÂÚ ÒÎÛÊËÚ¸ fl‚ÎÂÌËÂ Ù‡ÁÓ‚Ó„Ó ‡Á‰ÂÎÂÌËfl, ‰Îfl ÓÔËÒ‡ÌËfl ÍÓÚÓÓ„Ó ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂ

ÍÓÚÓÓÂ ÌÓÒËÚ Ì‡Á‚‡ÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÄÎÎÂÌ‡ – ä‡Ì‡ (ÒÏ. [6]). á‰ÂÒ¸ α – ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl, ϕ – Ô‡‡ÏÂÚ
ÔÓfl‰Í‡ – ÙÛÌÍˆËfl, ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÍÓÚÓÓÈ Á‡ÍÎ˛˜ÂÌ˚ ÏÂÊ‰Û 0 Ë 1, ÔË˜ÂÏ ϕ = 0 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂ-
ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÈ (ÊË‰ÍÓÈ) Ù‡ÁÂ, ‡ ϕ = 1 – ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÈ (Ú‚Â‰ÓÈ). ÇÂÎË˜ËÌ‡ F – ËÁ‚ÂÒÚÌ‡fl ÙÛÌÍ-
ˆËfl ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ϕ, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸˛ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË. ÑÎfl Á‡‰‡˜ Ù‡ÁÓ‚Ó„Ó ‡Á‰ÂÎÂÌËfl
ÚËÔË˜Ì˚Ï fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡ÎË˜ËÂ ‰‚Ûı ÏËÌËÏÛÏÓ‚ Û ÙÛÌÍˆËË ÔÎÓÚÌÓÒÚË Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË, ˜ÚÓ Í‡Í
‡Á Ë ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚Ó„Ó ÒÓÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl ‰‚Ûı Ù‡Á.

Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ‡·ÓÚÂ ËÁÛ˜‡ÂÚÒfl ‚ÓÔÓÒ Ó ÚÓÏ, Í‡Í ËÁ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ó·˘Â„Ó
‚Ë‰‡, Á‡‰‡ÌÌÓÈ ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËfl (1), Ò ÚÂ˜ÂÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË ÙÓÏËÛÂÚÒfl ÍÓÌÚ‡ÒÚÌ‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡, Ú.Â.
Â¯ÂÌËÂ Ò ÂÁÍËÏ ‚ÌÛÚÂÌÌËÏ ÔÂÂıÓ‰Ì˚Ï ÒÎÓÂÏ.

1. èÓÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ Á‡‰‡˜Ë

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ (1) ‚ ‰‚ÛÏÂÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË D Ò „Î‡‰ÍÓÈ „‡ÌËˆÂÈ Γ, Ì‡˜‡Î¸Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËÂÏ

(2)

1) ê‡·ÓÚ‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ ÔË ˜‡ÒÚË˜ÌÓÈ ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ ÔÓ‰‰ÂÊÍÂ êîîà (ÍÓ‰ ÔÓÂÍÚ‡ 05-01-00465).

ε2 ∆u ut–( ) f u x y t, , ,( ).=

αε2∂ϕ
∂t
------ ε2∆ϕ ∂F

∂ϕ
------,–=

u x y 0 ε, , ,( ) u0 x y,( ) ‚ D=

ìÑä 519.633.8
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Ë Ò Í‡Â‚˚Ï ÛÒÎÓ‚ËÂÏ II Ó‰‡ (ÛÒÎÓ‚ËÂ ÌÂÔÓÌËˆ‡ÂÏÓÒÚË „‡ÌËˆ˚)

(3)

„‰Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÌÓÏ‡ÎË Í „‡ÌËˆÂ.
èÓÚÂ·ÛÂÏ, ˜ÚÓ·˚ (2) Ë (3) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÎË ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÒÓ„Î‡ÒÓ‚‡ÌËfl

(3)'

îÛÌÍˆËË f(u, x, y, t) Ë u0(x, y) ‰‡ÎÂÂ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡˛ÚÒfl ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ „Î‡‰ÍËÏË.
ÖÒÎË ‚ Û‡‚ÌÂÌËË (1) ÔÓÎÓÊËÚ¸ ε = 0, ÚÓ ÔÓÎÛ˜ËÏ ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ 

(4)

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl f(u, x, y, t) ËÏÂÂÚ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚ¸ ÍÛ·Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÚËÔ‡, ˜ÚÓ ı‡‡ÍÚÂÌÓ
‰Îfl ÏÌÓ„Ëı ÔËÍÎ‡‰Ì˚ı Á‡‰‡˜, Ú.Â. ÔÛÒÚ¸ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl.

ìÒÎÓ‚ËÂ A1. ëÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ú‡ÍËÂ ÙÛÌÍˆËË u, , ˜ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ (4) ËÏÂÂÚ ‚ Ó·Î‡ÒÚË G = {u ≤ u ≤
≤ , (x, y) ∈ , t > 0} ÚË ÍÓÌfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ u : u = ϕi(x, y, t), i = 0, 1, 2, ÔË˜ÂÏ u < ϕ1(x, y, t) <

< ϕ0(x, y, t) < ϕ2(x, y, t) <  ÔË (x, y, 0) ∈ , t > 0,  fu(ϕi(x, y, t), x, y, t) > 0 ‰Îfl i = 1, 2 Ë (x, y) ∈ , t > 0;
ìÒÎÓ‚ËÂ A2. ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ „Î‡‰Í‡fl Á‡ÏÍÌÛÚ‡fl ÍË‚‡fl h0 ∈ D Ú‡Í‡fl, ˜ÚÓ

ÔË˜ÂÏ De ∪ D i ∪ h 0 = D (ÒÏ. ÙË„. 1).
Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ·Û‰ÂÚ ‰ÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ËÏÂÌÌÓ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÍË‚ÓÈ h0 Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ÙÓÏËÓ‚‡-

ÌËÂ ÂÁÍÓ„Ó ÔÂÂıÓ‰ÌÓ„Ó ÒÎÓfl, ÔË˜ÂÏ Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÍÓÌÚ‡ÒÚÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛ˚ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ Á‡ ÍÓ-
ÓÚÍËÈ ÔÓÏÂÊÛÚÓÍ ‚ÂÏÂÌË ÔÓfl‰Í‡ O(ε2|lnε|). ÖÒÎË Ú‡ÍËı ÎËÌËÈ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ, ÚÓ ÔÓfl‚ËÚÒfl ÌÂ-
ÒÍÓÎ¸ÍÓ ÔÂÂıÓ‰Ì˚ı ÒÎÓÂ‚, ‡ ÙÓÏËÓ‚‡ÌËÂ Í‡Ê‰Ó„Ó ËÁ ÌËı ÏÓÊÌÓ ÓÔËÒ˚‚‡Ú¸ Ú‡Í ÊÂ, Í‡Í ÙÓ-
ÏËÓ‚‡ÌËÂ ÒÎÓfl ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÍË‚ÓÈ h0.

2. ÄÒËÏÔÚÓÚËÍ‡ Â¯ÂÌËfl Ì‡ ‚ÂÏÂÌÌÓÏ ÔÓÏÂÊÛÚÍÂ 0 ≤ t ≤ Aε2|lnε|
éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ÓÔÓÒ Ó ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËË Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë (1)–(3) ÔË ÛÒÎÓ‚Ëflı A1 Ë A2 Â¯‡ÂÚÒfl

‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ ÔÓÒÚÓ. èÓÒÚÓflÌÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË u Ë  fl‚Îfl˛ÚÒfl, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÌËÊÌËÏ Ë ‚ÂıÌËÏ Â-
¯ÂÌËflÏË Á‡‰‡˜Ë (1)–(3), Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÂÂ Â¯ÂÌËÂ u(x, y, t, ε), ÔË-

∂u x y t ε, , ,( )
∂n

------------------------------ 0, t 0, x y,( ) Γ ,∈>=

∂u0 x y,( )
∂n

---------------------- 0, x y,( ) Γ .∈=

f u x y t, , ,( ) 0, x y,( ) D, t 0.≥∈=

u

u D

u D D

u u0 x y,( ) ϕ0 x y 0, ,( ), x y,( ) De Γ .∪∈< <

u0 x y,( ) ϕ0 x y 0, ,( ), x y,( ) h0∈=

ϕ0 x y 0, ,( ) u0 x y,( ) u, x y,( )< < Di,∈

u

îË„. 1.

Γ

Di

De

h0
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ÇÓÎÍÓ‚ Ë ‰.

˜ÂÏ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

ÑÎfl ÔÓÒÚÓÂÌËfl ‡ÒËÏÔÚÓÚËÍË ÛÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl Ì‡ ‚ÂÏÂÌÌóÏ ÔÓÏÂÊÛÚÍÂ 0 ≤ t ≤ Aε2|lnε|
(˜ËÒÎÓ A ÛÚÓ˜ÌËÏ ÌËÊÂ) Ò‰ÂÎ‡ÂÏ Á‡ÏÂÌÛ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı t = ε2τ. íÓ„‰‡ Á‡‰‡˜‡ (1)–(3) ÔËÏÂÚ ‚Ë‰

(5)

(6)

(7)

„‰Â ‚‚Â‰ÂÌÓ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÂ (x, y, τ, ε) = u(x, y, ε2τ, ε).
èË ε = 0 ËÁ (5), (6) ÔÓÎÛ˜ËÏ

(8)

Á‰ÂÒ¸ ÔÂÂÏÂÌÌ˚Â x Ë y ‚ıÓ‰flÚ Í‡Í Ô‡‡ÏÂÚ˚.

àÁ ÛÒÎÓ‚ËÈ A1 Ë A2 ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍË (x, y) ∈  Â¯ÂÌËÂ (x, y, τ) Á‡‰‡˜Ë (8) fl‚Îfl-
ÂÚÒfl ÏÓÌÓÚÓÌÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ τ, ÔË˜ÂÏ

(9)

Ç‚Â‰ÂÏ ÚÂÔÂ¸ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÍË‚ÓÈ h0 ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛ ÎÓÍ‡Î¸ÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (r, s): ÔÂ-
ÂÏÂÌÌ‡fl r – ˝ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ÚÓ˜ÍË M ‚·ÎËÁË ÔÂÂıÓ‰ÌÓ„Ó ÒÎÓfl ‰Ó ÚÓ˜ÍË N Ì‡ ÎËÌËË h0, ‚˚˜ËÒ-
ÎÂÌÌÓÂ ÔÓ ÌÓÏ‡ÎË Í h0, ‚˚ıÓ‰fl˘ÂÈ ËÁ N, ÔÓÔ‡‰‡˛˘ÂÈ ‚ M Ë Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÌÓÈ ‚ÌÛÚ¸ Ó·Î‡ÒÚË D, ‡
ÔÂÂÏÂÌÌ‡fl s – ˝ÚÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘‡fl ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÚÓ˜ÍË N Ì‡ ÍË‚ÓÈ h0.

ÇÓÁ¸ÏÂÏ Î˛·ÓÂ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡ÎÓÂ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÂ ̃ ËÒÎÓ δ. íÓ„‰‡, ‚ ÒËÎÛ (9), ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ̃ ËÒÎ‡
η > 0 Ì‡È‰ÂÚÒfl Ú‡ÍÓÂ τδ = τδ(η), ˜ÚÓ ÔË ‚ÒÂı τ = τδ(η) ·Û‰ÛÚ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

(10‡)

ÔË (x, y) ∈ , „‰Â D– – Ó·Î‡ÒÚ¸, Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ‡fl ‚ ‚˚·‡ÌÌÓÈ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÎËÌË-

ÂÈ r = –δ (Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ÂÂ ˜ÂÂÁ ) Ë „‡ÌËˆÂÈ Γ, ‡ Ú‡ÍÊÂ

(10·)

ÔË (x, y) ∈ , „‰Â D+ – Ó·Î‡ÒÚ¸, Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ‡fl ‚ ‚˚·‡ÌÌÓÈ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÎËÌË-

ÂÈ r = δ (Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ÂÂ ˜ÂÂÁ ).

Ñ‡ÎÂÂ ÔÓÎÓÊËÏ Dδ =  ∪  (ÒÏ. ÙË„. 2). èÛÒÚ¸

(11)

àÁ ÛÒÎÓ‚Ëfl A1 flÒÌÓ, ˜ÚÓ m > 0. èÓ˝ÚÓÏÛ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ˜ËÒÎÓ η0 > 0 Ú‡ÍÓÂ, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍË

(x, y) ∈  Ë ‚ÒÂı u, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡Ï

(12)

‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÓˆÂÌÍ‡

éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚È ÔÂÂıÓ‰ ‚ (9) ËÏÂÂÚ ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸Ì˚È ı‡‡ÍÚÂ. ÅÓÎÂÂ ÚÓ˜ÌÓ,
ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡

u u x y t ε, , ,( ) u ÔË x y t, ,( ) D.∈< <

ε2∆u uτ– f u x y ε2τ, , ,( ), x y,( ) D, τ 0,>∈=

u x y 0 ε, , ,( ) u0 x y,( ), x y,( ) D,∈=

∂u x y τ ε, , ,( )
∂n

------------------------------- 0, x y,( ) Γ , τ 0,>∈=

u

ũτ– f ũ x y 0, , ,( ), τ 0,>=

ũ x y 0, ,( ) u0 x y,( ), x y,( ) D,∈=

D ũ

ũ x y τ, ,( )
τ ∞→
lim

ϕ1 x y 0, ,( ), x y,( ) Di,∈
ϕ2 x y 0, ,( ), x y,( ) De,∈




=

ũ x y τ, ,( ) ϕ0 x y 0, ,( ), x y,( ) h0, τ 0.≥∈=

ũ x y τ, ,( ) ϕ1 x y 0, ,( )– η≤

D
–

h0
–

ũ x y τ, ,( ) ϕ2 x y 0, ,( )– η≤

D
+

h0
+

D
+

D
–

min f u ϕ1 x y 0, ,( ) x y 0, , ,( )
x y,( ) Dδ∈
min f u ϕ2 x y 0, ,( ) x y 0, , ,( )

x y,( ) Dδ∈
min,{ } 2m.=

Dδ

u ϕ1 x y 0, ,( )– η0 Ë u ϕ2 x y 0, ,( )– η0,≤ ≤

f u u x y 0, , ,( ) m.≥
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ãÂÏÏ‡ 1. èÛÒÚ¸ m Ë η0 – ˜ËÒÎ‡, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Â ‚ (11) Ë (12). íÓ„‰‡ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡-
ÎÓ„Ó ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ δ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ τδ > 0, ˜ÚÓ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl

(13)

(14)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ÑÎfl Î˛·Ó„Ó δ > 0 ‚˚·ÂÂÏ Ú‡ÍÓÂ τδ = τδ(η), ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÌÂ‡-

‚ÂÌÒÚ‚‡ (10) ÔË η = η0, Ë ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ Ô‡‚Û˛ ˜‡ÒÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËfl (8) ÔË (x, y) ∈  ‚ ‚Ë‰Â f( (x, y,

τ), x, y, 0) = f(ϕ1(x, y, 0), x, y, 0) + ( (x, y, τ) – ϕ1(x, y, 0)) = ( (x, y, τ) – ϕ1(x, y, 0)), „‰Â  Ó·Ó-

ÁÌ‡˜‡ÂÚ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛, ‚ÁflÚÛ˛ ‚ ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ( (x, y, τ) + θ(ϕ1(x, y, 0) – (x, y, τ)), x, y, 0),
0 < θ < 1. ì‡‚ÌÂÌËÂ (8) Á‡ÔË¯ÂÏ ‚ ‚Ë‰Â

(15)

Ç ÒËÎÛ (10) Ë (12) ËÏÂÂÏ |u – ϕ1(x, y, 0)| ≤ η0,  ≥ m ÔË (x, y) ∈ , τ ≥ τδ. éÚÒ˛‰‡ Ë ËÁ (15) ÒÎÂ‰ÛÂÚ
ÓˆÂÌÍ‡ (13). éˆÂÌÍ‡ (14) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ Ú‡ÍËÏ ÊÂ Ó·‡ÁÓÏ. ãÂÏÏ‡ 1 ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.

3. éˆÂÌÍË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı

Ç˚‚Â‰ÂÏ Ú‡ÍÊÂ ‚‡ÊÌ˚Â ‰Îfl ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Â„Ó ÓˆÂÌÍË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (8) ÔÓ ‰Â-
Í‡ÚÓ‚˚Ï ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡Ï (x, y) Ë ÎÓÍ‡Î¸Ì˚Ï ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡Ï (ρ, l), ‚‚Â‰ÂÌÌ˚Ï ‚·ÎËÁË „‡ÌËˆ˚ Γ.

èÛÒÚ¸ (x, y, τ) = fu( (x, y, τ), x, y, 0). í‡Í Í‡Í u ≤  ≤  ÔË ‚ÒÂı (x, y) ∈ , τ ≥ 0, ‡ fu( , ρ, l, 0) –
Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÔË u ≤ u ≤ , ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ ˜ËÒÎÓ p > 0, ˜ÚÓ

(16)

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ (x, y) ‚ıÓ‰flÚ ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (8) Í‡Í Ô‡‡ÏÂÚ˚. èÓ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡‚

(8) ÔÓ x Ë ÔÓÎÓÊË‚ (x, y, τ) = fx( (x, y, τ), x, y, 0), ÔÓÎÛ˜ËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛ Á‡‰‡˜Û ‰Îfl :

ũ x y τ, ,( ) ϕ1 x y 0, ,( )– η0e
m τ τ δ–( )–

, x y,( ) D
–
, τ τ δ,≥∈≤

ũ x y τ, ,( ) ϕ2 x y 0, ,( )– η0e
m τ τ δ–( )–

, x y,( ) D
+
, τ τ δ.≥∈≤

D
–

ũ

f u* ũ f u* ũ f u*

ũ ũ

∂
∂τ
----- ũ x y τ, ,( ) ϕ1 x y 0, ,( )–( ) f u* ũ x y τ, ,( ) ϕ1 x y 0, ,( )–( ).=

f u* D
–

f̃ u ũ ũ u D ũ
u

f̃ u x y τ, ,( )– p x y,( )∀ D, τ 0.≥∈≤

f̃ x ũ ũx

∂ũx

∂τ
-------- f̃ u x y τ, ,( )ũx– f̃ x x y τ, ,( ), x y,( )– D, τ 0,>∈=

ũx x y 0, ,( )
∂u0 x y,( )

∂x
----------------------, x y,( ) D,∈=

Γ

D+
h0

h0
+

D–

h0
–

îË„. 2.
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ÇÓÎÍÓ‚ Ë ‰.

Â¯ÂÌËÂ ÍÓÚÓÓÈ ÏÓÊÌÓ ‚˚ÔËÒ‡Ú¸ ÚÓ˜ÌÓ. Ñ‡ÎÂÂ, Ò Û˜ÂÚÓÏ (16) ÌÂÚÛ‰ÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸ ÓˆÂÌÍÛ

(17‡)

„‰Â Û˜ÚÂÌÓ, ˜ÚÓ  ≤ c1, | (x, y, τ)| ≤ c2 ÔË (x, y) ∈ , τ ≥ 0. ÅÛÍ‚‡ÏË c Ë ci Á‰ÂÒ¸ Ë ‰‡ÎÂÂ

Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛ÚÒfl ÔÓ‰ıÓ‰fl˘ËÂ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Â ˜ËÒÎ‡, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ËÂ ÓÚ ε.
ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó Ë ‰Îfl ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ÔÓ ‚ÚÓÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÂ y:

(17·)

àÁ (17‡) Ë (17·) ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ ÓˆÂÌÍ‡

(17)

Ñ‡ÎÂÂ, ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛfl (8) ‰‚‡Ê‰˚ ÔÓ x, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

ÓÚÍÛ‰‡ Ò Û˜ÂÚÓÏ

ËÏÂÂÏ

(17‡)

ÑÂÈÒÚ‚Ûfl ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÓˆÂÌÍÛ | (x, y, τ)| ≤ ce2pτ, ‡ Ú‡ÍÊÂ

(18)

äÓÏÂ ÚÓ„Ó, Ì‡Ï ÔÓÌ‡‰Ó·flÚÒfl ÓˆÂÌÍË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ÙÛÌÍˆËË (x, y, τ) – Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (8) –
ÔÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÂ ‚‰ÓÎ¸ „‡ÌËˆ˚ Ó·Î‡ÒÚË D. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË „‡ÌËˆ˚ Γ ‚‚Â‰ÂÏ ÎÓÍ‡Î¸ÌÛ˛
ÒËÒÚÂÏÛ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (ρ, l) Ú‡Í, ˜ÚÓ ρ – ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ ‚‰ÓÎ¸ ÌÓÏ‡ÎË Í „‡ÌËˆÂ ‚ÌÛÚ¸ Ó·Î‡ÒÚË D, ‡ l –
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ ÚÓÈ ÚÓ˜ÍË Ì‡ ÍË‚ÓÈ Γ, ËÁ ÍÓÚÓÓÈ ̋ Ú‡ ÌÓÏ‡Î¸ ‚˚ÔÛ˘ÂÌ‡. á‡ÔËÒ‡‚ ÚÂÔÂ¸ Û‡‚ÌÂÌËÂ
(8) ‚ ÎÓÍ‡Î¸Ì˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı (ρ, l):

Ë ÔÓ‰ÂÎ‡‚ ÔÓˆÂ‰ÛÛ, ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÛ˛ ÓÔËÒ‡ÌÌÓÈ ‚˚¯Â, ÔÓÎÛ˜ËÏ

(19)

„‰Â l – ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ ‚‰ÓÎ¸ ÍË‚ÓÈ Γ.
èË ÔÓÏÓ˘Ë ÓˆÂÌÓÍ (17)–(19) ‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ãÂÏÏ‡ 2. èÛÒÚ¸ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÛÒÎÓ‚Ëfl A1, A2, Ë ÔÛÒÚ¸ A – Î˛·ÓÂ ˜ËÒÎÓ ËÁ ËÌÚÂ‚‡Î‡ (0, 1 – p),

„‰Â p ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ (16). íÓ„‰‡ ‰Îfl Â¯ÂÌËfl (x, y, τ, ε) Á‡‰‡˜Ë (5)–(7) ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ

(20)

ũx x y τ, ,( ) c1epτ c2 ep τ ξ–( ) ξd

0

τ

∫+ cepτ , x y,( ) D, τ 0,≥∈≤ ≤

∂u0 x y,( )
∂x

---------------------- f̃ x D

ũy x y τ, ,( ) cepτ , x y,( ) D, τ 0.≥∈≤

∂ũ x y τ, ,( )
∂n

------------------------- cepτ , x y,( ) Γ , τ 0.≥∈≤

∂ũxx

∂τ
---------- f̃ u x y τ, ,( )ũxx– f̃ uu x y τ, ,( )ũx

2 2 f̃ ux x y τ, ,( )ũx f̃ xx x y τ, ,( )+ +[ ] , x y,( ) D, τ 0,>∈–=

ũxx x y 0, ,( ) ∂2u0 x y,( )
∂2x

------------------------, x y,( ) D,∈=

∂2u0 x y,( )
∂2x

------------------------ c3, f̃ uu x y τ, ,( )ũx
2 2 f̃ ux x y τ, ,( )ux f̃ xx x y τ, ,( )+ + c4e2 pτ≤ ≤

ũxx x y τ, ,( ) c3epτ c4 e2 pξep τ ξ–( ) ξd

0

τ

∫+ ce2 pτ , x y,( ) D, τ 0.≥∈≤ ≤

ũxx

∆xyũ x y τ, ,( ) cepτ , x y,( ) D, τ 0.≥∈≤

ũ

ũτ– f ũ ρ l 0, , ,( ), τ 0, ũ ρ l 0, ,( )> u0 ρ l,( ),= =

ũρτ 0 l τ, ,( ) cepτ ,
∂
∂l
---- ũρ 0 l τ, ,( ) ce2 pτ ,

∂2

∂l2
-------ũρ 0 l τ, ,( ) ce3 pτ , τ 0,≥≤ ≤ ≤

u

u x y τ ε, , ,( ) ũ x y τ, ,( ) O ε1 pA–( ), x y,( ) D, 0 τ τ A≤ ≤∈ A εln .=+=
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ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. Ç‚Â‰ÂÏ ÙÛÌÍˆË˛

„‰Â

á‰ÂÒ¸ σ(ρ) – ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ „Î‡‰Í‡fl ÒÂÁ‡˛˘‡fl ÙÛÌÍˆËfl, ‡‚Ì‡fl Â‰ËÌËˆÂ ÔË ρ ∈ [0, δ], ‡ ÔË ρ ≥ 2δ –
ÌÛÎ˛, δ – ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡ÎÓÂ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂ LεU ≡ ε2∆U – Uτ – f(U, x, y, ε2τ), „‰Â ∆U = ∆xy  + ∆ρlR. á‰ÂÒ¸

‡ k(ρ, l), m(ρ, l) Ë h(ρ, l) – ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ „Î‡‰ÍËÂ ÙÛÌÍˆËË. Ç˚˜ËÒÎË‚ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚Â ÔÓËÁ-
‚Ó‰Ì˚Â Ë ÒÓı‡ÌË‚ ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Â ÔÓfl‰Í‡ ε, Ò Û˜ÂÚÓÏ (18), (19) ÔÓÎÛ˜ËÏ

Ñ‡ÎÂÂ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÓˆÂÌÍË (17) Ë Û‡‚ÌÂÌËÂ (8), ÌÂÚÛ‰ÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ

äÓÏÂ ÚÓ„Ó,

‡ ‚ ÒËÎÛ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÛÒÎÓ‚Ëfl ËÁ (8) Ë ÛÒÎÓ‚Ëfl ÒÓ„Î‡ÒÓ‚‡ÌËfl (3) ËÏÂÂÏ U(x, y, 0, ε) = u0(x, y),
(x, y) ∈ .

ë‰ÂÎ‡ÂÏ ÚÂÔÂ¸ ‚ (5)–(7) Á‡ÏÂÌÛ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı

(21)

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ

‡ Ú‡ÍÊÂ

íÓ„‰‡ ‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl w(x, y, τ, ε) ÔÓÎÛ˜ËÏ Á‡‰‡˜Û

(22)

„‰Â ‚‚Â‰ÂÌÓ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÂ

í‡Í Í‡Í ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ p + H(x, y, τ, ε) ‚ Û‡‚ÌÂÌËË (22) ÔÓÎÓÊËÚÂÎÂÌ, ‚ ÒËÎÛ ÔËÌˆËÔ‡ Ï‡ÍÒË-
ÏÛÏ‡ ËÏÂÂÏ

U x y τ ε, , ,( ) ũ x y τ, ,( ) R ρ l τ ε, , ,( ),+=

R ρ l τ ε, , ,( ) εσ ρ( )∂ũ x y τ, ,( )
∂n

-------------------------
x y,( ) Γ∈

e ρ/ε–– εσ ρ( )ũρ 0 l τ, ,( )e ρ/ε– .= =

ũ

∆ρlR
∂2R

∂ρ2
--------- k ρ l,( )∂R

∂ρ
------ m ρ l,( )∂

2
R

∂l2
--------- h ρ l,( )∂R

∂l
------,+ + +=

LεU εσ ρ( )ũρ 0 l τ, ,( )e ρ/ε– ũτ– εσ ρ( ) ũρ 0 l τ, ,( )( )τe
ρ/ε–– f ũ x y 0, , ,( ) ––=

– ε f u ũ x y τ, ,( ) θR ρ l τ ε, , ,( )+ x y 0, , ,( )σ ρ( )ũρ 0 l τ, ,( )e ρ/ε– O ε2( ), 0 θ 1.< <+

LεU ε2∆U Ut– f U x y ε2τ, , ,( )–≡ O εepτ( ), x y,( ) D, 0 τ τ A, pA 1.< < <∈=

∂U x y τ ε, , ,( )
∂n

-------------------------------- 0, x y,( ) Γ , τ 0,>∈=

D

u x y τ ε, , ,( ) U x y τ ε, , ,( ) w x y τ ε, , ,( )epτ .+=

Lεu LεU ε2∆w wt– pw–( )epτ f U wepτ+ x y ε2τ, , ,( ) f U x y ε2τ, , ,( )–[ ]–+ 0,= =

f U wepτ+ x y ε2τ, , ,( ) f U x y ε2τ, , ,( )– wepτ f u U ξwepτ+ x y ε2τ, , ,( ) ξd

0

1

∫ p.–>=

ε2∆w wτ– p H x y τ ε, , ,( )+( )w– e pτ– LεU– O ε( ), x y,( ) D, 0 τ τ A,≤<∈= =

∂w x y τ ε, , ,( )
∂n

-------------------------------- 0, x y,( ) Γ , 0 τ τ A, w x y 0 ε, , ,( )≤<∈ 0, x y,( ) D,∈= =

H x y τ ε, , ,( ) f u U ξwepτ+ x y ε2τ, , ,( ) ξ .d

0

1

∫=

w x y τ ε, , ,( ) O ε( ), x y,( ) D, 0 τ τ A,≤ ≤∈=

6
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ÇÓÎÍÓ‚ Ë ‰.

Ë, Û˜ËÚ˚‚‡fl (21), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

Ç ÒËÎÛ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ËÁ (17) Ë (22) ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÓˆÂÌÍ‡

ËÏÂÂÏ

ÓÚÍÛ‰‡ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ (19). ãÂÏÏ‡ 2 ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.
àÁ ‰ÓÍ‡Á‡ÌÌ˚ı ÎÂÏÏ 1 Ë 2 ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ Ó ÙÓÏËÓ‚‡ÌËË ‰‚ÛÏÂÌÓÈ ÍÓÌ-

Ú‡ÒÚÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛ˚.
íÂÓÂÏ‡ 1. èÛÒÚ¸ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÛÒÎÓ‚Ëfl A1, A2, Ë ÔÛÒÚ¸ m Ë p – ˜ËÒÎ‡ ËÁ (12) Ë (16), ‡ δ – Î˛·ÓÂ

‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡ÎÓÂ ˜ËÒÎÓ. èÓÎÓÊËÏ A = 1/(p + m), r = m/(p + m). íÓ„‰‡ ÔË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡Î˚ı ε
‰Îfl Â¯ÂÌËfl u(x, y, t, ε) Á‡‰‡˜Ë (1)–(3) ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = tA(ε) = Aε2|lnε| ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚-
ÎÂÌËfl

(23)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. Ç ÒËÎÛ ÎÂÏÏ˚ 2,

‡ ‚ ÒËÎÛ ÎÂÏÏ˚ 1 ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

èÓ˝ÚÓÏÛ ËÏÂÂÏ

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÛÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÚÒfl ‚ÚÓÓÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‚ (23). íÂÓÂÏ‡ 1 ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.
ê‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (23) ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË tA(ε) = Aε2|lnε| Â¯ÂÌËÂ u(x, y, t, ε) Á‡‰‡˜Ë

(1)–(3) ‚ÌÂ δ-ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÍË‚ÓÈ h0 ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ÓÚ ϕ1(x, y, 0) ‚ ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚË  Ë ÓÚ

ϕ2(x, y, 0) ‚ ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚË  Ì‡ ‚ÂÎË˜ËÌÛ ÔÓfl‰Í‡ O(εr), Ú.Â. Í ˝ÚÓÏÛ ‚ÂÏÂÌË ÍÓÌÚ‡ÒÚÌ‡fl ÒÚÛÍÚÛ-
‡ Ò ÔÂÂıÓ‰Ì˚Ï ÒÎÓÂÏ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÍË‚ÓÈ h0 ÒÙÓÏËÓ‚‡Î‡Ò¸.

4. ë‡‚ÌÂÌËÂ Ò ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ÏË ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡

óËÒÎÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (1)–(3) ÔÓËÁ‚Ó‰ËÎÓÒ¸ ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ‡ÁÌÓÒÚÂÈ ÔË ‡ÁÎË˜-
Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı Ï‡ÎÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ ε Ë ‰Îfl ‰‚Ûı ‚‡Ë‡ÌÚÓ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË Û‡‚ÌÂÌËfl (1).

é·Î‡ÒÚ¸ D ‚ ̃ ËÒÎÂÌÌÓÏ ̋ ÍÒÔÂËÏÂÌÚÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Í‚‡‰‡Ú ÒÓ ÒÚÓÓÌ‡ÏË 0.8, ‡ Ì‡˜‡Î¸-
ÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ ‚ Ó·ÓËı ÒÎÛ˜‡flı ·˚ÎÓ ‚˚·‡ÌÓ ‚ ‚Ë‰Â

(24)

Ç ÔÂ‚ÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÙÛÌÍˆËfl f(u, x, y, t) ·˚Î‡ ‚ÁflÚ‡ ‚ ‚Ë‰Â

(25)

Ú.Â. ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ÂÈ fl‚ÌÓ ÓÚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı.
ç‡ ÙË„. 3 ËÁÓ·‡ÊÂÌÓ ÒÂ˜ÂÌËÂ Ó·Î‡ÒÚË D ÔË y = 0.4, Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓÂ ÓÒË x. òÚËıÓ‚˚ÏË ÎËÌË-

flÏË ÔÓÍ‡Á‡Ì‡ ˝‚ÓÎ˛ˆËfl Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë ÓÚ Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ÛÒÎÓ‚Ëfl (24) Í ÍÓÌÚ‡ÒÚÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛÂ ÚË-
Ô‡ ÒÚÛÔÂÌ¸ÍË ÔË ε = 7 × 10–3. òÚËıÔÛÌÍÚËÌÓÈ ÎËÌËÂÈ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌÓ ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ.
ÇÂÏfl ‚˚ıÓ‰‡ Ì‡ ÍÓÌÚ‡ÒÚÌÛ˛ ÒÚÛÍÚÛÛ ÒÓÒÚ‡‚ËÎÓ tcontrast = 11.03 × 10–5 Ò. ùÚÓ ‚ÂÏfl ‚˚˜ËÒÎflÎÓÒ¸
‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÛÒÎÓ‚ËflÏË ÚÂÓÂÏ˚ 1. óËÒÎÂÌÌ˚È Ò˜ÂÚ ÓÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÎÒfl, ÍÓ„‰‡ Â¯ÂÌËÂ ÔË·ÎË-

u x y τ ε, , ,( ) U x y τ ε, , ,( ) O ε( )epτ+ U x y τ ε, , ,( ) O ε1 pA–( ),+= =

x y,( ) D, 0 τ τ A ε( )≤ ≤∈ A ε .ln=

R ρ l τ ε, , ,( ) O εepτ( ) O ε1 pA–( ),= =

U x y τ ε, , ,( ) ũ x y τ, ,( ) R ρ l τ ε, , ,( )+ ũ x y τ, ,( ) O ε1 pA–( ),+= =

u x y tA ε( ) ε, , ,( ) ϕ1 x y 0, ,( ) O εr( ), x y,( )+ D
–
,∈=

u x y tA ε( ) ε, , ,( ) ϕ2 x y 0, ,( ) O εr( ), x y,( )+ D
+
.∈=

u x y tA ε( ) ε, , ,( ) u x y τ A ε( ) ε, , ,( ) ũ x y τ A, ,( ) O ε1 pA–( )+ ũ x y τA, ,( ) O εr( ),+= = =

ũ x y τA, ,( ) ϕ1 x y 0, ,( )– η0e
m τA τδ–( )–

O εmA( ) O εr( )= , x y,( ) D
–
.∈=≤

u x y tA ε( ) ε, , ,( ) ϕ1 x y 0, ,( ) O εr( ), x y,( ) D
–
.∈+=

D
–

D
+

u0 x y,( ) 0.75 15 x 0.4–[ ]–{ }exp 15 y 0.4–[ ]–{ }exp+( ) 1.–=

f u x y t, , ,( ) u u2 1–( ),=
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Ê‡ÎÓÒ¸ ÔË εr = 0.0837 Í ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚Ï ÍÓÌflÏ ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (4), ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â
ϕ1(x, y, 0) = 1 Ë ϕ2(x, y, 0) = –1, ÔË˜ÂÏ ‚ δ-ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚Ó„Ó ÍÓÌfl ϕ0(x, y, 0) = 0 Ò‡‚ÌÂ-
ÌËÂ Ì‡ ·ÎËÁÓÒÚ¸ ÌÂ ÔÓËÁ‚Ó‰ËÎÓÒ¸. Ç ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ‡Ò˜ÂÚ‡ı ÔËÌËÏ‡ÎÓÒ¸ δ = 0.05, ‡ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÍÓÌ-
ÒÚ‡ÌÚ, ‚˚˜ËÒÎÂÌÌ˚Â ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÚÂÓÂÏÓÈ 1, ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ú‡ÍÓ‚˚: r = 0.5 Ë A = 0.5.

íÂÓÂÏ‡ 1 ÛÚ‚ÂÊ‰‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‚ ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÍÓÌÚ‡ÒÚÌ‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡ Ó·‡ÁÛÂÚÒfl ÌÂ ÔÓÁÊÂ
ÏÓÏÂÌÚ‡ ‚ÂÏÂÌË tA(ε) = Aε2|lnε| = 12.18 × 10–5 Ò, ˜ÚÓ ÔÂÍ‡ÒÌÓ ÒÓ„Î‡ÒÛÂÚÒfl Ò ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ÏË ÏÓ‰Â-
ÎËÓ‚‡ÌËfl.

ÑÎfl ·ÓÎÂÂ ÚÓ˜ÌÓÈ ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËË ‰ÓÍ‡Á‡ÌÌÓÈ ‚˚¯Â ÚÂÓÂÏ˚ 1 ·˚ÎË ÔÓ‰ÂÎ‡Ì˚ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl
‰Îfl ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ô‡‡ÏÂÚ‡ ε ‚ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ ÓÚ ε = 3 × 10–3 ‰Ó ε = 3 × 10–2. äË‚‡fl Á‡‚ËÒËÏÓ-
ÒÚË ‚ÂÏÂÌË Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ÍÓÌÚ‡ÒÚÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛ˚ ÓÚ Í‚‡‰‡Ú‡ Ï‡ÎÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡
Ì‡ ÙË„. 4.

ç‡ ÙË„. 4 ÒÔÎÓ¯ÌÓÈ ÎËÌËÂÈ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ‡ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ tA(ε) = Aε2|lnε|, ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡ÌÌ‡fl ÚÂÓÂÏÓÈ 1,
‡ ÁÌ‡˜ÍË ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡ ‰Îfl ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ε:
Í‚‡‰‡ÚËÍË – ‚ÂÏfl ‚˚ıÓ‰‡ Ì‡ ÍÓÌÚ‡ÒÚÌÛ˛ ÒÚÛÍÚÛÛ ÔË δ = 0.1, ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍË – ÔË δ = 0.05.

ÇË‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÔË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡Î˚ı ε ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍ‡fl Ë ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡Î¸Ì‡fl ÍË‚˚Â Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË
ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú ‰Îfl δ = 0.05. èË ·ÓÎ¸¯Ëı ÊÂ ε ÓÚÏÂ˜‡ÂÚÒfl ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ Ò ÚÂÓËÂÈ, ˜ÚÓ
„Ó‚ÓËÚ Ó ÚÓÏ, ˜ÚÓ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒÎÂ‰ÛÂÚ ‚˚·Ë‡Ú¸ ‰Û„ÓÂ δ.

u
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0 0.2 0.4 0.6 0.8
x
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ÇÓÎÍÓ‚ Ë ‰.

ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÔË δ = 0.1 ‰Îfl ‚ÒÂı ε ËÁ ‚˚·‡ÌÌÓ„Ó ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ‡ ˜ËÒÎÂÌÌ˚È „‡ÙËÍ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl
ÌËÊÂ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÍË‚ÓÈ, Ú.Â. ‚ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚÂ ÍÓÌÚ‡ÒÚÌ‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡ Ó·‡ÁÓ‚˚‚‡Î‡Ò¸ ‡Ì¸-
¯Â, ˜ÂÏ ‚ ÏÓÏÂÌÚ tA(ε) = Aε2|lnε|, ˜ÚÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡Ï.

ÇÓ ‚ÚÓÓÏ ˜ËÒÎÂÌÌÓÏ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚÂ ÔÓÎ‡„‡ÂÏ f(u, x, y, t) = u(u2 – 0.8 – 0.2sin(12πx)), Ú.Â. ÚÂÔÂ¸,
‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ (25), ÙÛÌÍˆËfl f(u, x, y, t) fl‚ÌÓ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ x. ç‡ ÙË„. 5
ËÁÓ·‡ÊÂÌÓ ÒÂ˜ÂÌËÂ Ó·Î‡ÒÚË, ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓÂ ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌÓÏÛ ‡ÌÂÂ Ì‡ ÙË„. 3.

Ç ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚ Ó·Î‡ÒÚflı D+ Ë D– (ÒÏ. ÙË„. 2) Â¯ÂÌËÂ ·ÎËÁÍÓ ÌÂ Í ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï ÛÓ‚ÌflÏ, ‡
Á‡‚ËÒfl˘ËÏ ÓÚ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ x Ë fl‚Îfl˛˘ËÏÒfl ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚ÏË ÌÛÎflÏË ÙÛÌÍˆËË f(x, y, t).

ÇÂÏfl ÙÓÏËÓ‚‡ÌËfl ÍÓÌÚ‡ÒÚÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛ˚ ÔË ε = 7 × 10–3 ÒÓÒÚ‡‚ËÎÓ tcontrast = 5.51 × 10–5 Ò,
ÚÓ„‰‡ Í‡Í ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ‰‡ÂÚ ÓˆÂÌÍÛ Ò‚ÂıÛ tA = 19.65 × 10–5 Ò.
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àÒÒÎÂ‰Û˛ÚÒfl Ó·‡ÚÌ˚Â Á‡‰‡˜Ë ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ Ë ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ ‚ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÏ
Û‡‚ÌÂÌËË, Á‡‰‡ÌÌÓÏ ‚ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍÂ. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓÈ ËÌÙÓÏ‡ˆËË Ó Â¯ÂÌËË
ÔflÏÓÈ Á‡‰‡˜Ë (ÔÂÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË) Ò˜ËÚ‡ÂÚÒfl ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Ï ÒÎÂ‰ ÂÂ Â¯ÂÌËfl Ì‡ ÓÚÂÁÍÂ ‚ÌÛÚË
ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡. ÑÎfl ËÁÛ˜‡ÂÏ˚ı Ó·‡ÚÌ˚ı Á‡‰‡˜ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó-
‚‡ÌËfl Ë Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË („ÎÓ·‡Î¸Ì˚Â). àÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ÔÓ‚Ó‰ËÚÒfl ‚ ÍÎ‡ÒÒÂ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ‰ËÙÙÂ-
ÂÌˆËÛÂÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ, ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÍÓÚÓ˚ı Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÉfiÎ¸‰Â‡. ÅË·Î. 16.

äÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡: Ó·‡ÚÌ˚Â Á‡‰‡˜Ë, ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ.

1. èÓÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ Á‡‰‡˜Ë

èÛÒÚ¸ 0 < α < 1, l > 0, q1 < 0 < q2, „‰Â l, q1, q2 – ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚Â ˜ËÒÎ‡. ç‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ò ‰ÂÍ‡ÚÓ-
‚˚ÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË (x, y) ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ Π = {(x, y) : 0 < x < l, q1 < y < q2}. ÅÓÍÓ‚˚Â
„‡ÌËˆ˚ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ·Û‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜‡Ú¸ ˜ÂÂÁ T1 = {0} × (q1, q2), T2 = {l} × (q1, q2).

ÑÎfl ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍË Ó·‡ÚÌ˚ı Á‡‰‡˜, ËÁÛ˜‡ÂÏ˚ı ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚÂ, ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ÙÛÌÍ-
ˆËÓÌ‡Î¸Ì˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ·Û‰ÂÏ ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl Ó·˘ÂÔËÌflÚ˚ÏË Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÉfiÎ¸‰Â‡ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [1, Ò. 57],
[2, Ò. 29]). ä‡Í Ó·˚˜ÌÓ, ÂÒÎË Ω ⊂ �2 – Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸, ÚÓ C2 + α(Ω) – ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÙÛÌÍˆËÈ,
ËÏÂ˛˘Ëı ‚ÌÛÚË Ω ‚ÒÂ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ‰Ó ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ‚ÍÎ˛˜ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÔË ˝ÚÓÏ
‚ÚÓ˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡˛ÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ-ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË ÔÓ ÉfiÎ¸‰ÂÛ Ò ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎÂÏ α.
éÔÂ‰ÂÎËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÙÛÌÍˆËÈ:

ÇÒ˛‰Û ‰‡ÎÂÂ ÁÌ‡ÍÓÏ ÌÓÏ˚ ·ÂÁ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ËÌ‰ÂÍÒÓ‚ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Ó·˚˜Ì‡fl sup-ÌÓÏ‡.

Ç ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍÂ  ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚Â ÚÂÒÌÓ Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Â ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ Ó·‡ÚÌ˚Â Á‡‰‡˜Ë.

á‡‰‡˜‡ 1. éÔÂ‰ÂÎËÚ¸ Ô‡Û ÙÛÌÍˆËÈ (u, f) ∈ ( Π) × (0, l) ËÁ ÛÒÎÓ‚ËÈ

(1)

(2)

á‡‰‡˜‡ 2. éÔÂ‰ÂÎËÚ¸ Ô‡Û ÙÛÌÍˆËÈ (u, c) ∈ ( Π) × (0, l) ËÁ ÛÒÎÓ‚ËÈ

(3)

(4)

1) ê‡·ÓÚ‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ ÔË ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ ÔÓ‰‰ÂÊÍÂ êîîà (ÍÓ‰ ÔÓÂÍÚ‡ 06-01-00401).

C
2 α+ Π( ) C2 α+ Π( ) C Π( ) Cx

2 Π T1 T2∪ ∪( ), C
2 α+

0 l,( )∩ ∩ C2 α+ 0 l,( ) C2 0 l,[ ] ,∩= =

C
α

0 l,( ) Cα 0 l,( ) C 0 l,[ ] , C– 0 l,[ ]∩ c x( ) : c C 0 l,[ ] c x( ), 0 x 0 l,[ ]∈,≤∈{ } ,= =

C–
α

0 l,( ) Cα 0 l,( ) C– 0 l,[ ] , C–
α 0 l,[ ]∩ Cα 0 l,[ ] C– 0 l,[ ] , C

α Π( )∩ Cα Π( ) C Π( ).∩= = =

Π

C
2 α+

C
α

∆u x y,( )– c x( )u x y,( ) f x( )h x y,( ) g x y,( ), x y,( )+ + Π , u x y,( )∈ ϕ x y,( ), x y,( ) ∂Π ,∈= =

u x 0,( ) χ x( ), x 0 l,[ ] .∈=

C
2 α+

C–
α

∆u x y,( )– c x( )u x y,( ) g x y,( ), x y,( )+ Π , u x y,( )∈ ϕ x y,( ), x y,( ) ∂Π ,∈= =

u x 0,( ) χ x( ), x 0 l,[ ] .∈=

ìÑä 519.633.9
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ëÓÎÓ‚¸fi‚

Ç ÛÒÎÓ‚Ëflı (1), (2) ‚ÂÎË˜ËÌ‡ c ≤ 0, h, q, ϕ, χ – Á‡‰‡ÌÌ˚Â ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ „Î‡‰ÍËÂ ÙÛÌÍˆËË. Ç ÛÒÎÓ-
‚Ëflı (3), (4) ‚ÂÎË˜ËÌ˚ g, ϕ, χ – Á‡‰‡ÌÌ˚Â ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ „Î‡‰ÍËÂ ÙÛÌÍˆËË. èË‚Â‰ÂÏ Á‰ÂÒ¸ ‰Îfl ÔÓÎ-
ÌÓÚ˚ ËÁÎÓÊÂÌËfl Ë ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Ëı ÒÒ˚ÎÓÍ ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍË ÚÂÓÂÏ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl Ë Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË
‰Îfl ÔflÏ˚ı Á‡‰‡˜ (1), (3), ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ËÁ [1, Ò. 108, Ò. 112, Ò. 107] (Ú‡Ï ‰‡Ì˚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‰Îfl ·ÓÎÂÂ
Ó·˘Ëı Ó·Î‡ÒÚÂÈ Ë ·ÓÎÂÂ Ó·˘Ëı Û‡‚ÌÂÌËÈ).

íÂÓÂÏ‡ 0. èÛÒÚ¸ Ò ∈  [0, l], g ∈  Cα( ), ϕ ∈ C(∂Π). íÓ„‰‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ

ÔflÏÓÈ Á‡‰‡˜Ë (3) ‚ ÍÎ‡ÒÒÂ ÙÛÌÍˆËÈ u ∈  C2 + α(Π) ∩ C( ). èË ˝ÚÓÏ ÂÒÎË ϕ ∈ C2 + α(T1) ∩ C2 + α(T2),

ÚÓ u ∈ C 2 + α(Π ∪ T 1 ∪ T 2), ÓÚÍÛ‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ u(·, 0) ∈ C 2 + α[0, l] ⊂ (0, l).

íÂÓÂÏ‡ 00. èÛÒÚ¸ c ∈ (0, l), g ∈  (Π), ϕ ∈ C(∂Π). íÓ„‰‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Â¯Â-

ÌËÂ ÔflÏÓÈ Á‡‰‡˜Ë (3) ‚ ÍÎ‡ÒÒÂ ÙÛÌÍˆËÈ u ∈ C 2 + α(Π) ∩ C( ).
é·‡ÚÌ˚Â Á‡‰‡˜Ë ‚Ë‰‡ (1), (2) Ë (3), (4) ËÁÛ˜‡ÎËÒ¸ ‰Îfl ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚËÔÓ‚ Û‡‚ÌÂÌËÈ ÏÌÓ„ËÏË ‡‚-

ÚÓ‡ÏË (ÔÓ‰Ó·ÌÛ˛ ·Ë·ÎËÓ„‡ÙË˛ Ë ËÒÚÓË˛ ‚ÓÔÓÒ‡ (ÒÏ. ‚ [3]–[10]).
á‡‰‡˜‡ 1 ËÁÛ˜‡Î‡Ò¸ ‡‚ÚÓÓÏ ‚ ‡·ÓÚÂ [11] ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl Ó·Î‡ÒÚË Ò „Î‡‰ÍÓÈ „‡ÌËˆÂÈ ‚ ÔÂ‰ÔÓÎÓ-

ÊÂÌËË c = 0. ÑÎfl ÌÂÂ Ú‡Ï ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡ ÚÂÓÂÏ‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl Ë Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË ÔË ÌÂÍÓÚÓ˚ı Ó„‡-
ÌË˜ÂÌËflı Ì‡ Á‡‰‡ÌÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË Ë Ó·Î‡ÒÚ¸ (ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ ÚÂ·Ó‚‡ÌËflÏ, Ì‡ÎÓÊÂÌÌ˚Ï Ì‡ Ó·Î‡ÒÚ¸
‚ [11], ÌÂ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ).

Ç [16] Á‡‰‡˜‡ 1 ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Î‡Ò¸ ‰Îfl Ó·Î‡ÒÚÂÈ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ·ÓÎÂÂ Ó·˘Â„Ó ‚Ë‰‡, ‚ ·ÓÎÂÂ ÛÁÍÓÏ
ÍÎ‡ÒÒÂ ÙÛÌÍˆËÈ (u, f) ∈ C2 + α(Π ∪ T1 ∪ T2) ∩ C( ) × Cα[0, l]. ÑÎfl Á‡‰‡˜Ë 1 ‚ ˝ÚÓÏ ÍÎ‡ÒÒÂ ÙÛÌÍˆËÈ
Ú‡Ï ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚ÓÒÚ¸ ‡Î¸ÚÂÌ‡ÚË‚˚ îÂ‰„ÓÎ¸Ï‡ Ë – ‚Ó ‚ÚÓÓÈ ˜‡ÒÚË ‡·ÓÚ˚ – ‰ÓÍ‡Á‡Ì˚
ÚÂÓÂÏ˚, ‰‡˛˘ËÂ ‡ÁÎË˜Ì˚Â ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ‰Îfl Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓÈ ‡ÁÂ¯ËÏÓÒÚË Á‡‰‡˜Ë 1. ÑÓ-
Í‡Á‡ÌÌ˚Â ‚ ˝ÚÓÈ ‡·ÓÚÂ ÚÂÓÂÏ˚ ÌÓÒflÚ ı‡‡ÍÚÂ ‡ÁÂ¯ËÏÓÒÚË ‚ “Ï‡ÎÓÏ”, Ú.Â. ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÛÒÎÓ-
‚ËÈ ‡ÁÂ¯ËÏÓÒÚË ‚˚ÒÚÛÔ‡˛Ú ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl Ï‡ÎÓÒÚË l ËÎË ·ÓÎ¸¯ÓÈ ÔÓ ÏÓ‰ÛÎ˛ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ÍÓ˝ÙÙË-
ˆËÂÌÚ‡ c. ä‡Í Ë ‚ [16] ÔË ËÁÛ˜ÂÌËË Á‡‰‡˜Ë 1, ‰Îfl ÙÛÌÍˆËË f ÒÚÓËÚÒfl ÌÂÍÓÚÓÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ II Ó‰‡
‚ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â. Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ÒÚ‡Ú¸Â ÓÌÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ÒÔÓÒÓ·ÓÏ, ÓÚÎË˜Ì˚Ï ÓÚ ÒÔÓ-
ÒÓ·‡ ‚ [16], ÔË ˝ÚÓÏ ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ‡ÒÒÏÓÚÂÚ¸ ˝ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â C[0, l]
‚ÏÂÒÚÓ Cα[0, l]. èË ËÁÛ˜ÂÌËË ÔÓÎÌÓÈ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚË ÓÔÂ‡ÚÓ‡, ‚ıÓ‰fl˘Â„Ó ‚ ÔÓÒÚÓÂÌÌÓÂ Û‡‚-
ÌÂÌËÂ II Ó‰‡, ‚ [16] ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÓˆÂÌÍË ò‡Û‰Â‡, ‡ ‚ Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ÒÚ‡Ú¸Â – ÓˆÂÌÍË “1 + α”, ÒÔÂ-
ˆËÙË˜ÂÒÍËÂ ‰Îfl n = 2, Ú.Â. ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ÔËÌˆËÔË‡Î¸ÌÓ ‰Û„‡fl ÏÂÚÓ‰ËÍ‡ ËÁÛ˜ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë 1 ÔÓ
Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò [16]. ÇÒÂ ̋ ÚÓ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë 1 „ÎÓ·‡Î¸Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓÈ ‡Á-
Â¯ËÏÓÒÚË (·ÂÁ ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl Ï‡ÎÓÒÚË). äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ÔÂ‰Î‡„‡ÂÏ‡fl ÏÂÚÓ‰ËÍ‡ ‰‡ÂÚ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ÔÓ-
ÎÛ˜ËÚ¸ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓÈ ‡ÁÂ¯ËÏÓÒÚË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë 2.

2. îÓÏÛÎËÓ‚Í‡ Ë ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ‡Î¸ÚÂÌ‡ÚË‚˚ îÂ‰„ÓÎ¸Ï‡
‰Îfl Á‡‰‡˜Ë 1

éÔÂ‰ÂÎËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÎËÌÂÈÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÚÓÂÍ ÙÛÌÍˆËÈ:

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÛÒÎÓ‚Ëfl ϕ(0, 0) = χ(0), ϕ(l, 0) = χ(l) fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ÏË ‰Îfl ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl Â-
¯ÂÌËfl ÔflÏÓÈ Á‡‰‡˜Ë (1) ‚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÏ ÍÎ‡ÒÒÂ ÙÛÌÍˆËÈ Ë ÌÓÒflÚ ı‡‡ÍÚÂ ÛÒÎÓ‚ËÈ ÒÓ„Î‡ÒÓ-
‚‡ÌËfl ËÒıÓ‰Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı.

íÂÓÂÏ‡ 1 (‡Î¸ÚÂÌ‡ÚË‚‡ îÂ‰„ÓÎ¸Ï‡). èÛÒÚ¸ c ∈ [0, l], h, hyy ∈ Cα( ), |h(x, 0)| ≥ h0 > 0, x ∈
∈ [0, l]. íÓ„‰‡ ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë  1 ‚ÂÌÓ Ó‰ÌÓ ËÁ ‰‚Ûı ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÈ:

1) Á‡‰‡˜‡ 1 ËÏÂÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÚÓÈÍË ÙÛÌÍˆËÈ (g, ϕ, χ) ∈ G;
2) ÔË g = 0, ϕ = 0, χ = 0 Á‡‰‡˜‡ 1 ËÏÂÂÚ ÌÂÚË‚Ë‡Î¸ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ.
ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. éÔÂ‰ÂÎËÏ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚Â ‰Îfl ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Ëı ‡ÒÒÏÓÚÂÌËÈ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸Ì˚Â

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡:

ëÙÓÏÛÎËÛÂÏ Á‡‰‡˜Û 1 ÔË g = 0, ϕ = 0, χ ∈ (0, l).

C–
α Π

Π
C

2 α+

C–
α

C
α

Π

Π

G g ϕ χ, ,( ) : g Cα Π( ) ϕ C ∂Π( ) C2 α+ T1( ) C2 α+ T2( ) χ C
2 α+

0 l,( ),∈,∩ ∩∈,∈{=

ϕ 0 0,( ) χ 0( )= ϕ l 0,( ) χ l( )=, } .

C–
α Π

C0
2 α+

0 l,( ) χ  : χ C
2 α+

0 l,( ) χ 0( ), χ l( ) 0= =∈{ } .=

C0
2 α+
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á‡‰‡˜‡ 10. ÑÎfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË χ ∈ (0, l) ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ Ô‡Û ÙÛÌÍˆËÈ (u, f) ∈

∈ ( ) × (0, l) ËÁ ÛÒÎÓ‚ËÈ

(5)

(6)

ãÂÏÏ‡ 1. íÂÓÂÏ‡ 1 ‚ÂÌ‡ ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë 1 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌ‡ ‚ÂÌ‡ ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë 10,
Ú.Â. ‚ÂÌÓ Ó‰ÌÓ ËÁ ‰‚Ûı ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÈ:

1) Á‡‰‡˜‡ 10 ËÏÂÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÙÛÌÍˆËË χ ∈ (0, l);

2) ÔË χ = 0 Á‡‰‡˜‡ 10 ËÏÂÂÚ ÌÂÚË‚Ë‡Î¸ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ.
ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ˝ÚÓÈ Ë ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ÎÂÏÏ ÒÏ. ‰‡ÎÂÂ ‚ ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓÏ ‡Á‰ÂÎÂ.
àÁ ÎÂÏÏ˚ 1 ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‰Îfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ÚÂÓÂÏ˚ 1 ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸ ‡Î¸ÚÂÌ‡ÚË‚Û

îÂ‰„ÓÎ¸Ï‡ ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë 10, ˜ÚÓ Ë ·Û‰ÂÚ ÔÓ‚Â‰ÂÌÓ ‰‡ÎÂÂ. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, Ú‡Í Í‡Í |h(x, 0)| ≥ h0 > 0, ÚÓ
·ÂÁ Ó„‡ÌË˜ÂÌËfl Ó·˘ÌÓÒÚË ·Û‰ÂÏ Ò˜ËÚ‡Ú¸ ‰‡ÎÂÂ, ˜ÚÓ h(x, 0) ≡ 1.

ÑÎfl ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Â„Ó ËÁÛ˜ÂÌËfl ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡ÌÌ˚ı Ó·‡ÚÌ˚ı Á‡‰‡˜ ÔÓÚÂ·ÛÂÚÒfl ÌÂÍÓÚÓÓÂ Ó·Ó·-
˘ÂÌËÂ ÔÓÌflÚËfl Â¯ÂÌËfl ÔflÏÓÈ Á‡‰‡˜Ë (3) Ì‡ ÒÎÛ˜‡È ‡Á˚‚Ì˚ı Í‡Â‚˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ (‡Á˚‚˚ I Ó-
‰‡ Û ÙÛÌÍˆËË ϕ) ‚ ÚÓ˜Í‡ı A(0, q1), B(0, q2), C(l, q2), D(l, q1)). èÛÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËfl ϕ(x, y) ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

ÅÛ‰ÂÏ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Ú¸, ˜ÚÓ ν1, ν2 ∈ C[q1, q2], µ1, µ2 ∈ C[0, l]. íÓ„‰‡ ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÒÓ„Î‡-
ÒÓ‚‡ÌËfl ν1(q2) = µ2(0), µ2(l) = ν2(q2), µ1(l) = ν2(q1), ν1(q1) = µ1(0), ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl ϕ ∈ C(∂Π) Ë Â¯ÂÌËÂ
ÔflÏÓÈ Á‡‰‡˜Ë (3), Í‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ (‚ ÒËÎÛ ÚÓ„Ó ˜ÚÓ A, B, C, D – Â„ÛÎflÌ˚Â ÚÓ˜ÍË „‡ÌËˆ˚), ÒÚÓËÚ-
Òfl, Ì‡ÔËÏÂ, ÏÂÚÓ‰ÓÏ èÂÓÌ‡ (ÒÏ. [1, Ò. 105]). ÖÒÎË ̋ ÚË ÛÒÎÓ‚Ëfl ÌÂ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚, ÚÓ Â¯ÂÌËÂ Í‡-
Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë (3) ÔÓÌËÏ‡ÂÚÒfl ‚ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ. à‰ÂÈÌ‡fl ÒÚÓÓÌ‡ Ú‡ÍÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌËfl ÔÓÌflÚËfl
Â¯ÂÌËfl ËÁÎÓÊÂÌ‡, Ì‡ÔËÏÂ, ‚ [12, Ò. 107]. í‡Í Í‡Í ‡‚ÚÓÛ ÌÂ Û‰‡ÎÓÒ¸ Ì‡ÈÚË ‚ ÎËÚÂ‡ÚÛÂ ÌÂÓ·-
ıÓ‰ËÏÛ˛ ÚÓ˜ÌÛ˛ ÒÒ˚ÎÍÛ, ÚÓ ÔË‚Â‰ÂÏ ‰Îfl ÔÓÎÌÓÚ˚ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ Ó ÔflÏÓÈ Á‡‰‡˜Â Ò
‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚ÓÏ. àÚ‡Í, ÔÛÒÚ¸ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚Â ‚˚¯Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ÒÓ„Î‡ÒÓ‚‡ÌËfl ‚ ÚÓ˜Í‡ı A, B, C, D, ‚ÓÓ·˘Â
„Ó‚Ófl, ÌÂ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚. á‡ÏÂÌËÏ ÙÛÌÍˆËË µ1, µ2, ν1, ν2 ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË Û„ÎÓ‚˚ı ÚÓ˜ÂÍ, Ì‡ÔËÏÂ,
ÎËÌÂÈÌ˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÒÓ„Î‡ÒÓ‚‡ÌËfl ‚ Û„ÎÓ‚˚ı ÚÓ˜Í‡ı ·˚ÎË ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚,
ÔË ˝ÚÓÏ ·Û‰ÂÏ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Ú¸ ˜ÚÓ ‚ Ò‡ÏËı ÚÓ˜Í‡ı A, B, C, D ˝ÚË ÎËÌÂÈÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË Ó·‡˘‡˛ÚÒfl
‚ ÌÓÎ¸. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ‚ ÒËÎÛ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚ÓÒÚË ÚÂÓÂÏ˚ 00 Ë ÎËÌÂÈÌÓÒÚË Á‡‰‡˜Ë (3) ·ÂÁ Ó„‡ÌË˜ÂÌËfl
Ó·˘ÌÓÒÚË ÔË ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË ÔÓÌflÚËfl Ó·Ó·˘ÂÌËfl Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë (3), ÏÓÊÌÓ Ò˜ËÚ‡Ú¸ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‚
ÛÒÎÓ‚Ëflı (3) Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚Ï. Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË ÒÓ ÒÍ‡Á‡ÌÌ˚Ï ‚˚¯Â ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ÔË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸-

¯Ëı n ÙÛÌÍˆËË , , , . ÑÎfl ÔËÏÂ‡ ‚˚ÔË¯ÂÏ ÙÛÌÍˆË˛  (ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË
ÒÚÓflÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ):

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Í‡Â‚˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ ·Û‰ÂÏ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÙÛÌÍˆËË ϕn(x, y):

üÒÌÓ, ˜ÚÓ ϕn ∈ C(∂Π) Ë ||ϕn|| ≤ max{||ν1||, ||ν2||, ||µ1||, ||µ2||} ÔË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯Ëı n. ÅÛ‰ÂÏ ‰‡ÎÂÂ

ÔÓÎ‡„‡Ú¸ Π* = \{A, B, C, D}. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Á‡‰‡˜Û ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÙÛÌÍˆËË u(x, y) ËÁ ÛÒÎÓ‚ËÈ

(7)

(8)

á‡‰‡˜Â (7), (8) ÔÓÒÚ‡‚ËÏ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËÈ u(n)(x, y), „‰Â u(n) – Â¯ÂÌËfl
Í‡Â‚˚ı Á‡‰‡˜

(9)

C0
2 α+

C
2 α+ Π C

α

∆u– cu fh, x y,( )+ Π , u x y,( )∈ 0, x y,( ) ∂Π ,∈= =

u x 0,( ) χ x( ), x 0 l,[ ] .∈=

C0
2 α+

ϕ 0 y,( ) ν1 y( ), ϕ l y,( ) ν2 y( ), q1 y q2, ϕ x q2,( )< < µ2 x( ), ϕ x q1,( ) µ1 x( ), 0 x l.< <= = = =

ν1
n( ) µ2

n( ) ν2
n( ) µ1

n( ) µ1
n( )

µ1
n( ) y( ) µ1

1
n
--- 

  x 0 x
1
n
---; µ1 x( )≤ ≤ 1

n
--- x l

1
n
---; µ1 l

1
n
---– 

  n q2 y–( )–≤ ≤ l
1
n
---– x l≤ ≤, , ,

 
 
 

.=

ϕn 0 y,( ) ν1
n( ) y( ), ϕn x q2,( ) µ2

n( ) x( ), ϕn l y,( ) ν2
n( ) y( ), ϕn x q1,( ) µ1

n( ) x( ).= = = =

Π

∆u x y,( )– c x( )u x y,( ), x y,( ) Π ,∈=

u 0 y,( ) ν1 y( ), u l y,( ) ν2 y( ), q1 y q2, u x q1,( )< < µ2 x( ), u x q2,( ) µ2 x( ), 0 x l.< <= = = =

∆u n( ) x y,( )– c x( )u n( ) x y,( ), x y,( ) Π , u n( ) x y,( )∈ ϕ n x y,( ), x y,( ) ∂Π .∈= =
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ëÓÎÓ‚¸fi‚

éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ. êÂ¯ÂÌËÂÏ Á‡‰‡˜Ë (7), (8) Ì‡ÁÓ‚ÂÏ ÙÛÌÍˆË˛

ãÂÏÏ‡ 2. èÛÒÚ¸ c ∈ (0, l). íÓ„‰‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (7), (8) ‚ ÒÏ˚ÒÎÂ ÛÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl, u ∈ C2(Π) ∩ C(Π*) Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ‚ Π Û‡‚ÌÂÌË˛ (7). èË ˝ÚÓÏ ‚ÂÌ˚ ÓˆÂÌÍË,
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ËÁ ÔËÌˆËÔ‡ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡: ||u|| ≤ max{||ν1||, ||ν2||, ||µ1||, ||µ2||}.

ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ. èÛÒÚ¸ c ∈ (0, l), g ∈ ( Π), ν1, ν2 ∈ C[q1, q2], µ1, µ2 ∈ C[0, l]; ÚÓ„‰‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
Â¯ÂÌËÂ u ∈ C 2(Π) ∩ C(Π*) Á‡‰‡˜Ë (3) ‚ ÒÏ˚ÒÎÂ ÛÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó ‚˚¯Â ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl.

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÔflÏÓ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÎÂÏÏ˚ 2 Ë ÚÂÓÂÏ˚ 00.

ÑÎfl ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Â„Ó ËÁÛ˜ÂÌËfl Ó·‡ÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë 10 ‡ÒÒÏÓÚËÏ Á‡‰‡˜Û ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÚÓÈÍË ÙÛÌÍ-

ˆËÈ (u, v, f) ∈ ( Π) × (C2(Π) ∩ C(Π*)) × [0, l] ËÁ ÛÒÎÓ‚ËÈ

(10)

(11)

(12)

(13)

ë‚flÁ¸ Á‡‰‡˜ 10 Ë (10)–(13) ÛÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÚ

ãÂÏÏ‡ 3. èÛÒÚ¸ (u, f) – Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë 10; ÚÓ„‰‡ uyy ∈  C2(Π) ∩ C(Π*) Ë ÚÓÈÍ‡ ÙÛÌÍˆËÈ (u, v, f) =
= (u, yyy, f) – Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (10)–(13). é·‡ÚÌÓ: ÂÒÎË (u, v, f) – Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (10)–(13) ËÁ ÛÍ‡-
Á‡ÌÌÓ„Ó ÍÎ‡ÒÒ‡, ÚÓ v = uyy Ë Ô‡‡ ÙÛÌÍˆËÈ (u, f) – Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë 10.

àÁ ÎÂÏÏ˚ 3 ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‰Îfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ÚÂÓÂÏ˚ 1 ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸ ‡Î¸ÚÂÌ‡ÚË‚Û
îÂ‰„ÓÎ¸Ï‡ ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë (10)–(13). ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ÎËÌÂÈÌ˚È ÓÔÂ‡ÚÓ A Ò Ó·Î‡ÒÚ¸˛ ÓÔÂ‰Â-

ÎÂÌËfl D(A) = (0, l) ⊂  C[0, l] Ë Ó·Î‡ÒÚ¸˛ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ‚ C[0, l] ÔÓ Ô‡‚ËÎÛ (Af)(x) = v(x, 0), „‰Â v(x, y) –
Â¯ÂÌËÂ ÔflÏÓÈ Á‡‰‡˜Ë (11)–(13) (ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ‚ ÒËÎÛ ÎÂÏÏ˚ 2). á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÒËÎÛ ÔËÌˆËÔ‡
Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ (Ú‡Í Í‡Í c ≤ 0) ‰Îfl ÔflÏÓÈ Á‡‰‡˜Ë (11), (12) ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ ÓˆÂÌÍ‡ ||v(·, 0)|| ≤ C1||f ||, „‰Â ÔÓ-
ÒÚÓflÌÌ‡fl C1 ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ f. éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ v(·, 0) ‡‚ÌÓÏÂÌÓ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ f ∈
∈ (0, l) ‚ sup-ÌÓÏÂ. í‡Í Í‡Í (0, l) ‚Ò˛‰Û ÔÎÓÚÌÓ ‚ C[0, l], ÚÓ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [13, Ò. 81]) ÒÛ˘Â-
ÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÂ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÂ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ A Ò D(A) Ì‡ ‚ÒÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó C[0, l]. ÅÛ‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡-

˜‡Ú¸ ˝ÚÓ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÂ ˜ÂÂÁ ( f), f ∈ C[0, l].

ãÂÏÏ‡ 4. (f) – ‚ÔÓÎÌÂ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚È ÓÔÂ‡ÚÓ, ÔË ˝ÚÓÏ ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÙÛÌÍˆËË f ∈ C[0, l] ‚˚-

ÔÓÎÌÂÌÓ ‚ÍÎ˛˜ÂÌËÂ (f) ∈ (0, l).

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (13) ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â Û‡‚ÌÂÌËfl II Ó‰‡ ‚ ·‡Ì‡ıÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡Ì-

ÒÚ‚Â C[0, l] Ò ‚ÔÓÎÌÂ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ :

(14)

„‰Â ÙÛÌÍˆËfl ψ = –χ'' – cχ ∈ (0, l). ÖÒÎË f ∈ C[0, l] – Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (14), ÚÓ ‚ ÒËÎÛ ÎÂÏÏ˚ 4,

‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ‚ÍÎ˛˜ÂÌËÂ f ∈ (0, l). çÓ ÚÓ„‰‡, Â¯Ë‚ ÔflÏÛ˛ Á‡‰‡˜Û (11), (12) (ÂÂ Â¯ÂÌËÂ ÒÛ˘Â-
ÒÚ‚ÛÂÚ ‚ ÒËÎÛ ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ëfl ÎÂÏÏ˚ 2) Ë ÔflÏÛ˛ Á‡‰‡˜Û (10) (ÒÏ. ÚÂÓÂÏÛ 00), ÔÓÎÛ˜ËÏ, ‚ ÒËÎÛ ÎÂÏÏ˚ 3,
˜ÚÓ Ô‡‡ ÙÛÌÍˆËÈ (u, f) – Â¯ÂÌËÂ Ó·‡ÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë 10. àÁ ÎÂÏÏ˚ 3 ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Ë, Ó·‡ÚÌÓ, ÂÒÎË
(u, f) – Â¯ÂÌËÂ Ó·‡ÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë 10, ÚÓ f – Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (14). çÓ ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËfl (14) ‚ÂÌ‡
‡Î¸ÚÂÌ‡ÚË‚‡ îÂ‰„ÓÎ¸Ï‡ (ÒÏ. [13, Ò. 203]). éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÓÌ‡ ‚ÂÌ‡ Ë ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë 10. íÂÓ-
ÂÏ‡ 1 ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.

u x y,( ) u n( ) x y,( ), x y,( ) Π*.∈
n ∞→
lim=

C–
α

C–
α

C
α

C
2 α+

C
α

∆u x y,( )– c x( )u x y,( ) f x( )h x y,( ), x y,( )+ Π , u x y,( )∈ 0, x y,( ) ∂Π ,∈= =

∆v x y,( )– c x( )v x y,( ) f x( )hyy x y,( ), x y,( )+ Π ,∈=

v x q1,( ) f x( )h x q1,( ), v x q2,( )– f x( )h x q2,( ), 0 x l,< <–= =

v 0 y,( ) v l y,( ) 0, q1 y q2,< <= =

f x( ) χ'' x( )– c x( )χ x( )– v x 0,( ), 0 x l.≤ ≤–=

C
α

C
α

C
α

Ã
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Ã C
α

Ã

f Ã f+ ψ,=
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3. íÂÓÂÏ˚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË Ë ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë 1

àÁ ÚÂÓÂÏ˚ 1 ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‰Îfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë 1
‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚ¸ Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë 1.

ãÂÏÏ‡ 5. èÛÒÚ¸ h, hyy ∈ Cα( ), f ∈ (0, l), c ∈ (0, l), h(x, y) ≥ 0, hyy ≤ 0, (x, y) ∈ Π. íÓ„‰‡ ÂÒÎË

u ∈ C2(Π) ∩ C( ) – Â¯ÂÌËÂ ÔflÏÓÈ Á‡‰‡˜Ë (1) ÔË g ≡ 0, ϕ ≡ 0 Ë ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ u(x, 0) = 0,
x ∈ (0, l), ÚÓ f(x)h(x, 0) = 0, x ∈ (0, l).

íÂÓÂÏ‡ 2 (ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl Ë Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë 1). èÛÒÚ¸ h, hyy ∈ Cα( ), c ∈
∈ [0, l], h(x, 0) ≥ h0 > 0, x ∈ [0, l], h(x, y) ≥ 0, hyy ≤ 0 (x, y) ∈ Π. íÓ„‰‡ ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÚÓÈÍË ÙÛÌÍˆËÈ
(g, ϕ, χ) ∈  G ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Ó·‡ÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë (1), (2) ‚ ÍÎ‡ÒÒÂ ÙÛÌÍˆËÈ (u, f) ∈
∈  (Π) × (0, l).

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. Ç ÒËÎÛ ÎËÌÂÈÌÓÒÚË Á‡‰‡˜Ë 1 Ë ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚ÓÒÚË ÚÂÓÂÏ˚ 1, ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‰ÓÍ‡-

Á‡Ú¸, ˜ÚÓ Á‡‰‡˜‡ Ó· ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË Ô‡˚ ÙÛÌÍˆËÈ (u, f) ∈ (Π) × (0, l) ËÁ ÛÒÎÓ‚ËÈ

(15)

ËÏÂÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ. çÓ ËÁ ÎÂÏÏ˚ 5 ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë (15) ÔÓÎÛ˜ËÏ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó f(x)h(x, 0) = 0,
x ∈  (0, l). íÓ„‰‡ ‚ ÒËÎÛ ÛÒÎÓ‚Ëfl h(x, y) ≥ h0 > 0 ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ, ̃ ÚÓ f ≡ 0. çÓ ÚÓ„‰‡ Ë u ≡ 0. íÂÓÂÏ‡ 2 ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ÚÓÓÈ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë 1 ÏÓÊÌÓ ÛÍ‡Á‡Ú¸ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó-
‚‡ÌËfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl. ÅÛ‰ÂÏ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Ú¸, ˜ÚÓ h(x, y) ≡ h(y), h, hyy ∈ Cα[q1, q2]. ÑÎfl ‰‡Î¸-
ÌÂÈ¯Ëı ÙÓÏÛÎËÓ‚ÓÍ ‚‚Â‰ÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚Â ‰‡ÎÂÂ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Ì‡ ÓÚ-
ÂÁÍÂ [0, l] Á‡‰‡˜Û òÚÛÏ‡–ãËÛ‚ËÎÎfl

(16)

àÁ‚ÂÒÚÌÓ (ÒÏ. [14, Ò. 202]), ˜ÚÓ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl {λn} Á‡‰‡˜Ë (16) Ó·‡ÁÛ˛Ú ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ ‚ÓÁ-
‡ÒÚ‡˛˘Û˛ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ, ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ËÏ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â
ÙÛÌÍˆËË {ϕn(x)}, ϕk ∈ C2[0, l], Ó·‡ÁÛ˛Ú ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚È ·‡ÁËÒ ‚ L2(0, l). èÛÒÚ¸ g ∈ C[q1, q2] – ÔÓ-
ËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl. ÅÛ‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜‡Ú¸ ˜ÂÂÁ wk(y) Â¯ÂÌËÂ Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë

(17)

àÁ‚ÂÒÚÌÓ, ˜ÚÓ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (17) ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl ˜ÂÂÁ ÙÛÌÍˆË˛ ÉËÌ‡ G(y, s; λk), ËÏÂ˛˘Û˛ ‚Ë‰

èË ˝ÚÓÏ wk(y) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

éÔÂ‰ÂÎËÏ ÔË λ > 0 ÙÛÌÍˆË˛ κ(λ) ÔÓ Ô‡‚ËÎÛ

íÂÓÂÏ‡ 3. á‡‰‡˜‡ 1 ËÏÂÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ‰Îfl Î˛·˚ı ÙÛÌÍˆËÈ (g, ϕ, χ) ∈ G ÚÓ„‰‡ Ë
ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÌÛÎË ÙÛÌÍˆËË κ(λ) ÌÂ ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ò λk. ÖÒÎË ÔË ÌÂÍÓÚÓÓÏ k ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ
‡‚ÂÌÒÚ‚Ó κ(λ k) = 0, ÚÓ Á‡‰‡˜‡ 1 ÔË g = 0, ϕ = 0, χ = 0 ËÏÂÂÚ ÌÂÚË‚Ë‡Î¸ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ, ÔË ˝ÚÓÏ
f = ϕk.

Π C
α

C–
α

Π

Π
C–

α

C
2 α+

C
α

C
2 α+

C
α

∆u– cu fh, x y,( )+ Π , u x y,( )∈ 0, x y,( ) ∂Π , u x 0,( )∈ 0, x 0 l,[ ] ,∈= = =

L z[ ] x( ) z'' x( )– c x( )z x( )– λz x( ), 0 x l, z q1( )< < z q2( ) 0.= = = =

wk'' y( )– λ kwk y( )+ g y( ), y q1 q2,[ ] , wk q1( )∈ wk q2( ) 0.= = =

G y s; λ k,( )

λ k s q2–( ) λ k y q1–( )shsh

λ k q2 q1–( )sh
---------------------------------------------------------------------, q1 y s,< <

λ k s q1–( ) λ k y q2–( )shsh

λ k q2 q1–( )sh
---------------------------------------------------------------------, s y q2.< <









=

wk y( ) G y s; λ k,( )g s( ) s.d

q1

q2

∫–=

κ λ( ) G 0 s; λ,( )h s( ) s.d

q1

q2

∫–=
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ëÓÎÓ‚¸fi‚

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. Ç ÒËÎÛ ‡Î¸ÚÂÌ‡ÚË‚˚ îÂ‰„ÓÎ¸Ï‡, ‰Îfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl Â‰ËÌ-
ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë 1 ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚ¸ Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë 10 ‚ ÛÒÎÓ‚Ëflı
ÚÂÓÂÏ˚ 3. èÛÒÚ¸ (u, f) – Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë 10. íÓ„‰‡ ÛÒÎÓ‚Ëfl (5), (6) ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â

(18)

(19)

(20)

ìÏÌÓÊËÏ (18) Ì‡ ϕk(x) Ë ÔÓËÌÚÂ„ËÛÂÏ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÓÚ 0 ‰Ó ÔÓ x. íÓ„‰‡ ‰Îfl ÙÛÌÍˆËË

ËÁ ÛÒÎÓ‚ËÈ (18)–(20) ÔÓÎÛ˜ËÏ Á‡‰‡˜Û

(21)

àÁ (21), ÔÓÎ¸ÁÛflÒ¸ ÙÛÌÍˆËÂÈ ÉËÌ‡, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÛÒÎÓ‚Ëfl ‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl fk:

(22)

àÁ (22) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÂÒÎË κ(λ k) ≠ 0, ÚÓ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ îÛ¸Â ÙÛÌÍˆËË f(x) ÔÓ ÒËÒÚÂÏÂ {ϕk}, Ó·‡-
ÁÛ˛˘ÂÈ ·‡ÁËÒ ‚ L2(q1, q2), ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ, Ú.Â. Á‡‰‡˜‡ 10 ÔË χ = 0 ËÏÂÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÚË‚Ë-
‡Î¸ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ. ÖÒÎË ÔË ÌÂÍÓÚÓÓÏ k ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó κ(λ k) = 0, ÚÓ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔÓ-
‚ÂflÂÚÒfl, ˜ÚÓ Ô‡‡ ÙÛÌÍˆËÈ (u, ϕk), „‰Â u – Â¯ÂÌËÂ ÔflÏÓÈ Á‡‰‡˜Ë (5), Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ Á‡‰‡˜Â 10
ÔË χ = 0. íÂÓÂÏ‡ 3 ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.

ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 1. èÛÒÚ¸ h, hyy ∈ Cα[q1, q2], h(y) ÌÂ ÏÂÌflÂÚ ÁÌ‡Í Ì‡ [q1, q2], h(0) ≠ 0, ÚÓ„‰‡ Á‡‰‡˜‡ (1)
ËÏÂÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÚÓÈÍË ÙÛÌÍˆËÈ (g, ϕ, χ) ∈ G.

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÂÒÎË h(y) ÌÂ ÏÂÌflÂÚ ÁÌ‡Í Ì‡ [q1, q2], h(0) ≠ 0, ÚÓ κ(λ) ≠ 0 ‰Îfl Î˛-
·˚ı λ > 0. éÚÒ˛‰‡, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÚÂÓÂÏÛ 6, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ëfl.

ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 2. èÛÒÚ¸ (u, f) – Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë 10, u(x, 0) = χ(x). íÓ„‰‡ ÂÒÎË κ(λ k) ≠ 0, ÚÓ ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ‡fl
ÙÛÌÍˆËfl f ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ ‚ ‚Ë‰Â ÒıÓ‰fl˘Â„ÓÒfl ‚ L2(0, l) fl‰‡:

(23)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ (22).

4. íÂÓÂÏ‡ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË Ë ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë 2

á‡‰‡˜Û 2 ·Û‰ÂÏ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ‚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËË, ˜ÚÓ ϕ(x, q1) = ϕ(x, q2) = 0, x ∈ [0, l], Ú.Â. ‡Ò-

ÒÏÓÚËÏ Á‡‰‡˜Û ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl Ô‡˚ ÙÛÌÍˆËÈ (u, c) ∈ ( Π) × (0, l) ËÁ ÛÒÎÓ‚ËÈ

(24)

(25)

íÂÓÂÏ‡ 4 (Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë 2). èÛÒÚ¸ g, gyy ∈ Cα( ), νi,  ∈ C[q1, q2], νi(y) ≥ 0,

(y) ≤ 0, y ∈ ( q1, q2) i = 1, 2, g(x, y) ≥ 0, gyy(x, y) ≤ 0, (x, y) ∈ Π, ıÓÚfl ·˚ Ó‰Ì‡ ËÁ ÙÛÌÍˆËÈ g, νi ÌÂ
fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÌÛÎÂÏ. íÓ„‰‡ Á‡‰‡˜‡ 2 ÌÂ ÏÓÊÂÚ ËÏÂÚ¸ ‰‚Ûı ‡ÁÎË˜Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ.

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó (ÓÚ ÔÓÚË‚ÌÓ„Ó). èÛÒÚ¸ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‰‚‡ ‡ÁÎË˜Ì˚ı Â¯ÂÌËfl (u(2), c(2)), (u(1), c(1))
Á‡‰‡˜Ë (24), (25). íÓ„‰‡ Ëı ‡ÁÌÓÒÚ¸ (u, c) = (u(2) – u(1), c(2) – c(1)) – Â¯ÂÌËÂ Ó·‡ÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë

(26)

uyy x y,( )– L u[ ] x y,( )+ f x( )h y( ), 0 x l, q1 y q2,<<< <=

u 0 y,( ) u l y,( ) 0, q1 y q2, u x q1,( )≤ ≤ u x q2,( ) 0, 0 x l,≤ ≤= = = =

u x 0,( ) χ x( ), 0 x l.≤ ≤=

Uk y( ) u x y,( )ϕk x( ) xd

0

l

∫ u ϕk,( ) y( )= =

Uk'' y( )– λ kUk y( )+ f ϕk,( )h y( ) f kh y( ), 0 y l,< <= =

Uk q1( ) Uk q2( ) 0, Uk 0( ) χ ϕ k,( ) χk.= = = =

f kκ λ k( ) χk.=

f x( )
χ ϕ k,( )
κ λ k( )
----------------ϕk x( ).

1

∞

∑=

C
2 α+

C–
α

∆u x y,( )– c x( )u x y,( ) g x y,( ), x y,( ) Π ,∈+=

u 0 y,( ) ν1 y( ), u l y,( ) ν2 y( ), y q1 q2,[ ] , u x q1,( )∈ u x q2,( ) 0, x 0 l,[ ] ,∈= = = =

u x 0,( ) χ x( ), x 0 l,[ ] .∈=

Π ν i''

ν i''

∆u– c 2( )u cu 1( ), x y,( ) Π , u 0 y,( )∈+ u l y,( ) 0, y q1 q2,[ ] ,∈= = =

u x q1,( ) u x q2,( ) 0, x 0 l,[ ] , u x 0,( )∈ 0, x 0 l,[ ] .∈= = =
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çÓ ÙÛÌÍˆËfl w(x, y) = (x, y) ‚ ÒËÎÛ ÎÂÏÏ˚ 3 Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÔflÏÓÈ Á‡‰‡˜Â

(27)

àÁ ÔËÌˆËÔ‡ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ ‰Îfl ÙÛÌÍˆËË u(1) ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó u(1)(x, y) ≥ 0, (x, y) ∈ Π. äÓÏÂ
ÚÓ„Ó, Ú‡Í Í‡Í Ó‰Ì‡ ËÁ ÙÛÌÍˆËÈ g, ν1, ν2 ÌÂ ÂÒÚ¸ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÌÛÎ¸, ÚÓ ËÁ ÒÚÓ„Ó„Ó ÔËÌˆËÔ‡ Ï‡Í-
ÒËÏÛÏ‡ (ÒÏ. [1, Ò. 41]) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ̃ ÚÓ u(1)(x, 0) = χ(x) > 0, x ∈ (0, l). ÑÎfl ÔflÏÓÈ Á‡‰‡˜Ë (27) ËÁ ÔËÌˆËÔ‡
Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ w(x, y) ≤ 0, (x, y) ∈ Π. çÓ ÚÓ„‰‡ ÔËÏÂÌflfl ÎÂÏÏÛ 5 Í Ó·‡ÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Â (26),
ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ c ≡ 0, Ú.Â. u ≡ 0. èÓÚË‚ÓÂ˜ËÂ. íÂÓÂÏ‡ 4 ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.

ÑÎfl ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍË ÚÂÓÂÏ˚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë 2 ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ÙÛÌÍˆË˛  ∈ C2(Π) ∩ C(Π*)
Í‡Í Â¯ÂÌËÂ ÔflÏÓÈ Á‡‰‡˜Ë

(28)

íÂÓÂÏ‡ 5. èÛÒÚ¸ ν1, ν2 ∈ C2[0, l], g, gyy ∈ Cα( ), χ ∈ (0, l), νi(y) ≥ 0, (y) ≤ 0, y ∈ ( q1, q2),
g(x, y) ≥ 0, gyy(x, y) ≤ 0, (x, y) ∈ Π, χ(x) ≥ χ0 > 0, x ∈ [0, l], ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÒÓ„Î‡ÒÓ‚‡ÌËfl χ(0) =
= ν1(0), χ(l) = ν2(0), ν1(q1) = ν1(q2) = ν2(q1) = ν2(q2) = 0. íÓ„‰‡ ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

(29)

„‰Â (x, y) – Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (28), ÚÓ Á‡‰‡˜‡ 2 ËÏÂÂÚ, Ë ÔËÚÓÏ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ, Â¯ÂÌËÂ.

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ. íÂÓÂÏ‡ 5 Ì‡ÍÎ‡‰˚‚‡ÂÚ ·ÓÎ¸¯ÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó Ó„‡ÌË˜ÂÌËÈ Ì‡ Á‡‰‡‚‡ÂÏ˚Â ÙÛÌÍˆËË ν1, ν2,
g, χ. ÇÓÁÌËÍ‡ÂÚ ‚ÓÔÓÒ Ó ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËË Ú‡ÍÓ„Ó Ì‡·Ó‡ ÙÛÌÍˆËÈ, ÍÓÚÓ˚Â Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ‚ÒÂÏ ÛÒÎÓ‚ËflÏ
ÚÂÓÂÏ˚ 5 (ÌÂÔÛÒÚÓÚ‡ ÍÎ‡ÒÒ‡). èË‚Â‰ÂÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ ÔËÏÂ. èÛÒÚ¸ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË

χ ∈ (0, l), ν1, ν2 ∈ C2[q1, q2] Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÛÒÎÓ‚ËflÏ χ(x) ≥ χ0 > 0, x ∈ [0, l], ν1(y) ≥ 0, ν2(y) ≥ 0,

(y) ≤ 0, (y) ≤ 0, ν1(q1) = ν1(q2) = ν2(q1) = ν2(q2) = 0, ν1(0) = χ(0), ν2(0) = χ(l). üÒÌÓ, ˜ÚÓ Ú‡ÍËÂ ÙÛÌÍˆËË

ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú. èÛÒÚ¸ r ∈ C2 + α( ) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘‡fl ÛÒÎÓ‚ËflÏ ryy ≤ 0, (x, y) ∈ Π.
èÛÒÚ¸ g(x, y) = Q + r(x, y), „‰Â Q > 0 – ÌÂÍÓÚÓÓÂ ˜ËÒÎÓ, ÍÓÚÓÓÂ ‚˚·ÂÂÏ ‰‡Î¸¯Â. èÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ÔË ‰Ó-
ÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯ÓÏ Q Ì‡·Ó ÙÛÌÍˆËÈ ν1, ν2, χ, g Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ‚ÒÂÏ ÛÒÎÓ‚ËflÏ ÚÂÓÂÏ˚ 5. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ

ÙÛÌÍˆË˛  = Qw1 + w2, „‰Â ‰Îfl ÙÛÌÍˆËÈ , w1, w2 ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ Á‡‰‡˜Ë

(30)

(31)

(32)

èÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ÔË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËflı Ô‡‡ÏÂÚ‡ Q Ì‡·Ó ÙÛÌÍˆËÈ g, ν1, ν2, χ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ
‚ÒÂÏ ÛÒÎÓ‚ËflÏ ÚÂÓÂÏ˚ 4. á‡ÏÂÚËÏ, ̃ ÚÓ, ‚ ÒËÎÛ ÒÚÓ„Ó„Ó ÔËÌˆËÔ‡ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡, ‰Îfl ÙÛÌÍˆËË w1 ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó –1 < –δ ≤ w1(x, 0) ≤ 0, δ > 0 – ÌÂÍÓÚÓÓÂ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÂ ˜ËÒÎÓ. íÓ„‰‡ ·Û‰ÂÚ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ ˆÂ-
ÔÓ˜Í‡ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚

èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ·Û‰ÂÚ ‚ÒÂ„‰‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ÔË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËflı Ô‡‡ÏÂÚ‡ Q > 0, Ú.Â.
·Û‰ÂÚ ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (29).

uyy
1( )

∆w– c 1( )w gyy, x y,( ) Π , w 0 y,( )∈+ ν1'' y( ), w l y,( ) ν2'' y( ), y q1 q2,( ),∈= = =

w x q1,( ) g x q1,( ), w x q2,( )– g x q2,( ), x 0 l,( ).∈–= =

w

∆w– gyy x y,( ), x y,( ) Π , w 0 y,( )∈ ν 1'' y( ), w l y,( ) ν2'' y( ), y q1 q2,( ),∈= = =

w x q1,( ) w x q2,( ) 0, x 0 l,( ).∈= =

Π C
2 α+ ν i''

χ'' x( )– g x 0,( )– w x 0,( ), x 0 l,( ),∈≤

w

C
2 α+

ν1'' ν2''

Π

w w

∆w– Qryy, x y,( ) Π , w 0 y,( )∈ ν 1'' y( ), w l y,( ) ν2'' y( ), y q1 q2,( ),∈= = =

w q1 x,( ) Q– r x q1,( ),–= w q2 x,( ) Q– r x q2,( )– , x 0 l,( ),∈=

∆w1– 0, x y,( ) Π , w1 0 y,( )∈ w1 l y,( ) 0, q1 y q2,< <= = =

w1 x q1,( ) w1 x q2,( ) 1– , 0 x l,< <= =

∆w2– ryy, x y,( ) Π , w2 0 y,( )∈ ν 1'' y( ), w2 l y,( ) ν2'' y( ), y q1 q2,( ),∈= = =

w2 x q1,( ) r x q1,( ),–= w2 x q2,( ) r x q2,( )– , 0 x l.< <=

χ'' x( )– g x 0,( )– w x 0,( )– χ'' x( )– Q 1 w1 x 0,( )+[ ]– r x 0,( ) w2 x 0,( )+[ ] ≤–=

≤ χ'' x( )– r x 0,( ) w2 x 0,( )+[ ]– Q 1 δ–( )– 0.≤
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ëÓÎÓ‚¸fi‚

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÚÂÓÂÏ˚ 5. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸ÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û Ó· ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË ÚÓÈÍË

ÙÛÌÍˆËÈ (u, v, c) ∈ ( Π) × (C2 + α(Π) ∩ C(Π*)) × (0, l) ËÁ ÛÒÎÓ‚ËÈ

(33)

(34)

(35)

á‡‰‡˜Û 2 Ë Á‡‰‡˜Û (33)–(35) Ò‚flÁ˚‚‡ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘‡fl
ãÂÏÏ‡ 6. èÛÒÚ¸ (u, c) – Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë 2; ÚÓ„‰‡ (u, uyy, c) – Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (33)–(35). é·‡Ú-

ÌÓ: ÔÛÒÚ¸ (u, v, c) – Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (33)–(35). íÓ„‰‡ v = uyy Ë Ô‡‡ ÙÛÌÍˆËÈ (u, c) – Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë 2.
ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÎÂÏÏ˚ 6 ‰ÓÒÎÓ‚ÌÓ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚ÓÏ ÎÂÏÏ˚ 3 (ÓÚÎË˜ËÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚

ÚÓÏ, ˜ÚÓ g(x, y) = f(x)h(x, y), ˜ÚÓ ÌÂ ÏÂÌflÂÚ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡).

ÑÎfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ÚÂÓÂÏ˚ 5 ÓÔÂ‰ÂÎËÏ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â (0, l) ⊂ C–[0, l] ÌÂÎËÌÂÈÌ˚È ÓÔÂ‡-
ÚÓ ÒÓ ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ‚ C[0, l] ÔÓ Ô‡‚ËÎÛ B(c)(x) = [–v(x, 0) – χ''(x) – g(x, 0)]/χ(x), x ∈ [0, l], „‰Â v(x, y) –
Â¯ÂÌËÂ ÔflÏÓÈ Á‡‰‡˜Ë (34). àÁ ÓˆÂÌÍË v(x, 0), ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ËÁ ÔËÌˆËÔ‡ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ (ÒÏ. [1, Ò. 39]),

‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ, ˜ÚÓ ||B(c2) – B(c1)|| ≤ K||c2 – c1||, „‰Â K ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ c1, c2 ∈ (0, l). èÓ˝ÚÓÏÛ B(c) ‡‚ÌÓ-

ÏÂÌÓ ÌÂÔÂ˚‚ÂÌ Ì‡ C–[0, l] Ë Á‡‰‡Ì Ì‡ ‚Ò˛‰Û ÔÎÓÚÌÓÏ ‚ C–[0, l] ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â (0, l). éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ-
‰ÛÂÚ, ̃ ÚÓ Â„Ó ÏÓÊÌÓ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ ÔÓ‰ÓÎÊËÚ¸ ÔÓ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚË Ì‡ ‚ÒÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó C–[0, l] (ÒÏ., Ì‡-
ÔËÏÂ, [13, Ò. 83]). èÓ‰ÓÎÊÂÌÌ˚È Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ Ì‡ C–[0, l] ÓÔÂ‡ÚÓ ·Û‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜‡Ú¸ ˜ÂÂÁ

(c). èË ˝ÚÓÏ ‰Îfl (c) ·Û‰ÛÚ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÓˆÂÌÍË, ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ËÁ ÔËÌˆËÔ‡ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ ‰Îfl Á‡‰‡-
˜Ë (34), Ú‡Í Í‡Í ÓÌË ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ‰Îfl ‰ÓÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ.

ãÂÏÏ‡ 7. Ç ÛÒÎÓ‚Ëflı ÚÂÓÂÏ˚ 5 ÓÔÂ‡ÚÓ (c) ‚ÔÓÎÌÂ ÌÂÔÂ˚‚ÂÌ, ÔË ˝ÚÓÏ ‰Îfl Î˛·ÓÈ

ÙÛÌÍˆËË c ∈ C –[0, l] ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ‚ÍÎ˛˜ÂÌËÂ (c) ∈ (0, l).
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (35) Í‡Í Û‡‚ÌÂÌËÂ II Ó‰‡ ‚ ÔÓÎÌÓÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â C–[0, l]

ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË c:

(36)

ÖÒÎË Û‡‚ÌÂÌËÂ (36) ËÏÂÂÚ Â¯ÂÌËÂ c ∈ C –[0, l], ÚÓ, ‚ ÒËÎÛ ÎÂÏÏ˚ 7, ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ‚ÍÎ˛˜ÂÌËÂ c ∈
∈ (0, l). çÓ ÚÓ„‰‡, Â¯Ë‚ ÔflÏÛ˛ Á‡‰‡˜Û (33), ÔÓÎÛ˜ËÏ, ‚ ÒËÎÛ ÎÂÏÏ˚ 6, Â¯ÂÌËÂ Ó·‡ÚÌÓÈ Á‡-
‰‡˜Ë 2. é·‡ÚÌÓ: ‰Îfl Î˛·Ó„Ó Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë 2, ‚ ÒËÎÛ ÎÂÏÏ˚ 6, ÙÛÌÍˆËfl c(x) ·Û‰ÂÚ Â¯ÂÌËÂÏ
Û‡‚ÌÂÌËfl (36). éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‰Îfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ÚÂÓÂÏ˚ 5 ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸ ÒÛ˘Â-
ÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (36). ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ ·‡Ì‡ıÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â C[0, l] ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚Ó

àÁ ÔËÌˆËÔ‡ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ ‰Îfl Á‡‰‡˜ (28), (34) Ë ËÁ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÚÂÓÂÏ˚ 5 ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ (P) ⊂ P, Ú.Â.

ÓÔÂ‡ÚÓ  ‚ÔÓÎÌÂ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚È, ÓÚÓ·‡Ê‡˛˘ËÈ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó P ‚ ·‡Ì‡ıÓ-
‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â C[0, l] ‚ ÒÂ·fl. çÓ ÚÓ„‰‡ ËÁ ËÁ‚ÂÒÚÌÓ„Ó ÔËÌˆËÔ‡ ò‡Û‰Â‡ (ÒÏ. [13, Ò. 228]) ÒÎÂ-

‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ  ËÏÂÂÚ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ Ë Û‡‚ÌÂÌËÂ (36) ËÏÂÂÚ Â¯ÂÌËÂ c ∈ C–[0, l]. çÓ, ‚ ÒËÎÛ

ÎÂÏÏ˚ 7, c ∈ (0, l). íÓ„‰‡, ‚ ÒËÎÛ ÔÂ‰˚‰Û˘Ëı ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËÈ, Á‡‰‡˜‡ 2 ËÏÂÂÚ Â¯ÂÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ,
ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÚÂÓÂÏÂ 4, ·Û‰ÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓ. íÂÓÂÏ‡ 5 ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.

5. ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÈ
ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÎÂÏÏ˚ 1. èÛÒÚ¸ ÚÂÓÂÏ‡ 1 ‚ÂÌ‡ ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë 1 Ë ‰Îfl ˝ÚÓÈ Á‡‰‡˜Ë Â‡ÎËÁÛÂÚÒfl

ÔÂ‚˚È ÒÎÛ˜‡È ‡Î¸ÚÂÌ‡ÚË‚˚. íÓ„‰‡ ÔË q = 0, ϕ = 0, ‚ ÒËÎÛ ÛÒÎÓ‚ËÈ ÒÓ„Î‡ÒÓ‚‡ÌËfl Ë ÚÂÓÂÏ˚ 0,

·Û‰ÂÚ ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ‚ÍÎ˛˜ÂÌËÂ χ ∈ (0, l). çÓ ÚÓ„‰‡ ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë 10 Ú‡ÍÊÂ ·Û‰ÂÚ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ ÔÂ‚˚È

C
2 α+

C
α

∆u x y,( )– c x( )u x y,( ) g x y,( ), x y,( )+ Π , u 0 y,( )∈ ν 1 y( ), u l y,( ) ν2 y( ), y q1 q2,[ ] ,∈= = =

u x q1,( ) u x q2,( ) 0, x 0 l,[ ] ,∈= =

∆v x y,( )– c x( )v x y,( ) gyy x y,( ), x y,( )+ Π , v 0 y,( )∈ ν 1'' y( ), v l y,( ) ν2'' y( ), y q1 q2,( ),∈= = =

v x q1,( ) g– x q1,( ), v x q2,( ) g x q2,( ),–= =

c x( ) χ'' x( )– g x 0,( )– v x 0,( )–[ ] /χ x( ), 0 x l.≤ ≤=

C–
α

C–
α

C–
α

B̃ B̃

B̃

B̃ C–
α

c B̃ c( ).=

C–
α

P c : c C 0 l,[ ] χ '' x( ) g x 0,( )+[ ] /χ x( )– c x( ) 0 x 0 l,[ ]∈,≤ ≤,∈{ } .=

B̃

B̃

B̃

C–
α

C0
2 α+
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ÒÎÛ˜‡È ‡Î¸ÚÂÌ‡ÚË‚˚ îÂ‰„ÓÎ¸Ï‡. ÖÒÎË ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë 1 Â‡ÎËÁÛÂÚÒfl ‚ÚÓÓÈ ÒÎÛ˜‡È ‡Î¸ÚÂÌ‡ÚË‚˚,
Ú.Â. ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÚË‚Ë‡Î¸ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë 1, ÚÓ ÓÌÓ ·Û‰ÂÚ ÌÂÚË‚Ë‡Î¸Ì˚Ï Â¯ÂÌËÂÏ Á‡‰‡˜Ë
10. é·‡ÚÌÓ, ÔÛÒÚ¸ ‡Î¸ÚÂÌ‡ÚË‚‡ îÂ‰„ÓÎ¸Ï‡ ‚ÂÌ‡ ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë 10, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ Â‡ÎËÁÛÂÚÒfl ÔÂ-
‚˚È ÒÎÛ˜‡È ‡Î¸ÚÂÌ‡ÚË‚˚. Ç ÒËÎÛ ÎËÌÂÈÌÓÒÚË Á‡‰‡˜Ë 1, ÓÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚ¸ ÂÂ Â¯Â-
ÌËfl (ÂÒÎË ÓÌÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ). ëÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë 1 ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÙÓÏÛÎ˚

(37)

Ç (37) ‚ÂÎË˜ËÌ‡ u1 – Â¯ÂÌËÂ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ÔflÏÓÈ Á‡‰‡˜Ë (ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÔÓ ÚÂÓÂÏÂ 0):

(38)

è‡‡ ÙÛÌÍˆËÈ (u2, f) – Â¯ÂÌËÂ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ Ó·‡ÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë 10:

àÁ ÚÂÓÂÏ˚ 0 Ë Í‡Â‚˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë 1 ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ χ1 ∈ (0, l). çÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔÓ-
‚ÂflÂÚÒfl, ˜ÚÓ Ô‡‡ ÙÛÌÍˆËÈ (u, f), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ (37), Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ‚ÒÂÏ ÌÂÓ·ıÓ‰Ë-
Ï˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ Ë fl‚ÎflÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂÏ Á‡‰‡˜Ë 1. ãÂÏÏ‡ 1 ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÎÂÏÏ˚ 2. èÓÍ‡ÊÂÏ ÒÌ‡˜‡Î‡, ˜ÚÓ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚È ‚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË ÔÓÚÓ˜Â˜Ì˚È ÔÂ-
‰ÂÎ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍË (x0, y0) ∈ Π*. Ç ÒËÎÛ ÎËÌÂÈÌÓÒÚË Á‡‰‡˜Ë (7), (8) Ë ÚÂÓÂÏ˚ 00, ·ÂÁ
Ó„‡ÌË˜ÂÌËfl Ó·˘ÌÓÒÚË Ò˜ËÚ‡ÂÏ, ˜ÚÓ, Ì‡ÔËÏÂ, ν2 ≡ 0, µ1 ≡ µ2 ≡ 0, ν1(y) = 0, y ≤ 0, ν1 ∈ C[q1, q2].
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ Í‡Â‚˚ı Á‡‰‡˜

(39)

Ç ÒËÎÛ ÚÂÓÂÏ˚ 00, Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (39) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‚ ÍÎ‡ÒÒÂ C2 + α(Π) ∩ C( ). èÓÍ‡ÊÂÏ, ̃ ÚÓ ‰Îfl Î˛-

·Ó„Ó ρ > 0 ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËÈ u(n) ÒıÓ‰ËÚÒfl ‡‚ÌÓÏÂÌÓ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â  = {(x, y) : (x, y) ∈
∈  , x2 + (y – q2)2 ≥ ρ2}. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl ÍËÚÂËÂÏ äÓ¯Ë ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ‚ ·‡Ì‡ıÓ‚ÓÏ ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚Â C( ). ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËÈ w(n, m) = u(m) – u(n), m > n. ÑÎfl ÙÛÌÍˆËÈ
w(n, m) ‚ÂÌ˚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Í‡Â‚˚Â Á‡‰‡˜Ë:

èÛÒÚ¸ ν+(y) = max{0, ν(n, m)(y)}, ν–(y) = ν+(y) – ν(y), y ∈[q 1, q2]. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Í‡Â‚˚Â Á‡‰‡˜Ë ‰Îfl Û‡‚-
ÌÂÌËfl ã‡ÔÎ‡Ò‡:

(40)

àÁ ÔËÌˆËÔ‡ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ ‰Îfl Á‡‰‡˜ (39), (40) ÒÎÂ‰Û˛Ú ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

ÑÎfl Î˛·˚ı (x, y), x > 0, ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ÙÛÌÍˆËË (x, y) ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ èÛ‡ÒÒÓÌ‡ (Ò˜ËÚ‡ÂÏ, ˜ÚÓ ν± ‰Ó-
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ˚ ÌÛÎÂÏ ‚ÌÂ ÓÚÂÁÍ‡ [q1, q2]):

àÁ‚ÂÒÚÌÓ (ÒÏ. [15, Ò. 76]), ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËË  Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Í‡Â‚˚Ï Á‡‰‡˜‡Ï:

u f,( ) u1 0,( ) u2 f,( ).+=

∆u1 x y,( )– c x( )u1 x y,( ) g x y,( ), x y,( )+ Π , u1 x y,( )∈ ϕ x y,( ), x y,( ) ∂Π .∈= =

∆u2 x y,( )– c x( )u2 x y,( ) f x( )h x y,( ), x y,( )+ Π , u2 x y,( )∈ 0, x y,( ) ∂Π ,∈= =

u2 x 0,( ) χ x( ) u1 x 0,( )– χ1 x( ), x 0 l,[ ] .∈= =

C
2 α+

∆u n( )– cu n( ), x y,( ) Π , u n( ) 0 y,( )∈ ν 1
n( ) y( ), u n( ) l y,( ) 0, y q1 q2,[ ] ,∈= = =

u n( ) x q1,( ) u n( ) x q2,( ) 0, x 0 l,[ ] .∈= =

Π
Πρ

Π
Πρ

∆w n m,( )– cw n m,( ), x y,( ) Π , w n m,( ) 0 y,( )∈ ν m( ) y( ) ν n( ) y( )– ν n m,( ) y( ),= = =

w n m,( ) l y,( ) 0, y q1 q2,[ ] ,∈= w n m,( ) x q1,( ) w n m,( ) x q2,( ) 0= , x 0 l,[ ] .∈=

∆w± x y,( )– 0, x y,( ) Π , w± 0 y,( )∈ ν ± y( ), w± l y,( ) 0, y q1 q2,[ ] ,∈= = =

w± x q1,( ) w± x q2,( ) 0, x 0 l,[ ] .∈= =

w– x y,( )– w n m,( ) w+ x y,( ), x y,( ) Π .∈≤ ≤

w±

w± x y,( ) x
π
--- ν± ξ( ) ξd

x2 ξ y–( )2+
------------------------------.

∞–

+∞

∫=

w±

∆w± x y,( )– 0, x 0, y �, w± 0 y,( )∈> ν± y( ), y �.∈= =



1374

ÜìêçÄã ÇõóàëãàíÖãúçéâ åÄíÖåÄíàäà à åÄíÖåÄíàóÖëäéâ îàáàäà      ÚÓÏ 47      ‹ 8      2007

ëÓÎÓ‚¸fi‚

àÁ ÔËÌˆËÔ‡ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ ‰Îfl Í‡Â‚˚ı Á‡‰‡˜ (40) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÓˆÂÌÍË

àÁ ˝ÚËı ÓˆÂÌÓÍ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ˆÂÔÓ˜Í‡ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚

Ç ÔÓflÒÌÂÌËË ÌÛÊ‰‡ÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ˆÂÔÓ˜ÍË, ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ËÁ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡
ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ÔË n > 2/ρ. éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ‡‚ÌÓÏÂÌ‡fl ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÙÛÌÍˆËÈ
u(n) Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â , ρ > 0, ÓÚÍÛ‰‡ ËÏÂÂÏ u ∈ C(Π*). èÛÒÚ¸ ÚÂÔÂ¸  = {(x, y) : 1/k ≤ x ≤ l – 1/k,

q1 + 1/k ≤ y ≤ q2 – 1/k},  ⊂ Π ÔË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯Ëı k. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ, ‚ ÒËÎÛ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ÂÁÛÎ¸-

Ú‡ÚÓ‚ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [1, Ò. 97]) ‚ Í‡Ê‰ÓÏ ËÁ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍÓ‚  ·Û‰ÛÚ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÓˆÂÌÍË ò‡Û‰Â‡
||u(n)||2 + α ≤ C2(k)||u(n)|| ≤ C2(k)||u||. éÚÒ˛‰‡, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÎÂÏÏÛ ÄˆÂÎ‡, ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ (ÒÏ., Ì‡-
ÔËÏÂ, [1, Ò. 30]) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ u ∈ C2 + α(Π) Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ Á‡‰‡˜Â (7), (8). í‡Í Í‡Í ‰ÓÔÂ‰ÂÎ¸-
Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÓˆÂÌÍÂ, ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ËÁ ÔËÌˆËÔ‡ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡, ÚÓ, ÔÂÂıÓ‰fl Í ÔÂ‰ÂÎÛ
‚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Â, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÚÂ·ÛÂÏÛ˛ ÓˆÂÌÍÛ. ãÂÏÏ‡ 2 ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÎÂÏÏ˚ 3. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔflÏÛ˛ Á‡‰‡˜Û (11), (12) ÔË ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÏ f ∈  Cα[0, l].
ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ v = uyy, „‰Â u – Â¯ÂÌËÂ ÔflÏÓÈ Á‡‰‡˜Ë (10), ‰ÓÒÎÓ‚ÌÓ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ‰ÓÍ‡-
Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚ÓÏ ÎÂÏÏ˚ 6 ËÁ [11]. Ç [11] ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ c ≡ 0 Ë ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÎÓÒ¸, ˜ÚÓ
f(0) = f(l) = 0. çÓ ÂÒÎË c = c(x) ≤ 0, ÚÓ ÛÍ‡Á‡ÌÌÓÂ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÔÓ‚ÚÓflÂÚÒfl ·ÂÁ ËÁÏÂÌÂÌËÈ. ìÒÎÓ-
‚ËÂ f(0) = f(l) = 0 ‚ ÎÂÏÏÂ 6 ËÁ [11] ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎÓÒ¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ Ó‰ÌÓÏ ÏÂÒÚÂ – ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËË Ó ÒÛ˘Â-
ÒÚ‚Ó‚‡ÌËË Â¯ÂÌËfl ÔflÏÓÈ Á‡‰‡˜Ë (11), (12). çÓ ˝ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ ËÁ ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ëfl Í ÎÂÏ-
ÏÂ 2. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÂÒÎË u – Â¯ÂÌËÂ ÔflÏÓÈ Á‡‰‡˜Ë (10), v – Â¯ÂÌËÂ ÔflÏÓÈ Á‡‰‡˜Ë (11), (12),
ÚÓ v = uyy. éÚÒ˛‰‡, ËÁ ÛÒÎÓ‚Ëfl (6) Ë Û‡‚ÌÂÌËfl ‚ ÛÒÎÓ‚Ëflı (5), Á‡ÔËÒ‡ÌÌÓ„Ó ÔË y = 0, ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ
(u, v, f) – Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (10)–(13). èÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ÂÒÎË (u, v, f) – Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (10)–(13), ÚÓ
(u, f) – Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë 10. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ u(x, 0) = χ(x). ÑÓÍ‡ÊÂÏ ÓÚ ÔÓÚË‚-
ÌÓ„Ó. èÛÒÚ¸ u(x, 0) = χ1(x). íÓ„‰‡, ‚ ÒËÎÛ ÚÓ„Ó ˜ÚÓ v = uyy, ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë (10) ‚ÏÂÒÚÂ Ò ÛÒÎÓ‚ËÂÏ (13)
·Û‰ÂÚ ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ

(41)

Ç˚˜ËÚ‡fl (41) ËÁ (13) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl ψ = χ1 – χ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Â ‰Îfl Ó·˚Í-
ÌÓ‚ÂÌÌÓ„Ó ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl

éÚÒ˛‰‡ ‚ ÒËÎÛ ÛÒÎÓ‚Ëfl c ≤ 0 ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ ψ ≡ 0. èÓÎÛ˜ËÎË ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÂ. ãÂÏÏ‡ 3 ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÎÂÏÏ˚ 4. èÛÒÚ¸ ÒÌ‡˜‡Î‡ ÔÓÎ‡„‡ÂÏ f ∈ (0, l). íÓ„‰‡ ËÏÂÂÏ (Af)(x) = w(x, 0),
„‰Â w ∈ C 2(Π) ∩ C(Π*) – Â¯ÂÌËÂ ÔflÏÓÈ Á‡‰‡˜Ë

(42)

èÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (42) ‚ ‚Ë‰Â w = w(1) + w(2), „‰Â w(1), w(2) – Â¯ÂÌËfl Í‡Â‚˚ı Á‡‰‡˜

(43)

(44)

éÔÂ‰ÂÎËÏ ÎËÌÂÈÌ˚Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚ A1, A2, D(Ai) = (0, l) ⊂ C[0, l], i = 1, 2, ÔÓ Ô‡‚ËÎÛ

w+ x y,( ) w+ x y,( ), w– x y,( ) w– x y,( ), x y,( ) Π .∈≤ ≤

w n m,( ) x y,( ) max w+ x y,( ) w– x y,( ),{ } ≤≤

≤ max
x
π
--- ν+ ξ( ) ξd

x2 ξ y–( )2+
------------------------------

∞–

+∞

∫ x
π
--- ν– ξ( ) ξd

x2 ξ y–( )2+
------------------------------

∞–

+∞

∫,
 
 
  4l ν

πnρ2
-------------, x y,( ) Πρ.∈≤

Πρ Πk

Πk

Πk

f x( ) χ1'' x( )– c x( )χ1 x( )– v x 0,( ), x 0 l,[ ] .∈–=

ψ'' x( )– c x( )ψ x( )– 0, x 0 l,[ ] , ψ 0( )∈ ψ l( ) 0.= = =

C
α

∆w x y,( )– c x( )w x y,( ) f x( )hyy x y,( ), x y,( )+ Π , w x q1,( )∈ f x( )h x q1,( ),–= =

w x q2,( ) f x( )h x q2,( )– , x 0 l,( ), w 0 y,( )∈ w l y,( ) 0, y q1 q2,( ).∈= = =

∆w 1( )– cw 1( ), x y,( ) Π , w 1( ) x q1,( )∈ f x( )h x q1,( ), w 1( ) x q2,( )– f x( )h x q2,( ), x 0 l,( ),∈–= = =

w 1( ) 0 y,( ) w 1( ) l y,( ) 0= , y q1 q2,( ),∈=

∆w 2( )– cw 2( ) f x( )hyy x y,( ), x y,( ) Π , w 2( ) x q1,( )∈+ w 2( ) x q2,( ) 0, x 0 l,( ),∈= = =

w 2( ) 0 y,( ) w 2( ) l y,( ) 0= , y q1 q2,( ).∈=

C
α

A1 f( ) x( ) w 1( ) x 0,( ), A2 f( ) x( ) w 2( ) x 0,( ), x 0 l,[ ] .∈= =
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í‡Í Í‡Í ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ÙÛÌÍˆËÈ w(1), w(2) ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÓˆÂÌÍË, ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ËÁ ÔËÌˆËÔ‡ Ï‡ÍÒËÏÛ-

Ï‡, ÚÓ Í‡Ê‰˚È ËÁ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ A1, A2 ËÏÂÂÚ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÂ Ò (0, l) Ì‡ ‚ÒÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó C[0, l]. ÅÛ-

‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜‡Ú¸ ˝ÚË ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl ˜ÂÂÁ , . é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ  =  + . Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò
ÓˆÂÌÍÓÈ ò‡Û‰Â‡ ‚ÔÎÓÚ¸ ‰Ó „‡ÌËˆ˚, ËÁ [1, Ò. 96] ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÓˆÂÌÍ‡ (ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl C3 ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ f)

éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ (ÔÓ ÚÂÓÂÏÂ ÄˆÂÎ‡), ˜ÚÓ  – ‚ÔÓÎÌÂ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚È ÓÔÂ‡ÚÓ Ë ‰Îfl Î˛·ÓÈ

ÙÛÌÍˆËË f ∈ C[0, l] ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ‚ÍÎ˛˜ÂÌËÂ f ∈ (0, l).

Ç ÒÎÛ˜‡Â ÓÔÂ‡ÚÓ‡  ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ÓÚÂÁÍË lk = [ak, bk], ak + 1 < ak < bk < bk + 1, (0, l) = ak, bk].

èÛÒÚ¸ ||w(2)(·, 0)||k = max{|w(2)(x, 0)|, x ∈ lk}. íÓ„‰‡ ÂÒÎË f ∈ (0, l), ÚÓ ‚ ÒËÎÛ ÓˆÂÌÍË ËÁ [1, Ò. 279]
ÔÓÎÛ˜ËÏ

(45)

èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‚ ÓˆÂÌÍÂ (45) ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÔËÌˆËÔ‡ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë (44), ÔË ˝ÚÓÏ

C5(k) ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ f. çÓ ÚÓ„‰‡ ÂÒÎË f ∈ C[0, l], {fn} ⊂ (0, l), fn  f, ÚÓ ËÁ (45) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÓˆÂÌÍÛ

(46)

àÁ (46) Ë ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÓÔÂ‡ÚÓ‡  ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÙÛÌÍˆËË f ∈ C[0, l] ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ

‚ÍÎ˛˜ÂÌËÂ f ∈ Cα(0, l). èÓÍ‡ÊÂÏ, ̃ ÚÓ  – ‚ÔÓÎÌÂ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚È ÓÔÂ‡ÚÓ. ÑÎfl ̋ ÚÓ„Ó ‡ÒÒÏÓÚ-
ËÏ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÛ˛ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÛ˛ ‚ C[0, l] ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ {fn}, ||fn|| ≤ C6}. éÔÂ‰ÂÎËÏ ÔÓÒÎÂ-

‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ {gn} ‚ C[0, l] ÔÓ Ô‡‚ËÎÛ fn = gn. èÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ËÁ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË {gn} ÏÓÊ-
ÌÓ ‚˚·‡Ú¸ ÒıÓ‰fl˘Û˛Òfl ‚ C[0, l] ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸. Ç ÒËÎÛ ÓˆÂÌÍË (46), ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸
{gn} Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ ËÁ ÓÚÂÁÍÓ‚ lk ‡‚ÌÓÏÂÌÓ Ó„‡ÌË˜ÂÌ‡ Ë ‡‚ÌÓÒÚÂÔÂÌÌÓ ÌÂÔÂ˚‚Ì‡. ç‡ ÓÚÂÁÍÂ
l1, ÔÓ ÚÂÓÂÏÂ ÄˆÂÎ‡, ËÁ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË {gn} ‚˚‰ÂÎflÂÏ ÒıÓ‰fl˘Û˛Òfl ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-
ÌÓÒÚ¸ . ç‡ ÓÚÂÁÍÂ l2 ËÁ ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË  ‚˚‰ÂÎflÂÏ ÒıÓ‰fl˘Û˛Òfl ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-

ÌÓÒÚ¸ , Ë Ú.‰. íÓ„‰‡ “‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì‡fl” ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸  ÒıÓ‰ËÚÒfl Ì‡ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ (0, l) Í ÌÂ-

ÍÓÚÓÓÈ ÙÛÌÍˆËË g ∈ C(0, l). äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ‚ ÒËÎÛ ÓˆÂÌÍË (46) ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ‚ÍÎ˛˜ÂÌËÂ g ∈ Cα(0, l).
èÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ g ∈ C[0, l]. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó Á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÒËÎÛ ÔËÌˆËÔ‡ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ ‚ÂÌ‡ ÓˆÂÌÍ‡

(47)

Ç (47) ÙÛÌÍˆËfl  ∈ C(Π) ∩ C 2(Π) – Â¯ÂÌËÂ Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë

àÁ (47) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÔÂ‰ÂÎ˚

Ú.Â. g ∈ (0, l). çÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÔÓ‚ÂÍ‡ (Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ‚ C[0, l]
Ë ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (47)) ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ   g ‚ C[0, l]. ãÂÏÏ‡ 4 ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÎÂÏÏ˚ 5 (ÓÚ ÔÓÚË‚ÌÓ„Ó). èÛÒÚ¸ f � 0, u – Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë 1 Ò g ≡ 0, ϕ ≡ 0 Ë
‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ u(x, 0) = 0, x ∈  [0, l]. èÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ ÙÛÌÍˆË˛ f ‚ ‚Ë‰Â f = f + – f –, „‰Â f +(x) = max{0, f(x)},

f –(x) = f +(x) – f(x), x ∈ [0, l]. üÒÌÓ, ̃ ÚÓ f +, f – ∈ (0, l). èÛÒÚ¸ u± – Â¯ÂÌËfl ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ÔflÏ˚ı Á‡‰‡˜
(ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÔÓ ÚÂÓÂÏÂ 00):

(49)

C
α

Ã1 Ã2 Ã Ã1 Ã2

u 1( ) · 0,( ) ux
1( ) · 0,( )+ C3 f .≤

Ã1

Ã1 C
α

Ã2 [∪
C

α

w · 0,( ) k wx · 0,( ) k C4 k( ) c ·( )w 2( ) · 0,( ) f ·( )hyy · ·,( )+( ) C5 k( ) f .≤ ≤+

C
α

Ã2 f k Ã2 f( )x k C5 k( ) f .≤+

Ã2

Ã2 Ã2

Ã2

gn1
gn1

gn2
gnn

Ã f n( ) x( ) w x 0,( ), x 0 l,( ).∈≤

w

∆w x y,( )– c x( )w x y,( ) C6 hyy , x y,( ) Π , w x q1,( )∈+ w x q2,( ) 0, x 0 l,[ ] ,∈= = =

w 0 y,( ) w l y,( ) 0, y q1 q2,[ ] .∈= =

Ã f( ) x( )
x 0→
lim Ã f( ) x( )

x l→
lim 0,= =

C
α

gnn

C
α

∆u± x y,( )– c x( )u± x y,( ) f ± x( )h x y,( ), x y,( )+ Π , u± x y,( )∈ 0, x y,( ) ∂Π .∈= =
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àÁ ÛÒÎÓ‚Ëfl u(x, 0) = 0 ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‰Îfl ÙÛÌÍˆËÈ u±(x, 0) ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÛÒÎÓ‚Ëfl

(50)

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Á‡‰‡˜Ë Ó· ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË ÙÛÌÍˆËÈ w± ∈ C 2(Π) ∩ C(Π*) ËÁ ÛÒÎÓ‚ËÈ

(51)

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl Û‡‚ÌÂÌËÂ ‚ (49) Ë ÛÒÎÓ‚ËÂ (50), ‰Îfl ÙÛÌÍˆËÈ w±(x, 0) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÛÒÎÓ‚Ëfl

(52)

Ç ÒËÎÛ ÒÚÓ„Ó„Ó ÔËÌˆËÔ‡ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡, ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë (49) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ χ(x) > 0, x ∈ (0, l). èÛÒÚ¸
x0 ∈ (0, l) – ÚÓ˜Í‡, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÙÛÌÍˆËfl χ ËÏÂÂÚ Ï‡ÍÒËÏÛÏ Ì‡ ÓÚÂÁÍÂ [0, l]. íÓ„‰‡ ËÁ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ„Ó
ÛÒÎÓ‚Ëfl Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ̃ ÚÓ ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó χ''(x0) ≤ 0. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ËÁ ÒÚÓ„Ó„Ó ÔËÌ-
ˆËÔ‡ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡, ÔËÏÂÌÂÌÌÓ„Ó Í Á‡‰‡˜‡Ï (51), ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ w(x0, 0) < 0 (Ú‡Í Í‡Í h � 0). íÓ„‰‡ ËÁ
(52) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ f±(x0) > 0. èÓÎÛ˜ËÎË ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÂ. ãÂÏÏ‡ 5 ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÎÂÏÏ˚ 7. èÓÎ‡„‡ÂÏ ÒÌ‡˜‡Î‡ c ∈ (0, l), ÙÛÌÍˆËfl v ∈ C2(Π) ∩ C(Π*) – Â¯Â-
ÌËÂ Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë (ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÔÓ ÎÂÏÏÂ 2)

(53)

íÓ„‰‡, ÔÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Û ÎÂÏÏ˚ 5, ÔÛÒÚ¸ (0, l) = , lk = [ak, bk] ⊂ (0, l). íÓ„‰‡, ‚ ÒËÎÛ ÓˆÂÌÍË
ËÁ [1, Ò. 277], ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ˆÂÔÓ˜ÍÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ (ÔÓflÒÌÂÌËfl ÌËÊÂ)

(54)

Ç ˆÂÔÓ˜ÍÂ (54) ÔÂ‚ÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó – ÔflÏÓÂ ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ ÓˆÂÌÍË ËÁ [1, Ò. 277], Á‡ÔËÒ‡ÌÌÓÈ ‰Îfl Á‡‰‡-
˜Ë (53). ÇÚÓÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ̂ ÂÔÓ˜ÍË ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÔËÌˆËÔ‡ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ (ÒÏ. [1, Ò. 39]), ‚ ÚÂÚ¸ÂÏ ÌÂ-
‡‚ÂÌÒÚ‚Â Â˘Â ‡Á ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì ÔËÌˆËÔ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ Ë ÔÓ‚Â‰ÂÌ˚ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚Â ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl
(C8, C9, ÍÓÌÂ˜ÌÓ, ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ k Ë c). íÓ„‰‡ ËÁ ÓˆÂÌÍË (54) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ (ÔÂÂıÓ‰ÓÏ Í ÔÂ‰ÂÎÛ ‚ ÌÂ-

‡‚ÂÌÒÚ‚Â), ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÙÛÌÍˆËË c ∈ C–[0, l] ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ‚ÍÎ˛˜ÂÌËÂ (c) ∈ (0, l). èË ˝ÚÓÏ,

‚ ÒËÎÛ ÛÒÎÓ‚Ëfl (29), ËÁ ÔËÌˆËÔ‡ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ (c)(x) ≤ 0, x ∈ (0, l), Ú.Â. ( )(c) ∈ (0, l).

èÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ËÁ ÓˆÂÌÍË (54) ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÔÓÎÌ‡fl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚ¸ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ . Ç Ò‡ÏÓÏ ‰ÂÎÂ, ÔÛÒÚ¸
M ⊂ C–[0, l] – Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, Ú.Â. ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÙÛÌÍˆËË c ∈ M ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

−m ≤ c(x) ≤ 0, x ∈ (0, l), m > 0. èÛÒÚ¸{cn} ⊂ M. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ bn = (cn). Ç ÒËÎÛ
ÓˆÂÌÍË (54) Ë ÚÂÓÂÏ˚ ÄˆÂÎÎ‡, ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÙÛÌÍˆËÈ {bn(x)} ‡‚ÌÓÏÂÌÓ Ó„‡ÌË˜ÂÌÓ Ë ‡‚ÌÓÒÚÂ-
ÔÂÌÌÓ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ Ì‡ ÓÚÂÁÍÂ l1. Ç˚·Ë‡ÂÏ ÒıÓ‰fl˘Û˛Òfl ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ { }. ç‡ ÓÚÂÁ-

ÍÂ l2 ËÁ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË { } ‚˚·Ë‡ÂÏ ÒıÓ‰fl˘Û˛Òfl ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸, Ë Ú.‰. íÓ„‰‡ ‰Ë‡-

„ÓÌ‡Î¸Ì‡fl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ { } ·Û‰ÂÚ ÒıÓ‰ËÚ¸Òfl ‚ C(0, l) Í ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÙÛÌÍˆËË b ∈ (0, l).
ÑÎfl ÙÛÌÍˆËË v(x, 0), ‚ ÒËÎÛ ÔËÌˆËÔ‡ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡, ·Û‰ÛÚ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÓˆÂÌÍË

(55)

u± x 0,( ) χ x( ), x 0 l,[ ] .∈=

∆w±– c x( )w± x y,( ) f ± x( )hyy x y,( ), x y,( ) Π , w± 0 y,( )∈+ w± l y,( ) 0, y q1 q2,( ),∈= = =

w± x q1,( ) f ± x( )h x q1,( ),– w± x q2,( ) f ± x( )h x q2,( ), x 0 l,( ).∈–= =

χ'' x( )– w± x 0,( )– c x( )χ x( ) f ± x( )h x 0,( ), x 0 l,( ).∈+=

C–
α

∆v x y,( )– c x( )v x y,( ) gyy x y,( ), x y,( ) Π , v 0 y,( )∈+ ν1'' y( ), v l y,( ) ν2'' y( ), y q1 q2,( ),∈= = =

v x q1,( ) g x q1,( ),– v x q2,( ) g x q2,( ), x 0 l,( ).∈–= =

B c( ) x( ) v x 0,( )– χ'' x( )– g x 0,( )–[ ] /χ x( ), x 0 l,[ ] .∈=

lk∪

v x · 0,( ) k v · 0,( ) k+ C7 k( ) v q2 q1–( )2 l2+[ ] cv gyy++( ) ≤≤

≤ C7 k( ) max ν1'' ν2'' g · q1,( ) g · q2,( ), , ,{ }( ) +

+ l{ }exp 1–( ) gyy q2 q1–( )2 l2+[ ] c v gyy+( )+ C7 k( ) C8 c C9+( ).≤

B̃ C
α

B̃ B̃ C–
α

B̃

B̃

bn1

bn1

bnn
C–

α

v x 0,( ) v x 0,( ) v x 0,( ),≤ ≤
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„‰Â ÙÛÌÍˆËË v,  ∈ C 2(Π) ∩ C(Π*) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú Á‡‰‡˜Â

(56)

(57)

àÁ ÓˆÂÌÍË (55) Ë ÛÒÎÓ‚ËÈ (56), (57) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‰Îfl ÙÛÌÍˆËË b(x) ‚ÂÌ‡ ÓˆÂÌÍ‡ 

(58)

àÁ (58) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ b ∈ C –[0, l]. çÓ ÚÓ„‰‡ b ∈ (0, l), Ú.Â. ÓÔÂ‡ÚÓ (c) ‚ÔÓÎÌÂ ÌÂÔÂ˚‚ÂÌ.
Ä‚ÚÓ ‚˚‡Ê‡ÂÚ ·Î‡„Ó‰‡ÌÓÒÚ¸ ‚ÒÂÏ Û˜‡ÒÚÌËÍ‡Ï ÒÂÏËÌ‡‡ ÔÓ Ó·‡ÚÌ˚Ï Á‡‰‡˜‡Ï Ì‡ ÏÂı‡ÌË-

ÍÓ-Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÏ Ù‡ÍÛÎ¸ÚÂÚÂ åÉì ÔÓ‰ ÛÍÓ‚Ó‰ÒÚ‚ÓÏ Ç.Ä. ë‡‰Ó‚ÌË˜Â„Ó Ë Ä.à. èËÎÂÔÍÓ Á‡
Á‡ËÌÚÂÂÒÓ‚‡ÌÌÓÂ Ó·ÒÛÊ‰ÂÌËÂ ËÁÎÓÊÂÌÌ˚ı ‚˚¯Â ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚.
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v

∆v x y,( )– mv– x y,( ) gyy x y,( ), x y,( ) Π , v 0 y,( )∈+ ν1'' y( ), v l y,( ) ν2'' y( ), y q1 q2,( ),∈= = =

v x q1,( ) g x q1,( ),– v x q2,( ) g x q2,( ), x 0 l,( ).∈–= =

∆v x y,( )– gyy x y,( ), x y,( ) Π ,∈=

v 0 y,( ) ν1'' y( ), v l y,( ) ν2'' y( ), y q1 q2,( ), v x q1,( )∈ g x q1,( ),–= = =

v x q2,( ) g x q2,( ), x 0 l,( ).∈–=

v x 0,( )– χ'' x( )– g x 0,( )– b x( ) v x 0,( )– χ'' x( )– g x 0,( ), x 0 l,( ).∈–≤ ≤

C–
α

B̃

7
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ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‰Îfl ÚÂÒÚÓ‚˚ı ÔËÏÂÓ‚. ÅË·Î. 11. í‡·Î. 5.
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Ë ÒÂ‰ÌËı ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍÓ‚, ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸, ÙÛÌÍˆËfl ã‡Ï·ÂÚ‡, Ò‡ÏÓÂ„ÛÎflËÁ‡ˆËfl.

ÇÇÖÑÖçàÖ

Ç [1], [2] ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎËÒ¸ ˜ËÒÎÂÌÌ˚Â ÏÂÚÓ‰˚ Â¯ÂÌËfl ·ËÎËÌÂÈÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ÇÓÎ¸ÚÂ‡ I Ó‰‡

(1)

ÍÓÚÓÓÂ ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ, ÍÓ„‰‡ ÌÂÎËÌÂÈÌ‡fl ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ÚËÔ‡ ‚ıÓ‰–‚˚ıÓ‰ ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛÂÚÒfl
Í‚‡‰‡ÚË˜Ì˚Ï ÔÓÎËÌÓÏÓÏ ÇÓÎ¸ÚÂ‡, fl‰‡ K1(t, s), K2(t, s1, s2) (K2 ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ ÔÓ s1, s2) Ë‰ÂÌÚË-
ÙËˆËÓ‚‡Ì˚ ÚÂÏ ËÎË ËÌ˚Ï ÒÔÓÒÓ·ÓÏ (Ì‡ÔËÏÂ, ÔÓ ÏÂÚÓ‰ËÍÂ ËÁ [3]) Ë ÒÚ‡‚ËÚÒfl Á‡‰‡˜‡ Ó· ÓÔÂ-
‰ÂÎÂÌËË Ú‡ÍÓ„Ó ‚ıÓ‰ÌÓ„Ó ÒË„Ì‡Î‡ ϕ(t), ÍÓÚÓÓÏÛ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Á‡‰‡ÌÌ˚È ‚˚ıÓ‰ f(t). ç‡ ÚÂÒÚÓ‚˚ı
ÔËÏÂ‡ı ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ, Í‡Í Ë ‚ ÎËÌÂÈÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÏÂÚÓ‰˚ Ô‡‚˚ı Ë ÒÂ‰ÌËı ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸-
ÌËÍÓ‚ ÒıÓ‰flÚÒfl ÔÓ ¯‡„Û ÒÂÚÍË h Ò ÔÓfl‰Í‡ÏË O(h) Ë O(h2) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‡ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl
ËÒıÓ‰Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı ‚ ÏÂÚËÍÂ C ÓÌË Ó·Î‡‰‡˛Ú Ò‡ÏÓÂ„ÛÎflËÁÛ˛˘ËÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ.

Ç ˝ÚÓÈ ‡·ÓÚÂ ‰‡‰ËÏ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó Ëı ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË. ïÓÚfl ÓÒÌÓ‚Ì˚Â ˝Ú‡Ô˚ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ÒÓ-
ı‡Ìfl˛ÚÒfl ÚÂÏË ÊÂ, ˜ÚÓ Ë ‚ ÎËÌÂÈÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â (ÒÏ. [4]), Ëı Â‡ÎËÁ‡ˆËfl ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÛÒÎÓÊÌflÂÚÒfl
ËÁ-Á‡ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ÒËÒÚÂÏ‡ ÒÂÚÓ˜Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‚ÂÍÚÓ‡ Ó¯Ë·ÍË ÒÓ‰ÂÊËÚ Ë Ò‡ÏÓ ÒÂ-
ÚÓ˜ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ, ‡ ˝ÚÓ ÚÂ·ÛÂÚ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËfl Â„Ó ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ ÔÓ ¯‡„Û ÒÂÚÍË Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÒÚË.

1. ÄÌ‡ÎËÁ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË

éÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ËÒıÓ‰Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı ‚ (1) ÔÓÏËÏÓ ÌÛÊÌÓÈ „Î‡‰ÍÓÒÚË ·Û‰ÂÏ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Ú¸, ˜ÚÓ
K1(t, t) ≠ 0 ∀t ∈ [0, T] Ë f(0) = 0. Ç‚Â‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

1) ê‡·ÓÚ‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ ÔË ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ ÔÓ‰‰ÂÊÍÂ êîîà (ÍÓ‰ ÔÓÂÍÚ‡ 05-01-00336).

K1 t s,( )ϕ s( ) sd

0

t

∫ K2 t s1 s2, ,( )ϕ s1( )ϕ s2( ) s1 s2dd

0

t

∫
0

t

∫+ f t( ), t 0 T,[ ] ,∈=

L1 K1t
' t s,( )

0 s t T≤ ≤ ≤
max 0,≥=

L2 K2t
' t s1 s2, ,( )

0 s1 s2, t T≤ ≤ ≤
max 0,≥=

M2 K2 t t s, ,( )
0 s t T≤ ≤ ≤

max 0,>=

F f ' t( )
0 t T≤ ≤
max 0,>=

K1 t t,( )
0 t T≤ ≤
min k 0.>=

ìÑä 519.642.5
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çÂ ÛÏÂÌ¸¯‡fl Ó·˘ÌÓÒÚË, ÔÓÎÓÊËÏ (‰Îfl ÒÓÍ‡˘ÂÌËfl Á‡ÔËÒË) k = 1. Ç [5]–[7] ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌ‡ ÚÓ˜Ì‡fl
‚ÂıÌflfl ÓˆÂÌÍ‡ „‡‡ÌÚËÓ‚‡ÌÌÓÈ ‰Îfl ‰‡ÌÌ˚ı (k, L1, M2, L2, F) Ó·Î‡ÒÚË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl ÌÂÔÂ˚‚-
ÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl (t) Û‡‚ÌÂÌËfl (1).

í‡Í, ÔË L1 = L2 = 0 ËÏÂÂÏ (t) ∈ C [0, T], ÂÒÎË T < T*, „‰Â

(7)

èË L1 ≠ 0, L2 = 0 ËÏÂÂÏ

(8)

ÖÒÎË, Í ÔËÏÂÛ, L1 = F = 2M2 = 1, ÚÓ T* = 2ln2 – 1 ≈ 0.3863. èË L1 ≠ 0 Ë L2 ≠ 0 ‚ÂÎË˜ËÌ‡ T* Á‡‚ËÒËÚ
ÓÚ ÁÌ‡Í‡ ‰ËÒÍËÏËÌ‡ÌÚ‡ Í‚‡‰‡ÚÌÓ„Ó ÚÂı˜ÎÂÌ‡ L2x2 + L1x + F.

ç‡ÔËÏÂ, ÔË D =  – 4L2F = 0 ËÏÂÂÏ

(9)

„‰Â

(10)

í‡Í, ÂÒÎË F = 2M2 = L2 = 1, L1 = 2, ÚÓ D = 0, a = b = 2 Ë, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (9), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ T* = 1 – ln2 ≈ 0.3069.
îÓÏÛÎ˚ ‰Îfl T* ÔË D � 0 ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ‚ [5]. çËÊÂ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ T < T* ‚˚ÔÓÎ-
ÌÂÌÓ.

Ç‚Ó‰ËÏ ÒÂÚÍÛ ÛÁÎÓ‚ ti = ih, i = , nh = T Ë, ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛfl ËÌÚÂ„‡Î˚ ‚ (1) Í‚‡‰‡ÚÛ‡ÏË Ô‡-
‚˚ı ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍÓ‚, Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÏ ‚ Ó˜Â‚Ë‰Ì˚ı Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËflı ÒÂÚÓ˜Ì˚È ‡Ì‡ÎÓ„ Û‡‚ÌÂÌËfl (1):

(1)h

ÑÎfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ÒÂÚÓ˜ÌÓÈ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ÙÛÌÍˆËË (t) ‚ i-Ï ÛÁÎÂ ËÁ (1)h ËÏÂÂÏ Í‚‡‰‡ÚÌÓÂ Û‡‚-

ÌÂÌËÂ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ , ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚ¸ ÍÓÌÂÈ ÍÓÚÓÓ„Ó „‡‡ÌÚËÛÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó T < T*, ‡ ‚˚-
·Ó ÌÛÊÌÓ„Ó ÍÓÌfl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂÏ

é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ  ≡ (ti), i = , Í‡Í‡Ò ÚÓ˜ÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl, ‡ ˜ÂÂÁ εh – ‚ÂÍÚÓ Ó¯Ë·ÍË ÒÂ-
ÚÓ˜ÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl:

í‡Í Í‡Í ‚ÂÍÚÓ { }, i = , Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÒËÒÚÂÏÂ

(11)

„‰Â

ϕ
ϕ

T*
1

4M2F
--------------.=

T*
L1 2M2F+

L1
2
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L1

2M2F
--------------+ 

 ln
1
L1
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2 L2 M2L1+( )
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h
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∑
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i

∑+ f i, i 1 n, .= =
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h

ϕ1
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ϕ i ϕ 1 n,

εh εi
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ϕ i 1 n,

h K1i j,
ϕ j

j 1=

i

∑ h2 K2i j k, ,
ϕ jϕk
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i
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j 1=
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∑+ f i Ri ϕ( )– , i 1 n, ,= =
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0
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∫= K2 ti s1 s2, ,( )ϕ s1( )ϕ s2( ) s1 s2dd

0
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∫
0
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ϕ jϕk
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∑
j 1=
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ÂÒÚ¸ ÒÛÏÏ‡Ì‡fl ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚ¸ Í‚‡‰‡ÚÛ˚ ÔÓ [0, ti] Ë [0, ti] × [0, ti], ÚÓ, ‚˚˜ËÚ‡fl (1)h ËÁ (11), ÔÓÎÛ˜‡-
ÂÏ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ εh ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛ ÒËÒÚÂÏÛ ÎËÌÂÈÌ˚ı ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ (ëãÄì):

(12)

ä‡Í ÓÚÏÂ˜ÂÌÓ ‚Ó Ç‚Â‰ÂÌËË, ëãÄì (12) ÓÚ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓÈ ëãÄì ‚ ÎËÌÂÈÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔËÌˆËÔË‡Î¸ÌÓ

ÓÚÎË˜‡ÂÚ ‚ıÓÊ‰ÂÌËÂ ‚ (12) ‚ÂÍÚÓÓ‚ { } Ë { }, i = . ÑÎfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ÓˆÂÌÍË ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚË

˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÔÂ‰‚‡ËÚÂÎ¸ÌÓ ÓˆÂÌËÚ¸ | (t)| Ë | |, i = .

èË ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflı ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ L1, L2, M2, F ‚ [5]–[7] ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ÓˆÂÌÍË ‚Ë‰‡

(13)

í‡Í, ÔË L1 = L2 = 0 ËÏÂÂÏ

èË L1 ≠ 0, L2 = 0 ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(14)

Ç (14) W – „Î‡‚Ì‡fl ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ‚ÂÚ‚¸ ÙÛÌÍˆËË ã‡Ï·ÂÚ‡ (ÒÏ. [8], [9]).

èË  – 4L2F = 0 ËÏÂÂÏ

(15)

Ç (15) a Ë b ÚÂ ÊÂ, ˜ÚÓ Ë ‚ (10), ‡ W(–1, …) – ‚ÚÓ‡fl ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ‚ÂÚ‚¸ ÙÛÌÍˆËË ã‡Ï·ÂÚ‡, ÓÔÂ-

‰ÂÎÂÌÌ‡fl Ì‡ .

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 1. îÛÌÍˆËfl Φ(T) Ë„‡ÂÚ ‚ ÚÂÓËË ·ËÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÇÓÎ¸ÚÂ‡ I ÚÛ ÊÂ ÓÎ¸, ˜ÚÓ Ë ˝ÍÒ-
ÔÓÌÂÌÚ‡ ‚ ÎËÌÂÈÌÓÈ ÚÂÓËË.

óÚÓ·˚ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ | | Ú‡ÍÊÂ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ÚËÔ‡ (13), Ì‡Ï ÔÓÌ‡‰Ó·ËÚÒfl ÒÎÂ-
‰Û˛˘‡fl

ãÂÏÏ‡ 1. èÛÒÚ¸ X – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Â¯ÂÌËÈ ˜ËÒÎÓ‚Ó„Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

íÓ„‰‡ ÔË a2 > 4bc ËÏÂÂÏ

„‰Â

‡ ÔË a2 ≤ 4bc ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ X = R+.
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ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ Ë ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÒÓÓ·‡ÊÂÌËÈ.
íÂÓÂÏ‡ 1. ëÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

(16)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. Ç˚˜ËÚ‡fl (i – 1)-˛ ÒÚÓÍÛ ËÁ i-È ÒÚÓÍË Û‡‚ÌÂÌËfl (1)h, ÔÂÂıÓ‰fl Í ÓˆÂÌÍÂ ÔÓ
ÏÓ‰ÛÎ˛ Ë Û˜ËÚ˚‚‡fl Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl (2)–(5), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ  ÏÂÌ¸¯ËÈ ÍÓÂÌ¸ ÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl

(17)

ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÎÂÏÏÂ 1, ÔË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡ÎÓÏ h ËÏÂÂÏ

(18)

Ë

ÖÒÎË ‚‚ÂÒÚË Á‡ÏÂÌÛ

(19)

ÚÓ ÔÓÎÛ˜ËÏ

(20)

Ë ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ (19), (20) ‚ (17) ‰‡ÂÚ

(21)

ê‡ÁÌÓÒÚÌ‡fl ÒıÂÏ‡ (21) ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛÂÚ Á‡‰‡˜Û äÓ¯Ë

(22)

Â¯ÂÌËÂÏ θ*(t) ÍÓÚÓÓÈ Ë fl‚ÎflÂÚÒfl (ÒÏ. [5]–[7]) ÙÛÌÍˆËfl ã‡Ï·ÂÚ‡ ËÎË (ÔË L1 = L2 = 0) ÙÛÌÍˆËfl

‡ θ*'(t) = Φ(t), t ∈ [0, T]. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ  = (  – )/h, ÚÓ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚ÓÒÚ¸ ÚÂÓÂÏ˚ 1 ‚ ÒËÎÛ (18)
·Û‰ÂÚ ÒÎÂ‰Ó‚‡Ú¸ ËÁ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

(23)

Ç ˜‡ÒÚÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ L1 = L2 = 0, ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚ¸ ‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ ÒıÂÏ˚ (21) ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛, Ú‡Í Í‡Í

ϕ i
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i 1–
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i

∑ 0, i 1 n, ,= = =

xi

θi θi 1––
h

--------------------, i 1 n, ,= =
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ÓÚÍÛ‰‡, ‚ ÒËÎÛ ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ„Ó ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÌËfl θ*'(t), ËÏÂÂÏ

Ë (23) ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl. ëÔ‡‚Â‰ÎË‚ÓÒÚ¸ (23) ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÚÓ„‰‡ ËÁ fl‚ÌÓÒÚË ˜ËÒÎËÚÂÎfl ‚
(21). íÂÓÂÏ‡ 1 ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 2. óËÒÎÂÌÌ˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ̃ ÚÓ ÔË Á‡ÏÂÌÂ ‚ ̃ ËÒÎËÚÂÎÂ (21) ıÓÚfl ·˚ ‚ Ó‰ÌÓÏ ÒÎ‡-
„‡ÂÏÓÏ θi – 1 Ì‡ θi ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (23) ÏÓÊÂÚ Ì‡Û¯‡Ú¸Òfl.

Ö˘Â Ó‰ÌÓ ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ ÒÓ‰ÂÊËÚ
ãÂÏÏ‡ 2. èË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓÈ „Î‡‰ÍÓÒÚË ËÒıÓ‰Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı ‚ (1) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ ÓˆÂÌÍ‡

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ Ë ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ ËÁ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÈ ÓˆÂÌÍË ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚË Í‚‡‰‡ÚÛ˚
Ô‡‚˚ı ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍÓ‚.

íÂÔÂ¸ ÏÓÊÌÓ ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ú¸ ÓÒÌÓ‚ÌÛ˛ ÚÂÓÂÏÛ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË.
íÂÓÂÏ‡ 2. èÛÒÚ¸

(24)

íÓ„‰‡ ÔË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓÈ „Î‡‰ÍÓÒÚË ËÒıÓ‰Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı ‚ (1) Ë h ≤ h0 ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ ÓˆÂÌÍ‡

(25)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. á‡ÏÂÌflfl i ‚ (12) Ì‡ i – 1, Ì‡ıÓ‰ËÏ ‡ÁÌÓÒÚ¸ ÏÂÊ‰Û ÒÓÒÂ‰ÌËÏË ÒÚÓÍ‡ÏË ëãÄì
(12) Ò Û˜ÂÚÓÏ ÒËÏÏÂÚËË fl‰‡ K2 ÔÓ ‚ÚÓÓÏÛ Ë ÚÂÚ¸ÂÏÛ ‡„ÛÏÂÌÚ‡Ï:

(26)

ê‡Á‰ÂÎËÏ (26) Ì‡ h, ÔÂÂÈ‰ÂÏ Í ÓˆÂÌÍÂ ÔÓ ÏÓ‰ÛÎ˛ Ë, Û˜Úfl (2)–(5), (13), (16), ÔÓÎÛ˜ËÏ

(27)

äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ÔË i = 1 ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ËÁ (12) ËÏÂÂÏ

Ë Ú‡Í Í‡Í |R1( )| ≤ ch2, ÚÓ (27) ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl Ë ‰Îfl i = 1.
éÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÛÒËÎË‚‡fl (27) Ò Û˜ÂÚÓÏ (24) Ë ÔËÏÂÌflfl ‡ÁÌÓÒÚÌ˚È ‡Ì‡ÎÓ„ ÎÂÏÏ˚ ÉÓÌÛÓÎÎ‡–

ÅÂÎÎÏ‡Ì‡, ÔËıÓ‰ËÏ Í ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û

ËÁ ÍÓÚÓÓ„Ó ÒÎÂ‰ÛÂÚ (25).

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 3. ÖÒÎË ‚‚ÂÒÚË ÒÂÚÍÛ ÛÁÎÓ‚ ti – 1/2 = (i – 1/2)h Ë ÔÓÚÂ·Ó‚‡Ú¸ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚ¸ ,  Ë

(t), ÚÓ ÔË‚Â‰ÂÌÌ‡fl ÚÂıÌËÍ‡ Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÏÂÚÓ‰‡ ÒÂ‰ÌËı ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍÓ‚
Ò ÔÓfl‰ÍÓÏ O(h2). ÑÂÚ‡ÎË ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ÓÔÛÒÍ‡ÂÏ. ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚È ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚ Ë ‰Îfl ÏÂÚÓ‰‡ ËÌ-
ÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl (product integration method), ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌÓ„Ó ‚ ÎËÌÂÈÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚ [10] Ë ÓÒÓ·ÂÌ-
ÌÓ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓ„Ó, ÂÒÎË fl‰‡ K1 Ë K2 ÒËÎ¸ÌÓ ÓÒˆËÎÎËÛ˛Ú.

xi*
θ* ti( ) θ* ti 1–( )–

h
---------------------------------------- θ*' ξ( ) θ*' ti( ), ξ ti 1– ti,[ ] ,∈<= =

Ri ϕ( ) Ri 1– ϕ( )– ch2, i≤ 2 n, , c const.= =

γ T( ) 2h0M2Φ T( ) 2M2TΦ T( )+ 1.<=

εi
h

1 i n≤ ≤
max O h( ).=

hεi
h h K1i j,

K1i 1– j,
–( )ε j

h

j 1=

i 1–

∑ h2K2i i i, ,
ϕ i ϕ i

h+( )εi
h h2 ϕ i ϕ i

h+( ) K2i i j, ,
ε j

h

j 1=

i 1–

∑ h2εi
h K2i i j, ,

ϕ j ϕ j
h+( ) +

j 1=

i 1–

∑+ + + +

+ h2 K2i j k, ,
K2i 1– j k, ,

–( ) ϕk ϕk
h+( )ε j

h

k 1=

i 1–

∑
j 1=

i 1–

∑ Ri 1– ϕ( ) Ri ϕ( ), i– 2 n, .= =

εi
h ch

1 2hM2Φ T( )– 2M2TΦ T( )–
----------------------------------------------------------------------

L1 2M2Φ T( ) 2L2TΦ T( )+ +
1 2hM2Φ T( )– 2M2TΦ T( )–
----------------------------------------------------------------------h ε j

h , i
j 1=

i 1–

∑+≤ 2 n, .=

ε1
h R1 ϕ( ) /h

1 2hM2Φ T( )–
------------------------------------,≤

ϕ

εi
h ch

1 γ T( )–
--------------------e

L1 2M2Φ T( ) 2L2TΦ T( )+ +( )T

1 γ T( )–
-------------------------------------------------------------------------------

, i≤ 1 n, ,=

K1
ts

2
''' K2

tsi
2

'''

ϕ''
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2. óËÒÎÂÌÌ˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚

Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔËÏÂ‡ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚‡ ·ËÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËfl, ÓÚÎË˜‡˛˘ËıÒfl ÎË¯¸ Ô‡‚ÓÈ ˜‡-
ÒÚ¸˛:

(28)

(29)

ãÂ„ÍÓ ÔÓ‚ÂËÚ¸, ˜ÚÓ (Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï) ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl (28) fl‚ÎflÂÚÒfl (t) = 1,
t ∈ [0, T] ∀T < ∞, ÔË ˝ÚÓÏ k = 1, L1 = 1, M2 = 1/2, L2 = 0 Ë, Ú‡Í Í‡Í |1 – 2t| = 1, F = 1, ÂÒÎË T ≤ 1.

ÖÒÎË ËÒıÓ‰Ì˚Â ‰‡ÌÌ˚Â ‚ (1) ı‡‡ÍÚÂËÁÓ‚‡Ú¸ ÔflÚÂÍÓÈ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ k, L1, M2, L2, F, ÚÓ Û‡‚ÌÂ-
ÌË˛ (28) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Ì‡·Ó (1, 1, 1/2, 0, 1). Ç [7] ‚‚Â‰ÂÌÓ ÔÓÌflÚËÂ Ï‡ÊÓ‡ÌÚÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl
(1). Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÂÒÎË L2 = 0, ÚÓ Ï‡ÊÓ‡ÌÚÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(30)

í‡ÍÓÂ Ì‡Á‚‡ÌËÂ Ó·˙flÒÌflÂÚÒfl ÚÂÏ, ˜ÚÓ ÚÓ˜Ì˚Ï Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl (30) fl‚ÎflÂÚÒfl Ï‡ÊÓ‡ÌÚ‡ Φ(t)
‰Îfl (t), t ∈ [0, T], T < T*. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, (29) ÂÒÚ¸ Ï‡ÊÓ‡ÌÚÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl (28), ÔË˜ÂÏ
(ÒÏ. (14) Ë (8))

í‡Í Í‡Í W(z) Ó·‡ÚÌ‡fl Í ÙÛÌÍˆËË z = WeW, ÚÓ W  = , Φ(0) = 1 (=F), Φ(T*) = ∞. îÛÌÍˆËfl

Φ(t) – ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ÓÚ Â¯ÂÌËfl θ*(t) Á‡‰‡˜Ë äÓ¯Ë (ÒÏ. (22))

èËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í (28) ÒËÒÚÂÏ‡ (1)h Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í ÂÍÛÒËË

(31)

(32)

Ç Ú‡·Î. 1 ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ÔÓ (31), (32) ‰Îfl h = 0.1, h = 0.05, h = 0.01.
óËÒÎÂÌÌ˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ (24) ÚÂÓÂÏ˚ 2, Ì‡ÍÎ‡‰˚‚‡˛˘ÂÂ Ó„‡ÌË˜Â-

ÌËÂ Ì‡ ‚ÂÎË˜ËÌÛ T, ÓÚ‡Ê‡ÂÚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó ‰ÂÎ‡. èË T  1 ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ÔÓ„‡ÌÒÎÓÈ Ó¯Ë·ÍË ÒÂÚÓ˜ÌÓ-
„Ó Â¯ÂÌËfl. çÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (24) ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÔË h0 = 0.1 Ë T < 0.29. ÖÒÎË, Ì‡ÔËÏÂ, T = 0.2, ÚÓ

||εh = 0.05  =  = 0.04256, ||εh = 0.01  = 0.00949, ˜ÚÓ ‰‡ÂÚ ÎËÌÂÈÌÛ˛ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ ÔÓ ¯‡„Û

ÒÂÚÍË.

1 t s–( )–( )ϕ s( ) sd

0

t

∫ 1
2
--- ϕ s( ) sd

0

t

∫ 
 
 

2

– t t2,–=

1 t s–( )–( )ϕ s( ) sd

0

t

∫ 1
2
--- ϕ s( ) sd

0

t

∫ 
 
 

2

– t.=

ϕ

t 0 1,[ ]∈
max

k L1 t s–( )–( )ϕ s( ) sd

0

t

∫ M2 ϕ s( ) sd

0

t

∫ 
 
 

2

– Ft.=

ϕ

Φ t( )
W

1
2
---e t 1–( )/2– 

 

1 W
1
2
---e t 1–( )/2– 

 +

-------------------------------------------, t 0 T,[ ] ,∈–=

T* 2ln2 1 0.3863.≈–=

1
2
---e 1/2–– 

  1
2
---–

θ' t( ) 1 θ t( )+
1 θ t( )–
-------------------, θ 0( ) 0, 0 t 2 2ln 1,–≤<= =

θ* t( ) 2W
1
2
---e t 1–( )/2– 

 – 1.–=

θi 1 1 θi 1–
2 2 1 h+( )θi 1–– 2 h 2i 1–( )h2–( )–+ ,–=

ϕ i
h θi θi 1––

h
--------------------, i 1 n, , θ0 0.= = =

||Ch
εi

h 0.05=

1 i n≤ ≤
max ||Ch
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èËÏÂÌÂÌËÂ Í‚‡‰‡ÚÛ˚ ÒÂ‰ÌËı ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍÓ‚ Í (28) ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ÂÍÛÒË˛

(33)

(34)

Ë ‚ ÒËÎÛ ÌÛÎÂ‚ÓÈ ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚË ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ Ì‡ ÚÓ˜ÌÓÏ Â¯ÂÌËË, Í‡Í Ë ÒÎÂ‰Ó‚‡ÎÓ

ÓÊË‰‡Ú¸, ÔË Î˛·˚ı T Ë h ËÏÂÂÏ θi = ih Ë  = (ti – 1/2) = 1, i = , nh = T.

ÑÎfl Ï‡ÊÓ‡ÌÚÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (29) ‚ÏÂÒÚÓ (31), (33) ËÏÂÂÏ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ,

(31)'

(33)'

Ç Ú‡·Î. 2 Ì‡fl‰Û Ò ‡Ò˜ÂÚ‡ÏË ÔÓ (31)', (32) Ò h = 0.05 Ë h = 0.01 ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÚÓ˜ÌÓ„Ó Â-
¯ÂÌËfl (ti) = Φ(ti).

èÓfl‚ÎÂÌËÂ ÔË t = 0.4 ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÍÓÌfl – ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ Ì‡Û¯ÂÌËfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ T < 0.3862 = T*.
ÖÒÎË Ó„‡ÌË˜ËÚ¸Òfl, Í‡Í Ë ‰Îfl (28), ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ T = 0.2, ÚÓ ÔÓÎÛ˜ËÏ ||εh = 0.05  = 0.20414, ||εh = 0.01  =
= 0.46957 Ë ÎËÌÂÈÌ‡fl ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ.

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Â ‰‡ÌÌ˚Â ‰Îfl Í‚‡‰‡ÚÛ˚ ÒÂ‰ÌËı ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍÓ‚ (‡Ò˜ÂÚ˚ ÔÓ (33)', (34)) ÒÓ‰Â-
Ê‡ÚÒfl ‚ Ú‡·Î. 3.

èË T = 0.275 ËÏÂÂÏ  = 0.02748,  = 0.00297, ˜ÚÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÈ
ÒÍÓÓÒÚË ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË.

θi
2 h–

2
----------- 2 h–( )2

4
------------------ θi 1–

2 2 h+( )θi 1–– 2 h 2i 1–( )h2–( )–+ ,–=

ϕ i 1/2–
h θi θi 1––

h
--------------------, i 1 n, , θ0 0,= = =

ϕ i 1/2–
h ϕ 1 n,

θi 1 1 θi 1–
2 2 1 h+( )θi 1–– 2h–+ , θ0– 0, i 1 n, ,= = =

θi
2 h–

2
----------- 2 h–( )2

4
------------------ θi 1–

2 2 h+( )θi 1–– 2h–+ , θ0– 0, i 1 n, .= = =

ϕ

||Ch
||Ch

ε
h

1
20
------=

Ch ε
h

1
60
------=

Ch

í‡·ÎËˆ‡ 1

ti

0.1 0.944614 0.969371 0.993302

0.2 0.924532 0.957443 0.990515

0.3 0.893969 0.938625 0.985950

0.4 0.845776 0.907417 0.977956

0.5 0.767188 0.852688 0.962672

0.6 0.636304 0.751265 0.929893

0.7 0.421267 0.557343 0.848292

0.8 0.095975 0.205154 0.610776

0.9 –0.317630 –0.310235 –0.006406

1.0 –0.734764 –0.835726 –0.943465

ϕ i
h 0.1= ϕ i

h 0.05= ϕ i
h 0.01=

í‡·ÎËˆ‡ 2

ti

0.1 1.142588 1.227300 1.251235

0.2 1.484858 1.642044 1.689001

0.3 2.188318 2.614438 2.763269

0.4 6.752919 1–0.04i (0.3862) = ∞

ϕ i
h 0.05= ϕ i

h 0.01= ϕ i Φ ti( )=

ϕ
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èË‚Â‰ÂÏ Â˘Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËfl

(35)

Ò “ıÓÓ¯ËÏË” ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ c (28) fl‰‡ÏË K1 Ë K2. íÓ˜ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (35) ËÏÂÂÚ ‚Ë‰
(t) = cost, t ∈ [0, T] ∀T < ∞. ïÓÚfl (35) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÔflÚÂÍ‡ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ (1, 1, 3, 0, 3.7), Í‡Í ÔÓ-

Í‡Á˚‚‡ÂÚ Ú‡·Î. 4 ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚÂÈ ‰Îfl Í‚‡‰‡ÚÛ Ô‡‚˚ı ( ) Ë ÒÂ‰ÌËı ( ) ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸-
ÌËÍÓ‚ ÔË T = 1, ÔÓ„‡ÌÒÎÓÈ Ó¯Ë·ÓÍ ‚ ˝ÚÓÏ ÔËÏÂÂ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ.

ÑÎfl ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËË Ò‡ÏÓÂ„ÛÎflËÁÛ˛˘Â„Ó ˝ÙÙÂÍÚ‡ ÔÓˆÂ‰Û˚ ‰ËÒÍÂÚËÁ‡ˆËË Á‡‰‡‰ËÏ ÔËÎÓ-
Ó·‡ÁÌÓÂ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÂ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË (35):

èË ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÏ δ ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËfl ÔÓ h ÛÌËÏÓ‰‡Î¸Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ ||  Ë ||  ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚Îfl-
Î‡Ò¸ ÏÂÚÓ‰ÓÏ îË·ÓÌ‡˜˜Ë Ò ‰ÂÒflÚ¸˛ ËÒÔ˚Ú‡ÌËflÏË (‡Ò˜ÂÚ˚ ÔÓ‚Â‰ÂÌ˚ Ö.Ç. å‡ÍÓ‚ÓÈ).

ÇË‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÒÓı‡Ìfl˛ÚÒfl ÚÂ ÊÂ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍËÂ ÓˆÂÌÍË, ˜ÚÓ Ë ‚ ÎËÌÂÈÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â (ÒÏ. [4]): ‰Îfl

Ô‡‚˚ı ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍÓ‚ ËÏÂÂÏ hopt � δ1/2,  � δ1/2, ‡ ‰Îfl ÒÂ‰ÌËı hopt � δ1/3,  � δ2/3.

1 t s–+( )ϕ s( ) sd

0

t

∫ 1 s1 s2+ +( )ϕ s1( )ϕ s2( ) s1 s2dd

0

t

∫
0

t

∫+ f t( )  ==

=  tsin– tcos– 2 2 t tsincos 2t tcos
2

– 2t tcos
2

–+ + +

ϕ
εrr

h εmr
h

f̃ ti( ) f ti( ) 1–( )iδ, i+ 1 n, , nh T .= = =

ε̃rr
h ||Ch

ε̃mr
h ||Ch

ε̃rr
hopt

Ch ε̃mr
hopt

Ch

í‡·ÎËˆ‡ 3

ti – 1/2

0.075 0.179086 1.177151 1.176911

0.175 1.556047 1.550974 1.550346

0.275 2.387831 2.363315 2.360349

0.375 6.51–4.72i 9.815176 8.751915

ϕ i 1/2–
h 1/20= ϕ i 1/2–

h 1/60= ϕ i 1/2– Φ ti 1/2–( )=

í‡·ÎËˆ‡ 4

h

1/16 0.025235 1.67981 × 10–4

1/32 0.014055 0.42012 × 10–4

1/64 0.007412 0.10503 × 10–4

1/128 0.003805 0.02626 × 10–4

1/256 0.001928 0.00656 × 10–4

1/512 0.000970 0.00164 × 10–4

εrr
h

Ch
εmr

h
Ch

í‡·ÎËˆ‡ 5

δ hopt(rr) hopt(mr)

10–3 0.075331 0.051597 0.276567 0.006879

10–4 0.018333 0.019052 0.136363 0.001782

10–5 0.006147 0.006224 0.063447 0.000429

10–6 0.002006 0.001989 0.029079 0.000098

10–7 0.000627 0.000631 0.013530 0.000022

ε̃rr
hopt

Ch
ε̃mr

hopt
Ch
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á‡ÏÂ˜‡ÌËfl. 4. ê‡Ò˜ÂÚ˚ ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌ˚Â ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚÂ ˜ËÒÎÂÌÌ˚Â ÏÂÚÓ‰˚ ÏÓ„ÛÚ
·˚Ú¸ ÔËÏÂÌÂÌ˚ Ë ‰Îfl Â¯ÂÌËfl ÚËÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ, ÔÓÓÊ‰‡ÂÏ˚ı ÍÛ·Ë˜Ì˚Ï ÔÓÎËÌÓÏÓÏ ÇÓÎ¸ÚÂ‡,
Ó‰Ì‡ÍÓ ‰Îfl Ó·ÓÒÌÓ‚‡ÌËfl Ëı ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÔÓÚÂ·ÛÂÚÒfl ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ‡ÔÔ‡‡Ú ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı “Î‡Ï·ÂÚÓ-
Ó·‡ÁÌ˚ı” ÙÛÌÍˆËÈ Ë Ëı ÒÂÚÓ˜Ì˚ı ‡Ì‡ÎÓ„Ó‚.

5. ÖÒÎË ‚ (1) ÔÓÎÓÊËÚ¸ K2 ≡ 0, Ú‡Í ̃ ÚÓ M2 = 0, ÚÓ (30) fl‚ÎflÂÚÒfl Ï‡ÊÓ‡ÌÚÌ˚Ï Ë ‰Îfl ÎËÌÂÈÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl

(1); ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ËÏÂÂÏ | (t)| ≤ Φ(t) ≡ Fk–1exp{L1k–1t}, t ∈ [0, T], T < ∞.
6. Ç ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÏÓ‰ÂÎflı ‰ËÌ‡ÏËÍË ˜ËÒÎÂÌÌÓÒÚË ÔÓÔÛÎflˆËÈ ‚‡ÊÌÛ˛ ÓÎ¸ Ë„‡ÂÚ ÛÔ‡‚Îfl˛˘ÂÂ ‚ÓÁ‰ÂÈ-

ÒÚ‚ËÂ, ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘ÂÂ Ò Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚ¸˛ Ft Ï‡ÊÓ‡ÌÚÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ. í‡Í, Á‡‰‡˜‡ äÓ¯Ë

ÏÓ‰ÂÎËÛÂÚ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚Ó„Ó ÌÛÎÂ‚Ó„Ó ÒÓÒÚÓflÌËfl ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚, ı‡‡ÍÚÂÌÓÂ, Ì‡ÔËÏÂ,
‰Îfl ‡Á‚ËÚËfl ˝ÔË‰ÂÏËË, ÍÓ„‰‡ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚ¸ ·Ó¸·˚ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ ‚ÂÏÂÌË t. çÂÒÎÓÊ-
Ì˚È ‡Ì‡ÎËÁ ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÔË F < εk2 ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸Ì˚È ÓÒÚ ξ(t) ÒÓı‡ÌflÂÚÒfl. èË F = εk2 ÓÒÚ ÒÚ‡ÌÓ-
‚ËÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï, ‡ ÂÒÎË F > εk2, ÚÓ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË

ËÏÂÂÏ ξ(T*) = 0. èÓ‰Ó·ÌÂÂ Ó· ˝ÚÓÏ ÒÏ. [7], [11].
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ê‡ÒÒÏÓÚÂÌ˚ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚Â ÒıÂÏ˚ ‰Ó 7-„Ó ÔÓfl‰Í‡ ‚ÍÎ˛˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ‰Îfl ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ÓÔË-
Ò‡ÌËfl Á‡ÍÓÌÓ‚ ÒÓı‡ÌÂÌËfl Ì‡ ÍË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚ı ÒÂÚÍ‡ı. éÌË ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ ÍÓÏ·ËÌ‡ˆË˛
ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ‡ÁÌÓÒÚÂÈ Ë ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚ı ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂÏ ı‡-
‡ÍÚÂËÒÚËÍ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ‰ËÙÙÛÁÌÓ„Ó ÚËÔ‡. ê‡ÒÒÏÓÚÂÌ˚ ÒÔÂÍÚ‡Î¸Ì˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÒıÂÏ, ÔÓ‚Â-
‰ÂÌ˚ ‡Ò˜ÂÚ˚ fl‰‡ ÏÓ‰ÂÎ¸Ì˚ı Á‡‰‡˜. ê‡Á‡·ÓÚ‡ÌÌ˚È ÏÂÚÓ‰ ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl
Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ Ò ÔËÏÂÌÂÌËÂÏ ‰‚ÛıÔ‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÏÓ‰ÂÎË ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓÒÚË ÔË-
ÏÂÌflÂÚÒfl ‰Îfl ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËfl ‰‚ÛÏÂÌ˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ ‚flÁÍÓ„Ó „‡Á‡. ÅË·Î. 21. îË„. 11.

äÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡: ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Â ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË, ÒıÂÏ˚ ‚˚ÒÓÍÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡, ÍË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚Â ÍÓ-
Ó‰ËÌ‡Ú˚, ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌ˚Â ÚÂ˜ÂÌËfl ‚flÁÍÓ„Ó „‡Á‡.

ÇÇÖÑÖçàÖ

èÓÒÚÓflÌÌÓ ÔÓ‚˚¯‡˛˘ËÂÒfl ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl Í ÛÓ‚Ì˛ Ì‡Û˜ÌÓ-ÚÂıÌË˜ÂÒÍËı ‡Á‡·ÓÚÓÍ ‰ÂÎ‡˛Ú ‡Í-
ÚÛ‡Î¸ÌÓÈ Á‡‰‡˜Û ÒÓ‚Â¯ÂÌÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚ı ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚. Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÂ ‚ÂÏfl ÓÌË
ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl ÔË ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËË ÔÓ·ÎÂÏ ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓÒÚË, ‡˝Ó‰ËÌ‡ÏËÍË, ÚÂÔÎÓÓ·ÏÂÌ‡, ‡ÍÛÒÚËÍË
Ë Ú.‰. ìÎÛ˜¯ËÚ¸ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸ ÔÓ‚Ó‰ËÏ˚ı ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ÔËÁ‚‡Ì˚ ÏÂÚÓ‰˚ ‚˚ÒÓÍÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ‡ÔÔÓÍÒË-
Ï‡ˆËË. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÓ‚˚¯ÂÌËÂ ÔÓfl‰Í‡ ÌÂËÁ·ÂÊÌÓ ‚Â‰ÂÚ Í ÛÍÛÔÌÂÌË˛ ÒÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ¯‡·ÎÓÌ‡, Ó‰-
ÌËÏ ËÁ ÔÂÒÔÂÍÚË‚Ì˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÈ ‡Á‡·ÓÚÍË ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ‡Î„ÓËÚÏÓ‚ fl‚ÎflÂÚÒfl ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËÈ. ÑÎfl Á‡‰‡˜ ‡˝Ó„‡ÁÓ‰ËÌ‡ÏËÍË ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚Â ÔÓÚË‚ ÔÓÚÓÍ‡
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Â ‡ÁÌÓÒÚË ÚÂÚ¸Â„Ó ÔÓfl‰Í‡ ÛÒÔÂ¯ÌÓ ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl Ò ÒÂÂ‰ËÌ˚ 70-ı „Ó‰Ó‚ (ÒÏ. [1]).

Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÂ ‚ÂÏfl ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‰‚‡ ÔÓ‰ıÓ‰‡ Í ÔËÏÂÌÂÌË˛ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ‡ÁÌÓÒÚÂÈ ‚˚ÒÓÍÓ„Ó
ÔÓfl‰Í‡ Ì‡ ÌÂ‡ÁÌÂÒÂÌÌ˚ı ‡Ò˜ÂÚÌ˚ı ÒÂÚÍ‡ı. Ç ÔÂ‚ÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ˝ÚÓ ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Â ‡ÁÌÓÒÚË ‚˚-
ÒÓÍÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡, ‰ÓÔÓÎÌÂÌÌ˚Â ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ÙËÎ¸Ú‡ÏË ‰Îfl ÔÓ‰‡‚ÎÂÌËfl ÒıÂÏÌ˚ı ÓÒˆËÎÎflˆËÈ (ÒÏ.
[2]–[4]). çÂÒÏÓÚfl Ì‡ Í‡ÊÛ˘Û˛Òfl ÔÓÒÚÓÚÛ, Â‡ÎËÁ‡ˆËfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ÔÓ‰ıÓ‰‡ ÔË Â¯ÂÌËË Á‡‰‡˜ Ò ‰Ó-
ÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÒËÎ¸Ì˚ÏË „‡‰ËÂÌÚ‡ÏË Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÔÓÚÓÍ‡ ÏÓÊÂÚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÚ¸ ÒÂ¸ÂÁÌÛ˛ ÔÓ·ÎÂÏÛ.
Ç˚·Ó ÏÂı‡ÌËÁÏ‡ ‰ÂÏÔÙËÓ‚‡ÌËfl Ô‡‡ÁËÚÌ˚ı ÓÒˆËÎÎflˆËÈ ‚ fl‰Â ÒÎÛ˜‡Â‚ ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÔÂ‰ÏÂÚ
ÓÚ‰ÂÎ¸ÌÓ„Ó ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl.

ÑÛ„ÓÈ ÔÓ‰ıÓ‰ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË ÌÂÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËÈ, ÓË-
ÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÔÓÚË‚ ÔÓÚÓÍ‡ (ÒÏ. [1], [5], [6]). ê‡Á‡·ÓÚ‡ÌÌ˚È ËÁÌ‡˜‡Î¸ÌÓ ‰Îfl ÒıÂÏ ÚÂÚ¸Â„Ó ÔÓ-
fl‰Í‡, ÓÌ ÔËÏÂÌflÂÚÒfl ‰Îfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ÒıÂÏ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÏÛÎ¸ÚËÓÔÂ‡ÚÓÌÓ„Ó
ÔËÌˆËÔ‡. Ç ÒıÂÏ‡ı ˝ÚÓ„Ó ÍÎ‡ÒÒ‡ ÒÓ‰ÂÊËÚÒfl ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ˚È ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚È ÏÂı‡ÌËÁÏ ÔÓ‰‡‚ÎÂÌËfl
ÒıÂÏÌ˚ı ÓÒˆËÎÎflˆËÈ. ä ÒÓÊ‡ÎÂÌË˛, ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ÔÓ‰Ó·Ì˚ı ÒıÂÏ ‚ Ó·Î‡ÒÚflı Ò ÍË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚ÏË
„‡ÌËˆ‡ÏË ‚˚Á˚‚‡ÂÚ ‚ÓÔÓÒ˚, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Â, Ì‡ÔËÏÂ, Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ÌÂ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌÓ„Ó
ÔÓÚÓÍ‡. ÄÎ¸ÚÂÌ‡ÚË‚Ì˚È ‚‡Ë‡ÌÚ ÔËÏÂÌÂÌËfl ÌÂÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ‡ÁÌÓÒÚÂÈ ÔÂ‰ÎÓ-
ÊÂÌ ‚ [7] Í‡Í ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚Ì˚È ÏÂÚÓ‰ ÍÓÌÂ˜Ì˚ı Ó·˙ÂÏÓ‚ ‚˚ÒÓÍÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË.

ÅÓÎ¸¯Ó„Ó ‡ÁÎË˜Ëfl ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÛÔÓÏflÌÛÚ˚ÏË ÔÓ‰ıÓ‰‡ÏË ÌÂÚ. Ç [8] Û·Â‰ËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ,
˜ÚÓ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â ‡ÁÌÓÒÚË, ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚Â ÔÓÚË‚ ÔÓÚÓÍ‡, ÎÂ„ÍÓ ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ËÁ ˆÂÌ-
Ú‡Î¸Ì˚ı ÔÛÚÂÏ ‰Ó·‡‚ÎÂÌËfl ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚, Û˜ËÚ˚‚‡˛˘Ëı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ. Ç [9] Ú‡ÍËÂ
ÒıÂÏ˚ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËÈ ‚˚ÒÓÍÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ·˚ÎË ÔÓÒÚÓÂÌ˚. èË ˝ÚÓÏ Û˜Ë-
Ú˚‚‡ÎËÒ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ‡ÒÔÂÍÚ˚ ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËfl ÚÂ˜ÂÌËÈ ‚flÁÍÓ„Ó ÒÊËÏ‡ÂÏÓ„Ó „‡Á‡ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ÏË
‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËflÏË.

1) ê‡·ÓÚ‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ ÔË ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ ÔÓ‰‰ÂÊÍÂ êîîà (ÍÓ‰ ÔÓÂÍÚ‡ 05-01-00584).

ìÑä 519.6:531.33
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èÂÓ‰ÓÎÂÌËÂ ÒÂÚÓ˜Ì˚ı ÌÂ„Î‡‰ÍÓÒÚÂÈ. ìÁÎ˚ ‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı ÒÂÚÓÍ, ‡‰‡ÔÚËÓ‚‡ÌÌ˚ı Í „ÂÓÏÂÚËË
Ó·ÚÂÍ‡ÂÏÓ„Ó ÚÂÎ‡, Í‡Í Ô‡‚ËÎÓ, ‡ÒÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ‚ ÙËÁË˜ÂÒÍÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÌÂ‡‚ÌÓÏÂÌÓ. á‡˜‡-
ÒÚÛ˛ ÌÂÎ¸Áfl Ó·ÓÈÚËÒ¸ ·ÂÁ Ëı ÒËÎ¸ÌÓ„Ó Ò„Û˘ÂÌËfl ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË Ú‚Â‰ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, ÍË‚ËÁÌ˚
Ë ÒÍÓÒ‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌ˚ı ÎËÌËÈ. ÇÎËflÌËÂ ‰‡ÌÌ˚ı Ù‡ÍÚÓÓ‚ Ì‡ ‡ÁÌÓÒÚÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ÒËÎ¸ÌÓ Á‡‚ËÒËÚ
ÓÚ ÒÔÓÒÓ·‡ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚. ÑÛ„ÓÈ ‡ÒÔÂÍÚ ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl ‡Ò˜ÂÚÓ‚ Ì‡
ÍË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚ı ÒÂÚÍ‡ı ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÔÓ·ÎÂÏÂ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ÌÂ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌÓ„Ó ÔÓÚÓÍ‡. èÓfl‚ÎÂÌËÂ ‰‡-
ÊÂ Ó˜ÂÌ¸ ÒÎ‡·˚ı ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÈ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÚÂ˜ÂÌËfl ‚ Ò‚ÂıÁ‚ÛÍÓ‚ÓÏ Ì‡·Â„‡˛˘ÂÏ ÔÓÚÓÍÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ
ÔËÁÌ‡Ú¸ Ó˜ÂÌ¸ ÌÂÔËflÚÌ˚Ï fl‚ÎÂÌËÂÏ. ä‡Í ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‚ [4], ‰Îfl ÔÂÓ‰ÓÎÂÌËfl ÛÔÓÏflÌÛÚ˚ı ÚÛ‰ÌÓ-
ÒÚÂÈ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÔË ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ‡Ò˜ÂÚÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ-
‚‡Ú¸ ÚÂ ÊÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚, ˜ÚÓ Ë ‰Îfl ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË Û‡‚ÌÂÌËÈ Á‡ÍÓÌÓ‚ ÒÓı‡-
ÌÂÌËfl. Ç ÚÂıÏÂÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ˝ÚÓ„Ó ÌÂ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ, Ó‰Ì‡ÍÓ Ë Á‰ÂÒ¸ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÔÓ‰ıÓ‰˚, ÔÓÁ‚ÓÎfl-
˛˘ËÂ ÛÒÚ‡ÌËÚ¸ ÌÂÊÂÎ‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ÏÓÏÂÌÚ˚, ‚˚Á‚‡ÌÌ˚Â ÍË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚ÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË.

ùÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚ¸ ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚ÌÓ„Ó ÏÂı‡ÌËÁÏ‡. ëËÏÏÂÚË˜Ì˚Â ‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚ ÌÂ ÒÓ‰Â-
Ê‡Ú ÌËÍ‡ÍÓ„Ó ÏÂı‡ÌËÁÏ‡ ÔÓ‰‡‚ÎÂÌËfl ‚˚ÒÓÍÓ˜‡ÒÚÓÚÌ˚ı „‡ÏÓÌËÍ, ÌÂ ËÏÂ˛˘Ëı ÙËÁË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÒÏ˚ÒÎ‡. Ç‚Â‰ÂÌËÂ ‚ Û‡‚ÌÂÌËfl ˜ÎÂÌÓ‚ ÚËÔ‡ ËÒÍÛÒÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ‚flÁÍÓÒÚË ÌÂ ‚ÒÂ„‰‡ Û‰Ó·ÌÓ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ
ÌÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓ‚Ó‰ËÚ¸ ÒÍ‚ÓÁÌÓÈ Ò˜ÂÚ ‡Á˚‚Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ. ë ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ
Ó„‡ÌË˜ËÚÂÎÂÈ ÔÓÚÓÍ‡ ‚Ë‰‡ [10] ÏÓÊÂÚ ÔË‚Ó‰ËÚ¸ Í ËÒÍ‡ÊÂÌË˛ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚, Ì‡ÔËÏÂ, Í ÓÚÒÛÚ-
ÒÚ‚Ë˛ ÓÚ˚‚‡ ÔÓ„‡ÌË˜ÌÓ„Ó ÒÎÓfl Ú‡Ï, „‰Â ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ ÙËÍÒËÛÂÚ Â„Ó Ì‡ÎË˜ËÂ. Ç ˝ÚÓÏ ÔÎ‡ÌÂ
ÒıÂÏ˚ ‚Ë‰‡ [5], [6], [11], Ó·Î‡‰‡˛˘ËÂ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚ÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË Á‡ Ò˜ÂÚ ÓËÂÌ-
Ú‡ˆËË ‡ÁÌÓÒÚÂÈ ÔÓÚË‚ ÔÓÚÓÍ‡, ËÏÂ˛Ú Á‡ÏÂÚÌ˚Â ÔÂËÏÛ˘ÂÒÚ‚‡. èËÏÂÌfl˛˘ËÈÒfl ‚ [7] ÏÂı‡-
ÌËÁÏ ÏÓÌÓÚÓÌËÁ‡ˆËË Â¯ÂÌËfl Ú‡ÍÊÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÓËÂÌÚ‡ˆË˛ ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ‡ÁÌÓÒÚÂÈ Ò Û˜Â-
ÚÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ. åÓÊÌÓ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ‚˚‚Ó‰ Ó ÔÂËÏÛ˘ÂÒÚ‚‡ı ÒıÂÏ, ÓËÂÌÚËÓ‚‡Ì-
Ì˚ı ÔÓÚË‚ ÔÓÚÓÍ‡, ıÓÚfl ÒÔÓÒÓ·˚ Â‡ÎËÁ‡ˆËË ‰‡ÌÌÓ„Ó ÔÓ‰ıÓ‰‡ ÏÓ„ÛÚ ÓÚÎË˜‡Ú¸Òfl.

ê‡ÁÌÓÒÚÌÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ‰ËÙÙÛÁÌ˚ı ˜ÎÂÌÓ‚. ë ÔÓ‚˚¯ÂÌËÂÏ ÔÓfl‰Í‡ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ÒıÂÏ,
ÓÔËÒ˚‚‡˛˘Ëı ÍÓÌ‚ÂÍÚË‚Ì˚Â ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘ËÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ, ‚ÒÚ‡ÂÚ ‚ÓÔÓÒ Ó ·ÓÎÂÂ ÚÓ˜ÌÓÏ ÔÂ‰ÒÚ‡‚-
ÎÂÌËË ‚flÁÍËı ˜ÎÂÌÓ‚. èË‚ÎÂÍ‡ÚÂÎ¸Ì˚È Ì‡ ÔÂ‚˚È ‚Á„Îfl‰ ‡Î„ÓËÚÏ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ‚flÁÍËı ˜ÎÂÌÓ‚ Ò
ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ‡ÁÌÓÒÚÂÈ ÛÒÔÂ¯ÌÓ ÔËÏÂÌflÎÒfl ‚ [4]. é‰Ì‡ÍÓ ÓÔ˚Ú
[9] ÔÓÍ‡Á‡Î, ˜ÚÓ ˝ÚÓ ÓÔ‡‚‰˚‚‡ÂÚ ÒÂ·fl ÎË¯¸ ÔË Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËË ÔÓÎÂÈ ÙËÁË˜ÂÒÍËı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ÔÓ
ÏÂÚÓ‰Û ËÒÍÛÒÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ‚flÁÍÓÒÚË. Ç ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ·˚Î ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì Ú‡‰ËˆËÓÌÌ˚È ÔÓ‰ıÓ‰, ÍÓ„‰‡
ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÔÓÚÓÍ‡ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ‚ ÔÓÎÛˆÂÎ˚ı ÛÁÎ‡ı ÒÂÚÍË. èËÏÂ-
ÌÂÌËÂ ËÌÚÂÔÓÎflˆËÓÌÌ˚ı ÙÓÏÛÎ ‚˚ÒÓÍÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ‰‡ÎÓ ıÓÓ¯ËÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚.

çËÊÂ ‡ÒÒÏÓÚÂÌ˚ ‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â ÒıÂÏ˚, fl‚Îfl˛˘ËÂÒfl ÏÓ‰ËÙËÍ‡ˆËÂÈ [9], Ë ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Â-
ÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‡Ò˜ÂÚÓ‚ fl‰‡ ÚÂ˜ÂÌËÈ ‚flÁÍÓ„Ó „‡Á‡.

1. èÓÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ Á‡‰‡˜Ë

ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Á‡‰‡˜‡ Ó·ÚÂÍ‡ÌËfl ‰‚ÛÏÂÌÓ„Ó (ÔÎÓÒÍÓ„Ó) ÚÂÎ‡ ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌ˚Ï ÔÓÚÓÍÓÏ ÒÊË-
Ï‡ÂÏÓ„Ó „‡Á‡ Ò ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ Û‰ÂÎ¸Ì˚ı ÚÂÔÎÓÂÏÍÓÒÚÂÈ. êÂ¯ÂÌËÂ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÔÛÚÂÏ
˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ÓÒÂ‰ÌÂÌÌ˚ı ÔÓ êÂÈÌÓÎ¸‰ÒÛ ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı ‰‚ÛÏÂÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ
ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡. á‡‰‡ÌËÂ ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌ˚ı ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘Ëı ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ‰Ó·‡‚Ó˜ÌÓÈ
ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓÈ ‚flÁÍÓÒÚË. é·ÂÁ‡ÁÏÂÂÌÌ˚Â Ú‡‰ËˆËÓÌÌ˚Ï ÒÔÓÒÓ·ÓÏ ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚ‡Ï Ì‡·Â„‡˛˘Â-
„Ó ÔÓÚÓÍ‡ Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË Ë ı‡‡ÍÚÂÌÓÏÛ ÎËÌÂÈÌÓÏÛ ‡ÁÏÂÛ H, ÓÌË ËÏÂ˛Ú ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ‚Ë‰ ‚
‰ÂÍ‡ÚÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (x, y):

(1.1)∂U j( )
∂t

---------------- ∂F j( )
∂x

---------------- ∂G j( )
∂y

-----------------+ + Re 1– ∂ F1 j jx,( ) F2 j jy,( )+[ ]
∂x

--------------------------------------------------------------
∂ G1 j jx,( ) G2 j jy,( )+[ ]

∂y
----------------------------------------------------------------+ 

  ,=

U

ρ
ρu

ρv
e

, F

ρu

ρu2 p+

ρuv

e p+( )u

, G

ρv
ρuv

ρv 2 p+

e p+( )v

, j

ρ
u

v

h

,= = = =
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á‰ÂÒ¸ t – ‚ÂÏfl, ρ – ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸, u Ë v – ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ‚ÂÍÚÓ‡ ÒÍÓÓÒÚË ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı x Ë y, p –
‰‡‚ÎÂÌËÂ, h – ˝ÌÚ‡Î¸ÔËfl, e – ÔÓÎÌ‡fl ˝ÌÂ„Ëfl, q = k1/2 (k – ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ˝ÌÂ„Ëfl ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓÒÚË),
γ – ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ Û‰ÂÎ¸Ì˚ı ÚÂÔÎÓÂÏÍÓÒÚÂÈ, µl Ë µt – ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÏÓÎÂÍÛÎflÌÓÈ Ë ‚ËıÂ‚ÓÈ ‚flÁ-
ÍÓÒÚÂÈ, Prl = 0.72 Ë Prr = 0.9 – Î‡ÏËÌ‡ÌÓÂ Ë ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓÂ ̃ ËÒÎ‡ è‡Ì‰ÚÎfl, Re – ̃ ËÒÎÓ êÂÈÌÓÎ¸‰Ò‡.
ëËÒÚÂÏ‡ ‰ÓÔÓÎÌflÂÚÒfl Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸˛ ÏÓÎÂÍÛÎflÌÓÈ ‚flÁÍÓÒÚË ÓÚ ˝ÌÚ‡Î¸ÔËË ‚ ‚Ë‰Â ÙÓÏÛÎ˚ ë‡-
ÚÂÎÂÌ‰‡ (ÒÏ. [12]).

ÑÎfl ‡Ò˜ÂÚ‡ ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌ˚ı ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ‰‚ÛıÔ‡‡ÏÂÚË-
˜ÂÒÍ‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ (ÒÏ. [13]). ÖÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰

(1.2)

„‰Â ν = (qL–1)1/2, L – Ï‡Ò¯Ú‡· ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓÒÚË. ÇÂÍÚÓ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚˚ı ̃ ÎÂÌÓ‚ H ËÏÂÂÚ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚

á‰ÂÒ¸

n – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓ ÌÓÏ‡ÎË ÓÚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, ‡ Cµ = 0.09, α1 = 0.555, α2 = 0.065, β = 0.92, βµ = 0.0075,
Prq = 1 Ë Prν = 1.3 – ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚. äÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓÈ ‚flÁÍÓÒÚË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

É‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl Á‡‰‡˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ. ç‡ ‚ıÓ‰ÌÓÈ „‡ÌËˆÂ ÔË Ò‚ÂıÁ‚ÛÍÓ‚ÓÈ
ÒÍÓÓÒÚË Ì‡·Â„‡˛˘Â„Ó ÔÓÚÓÍ‡ ÙËÍÒËÛ˛ÚÒfl Ô‡‡ÏÂÚ˚ ÚÂ˜ÂÌËfl Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË. èË ‰ÓÁ‚Û-
ÍÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË ÚÂ˜ÂÌËfl Á‡‰‡˛ÚÒfl ÔÓÎÌÓÂ ‰‡‚ÎÂÌËÂ, ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ‡ ÚÓÏÓÊÂÌËfl Ë Û„ÓÎ ‚ÂÍÚÓ‡
ÒÍÓÓÒÚË, ‡ ˜ÂÚ‚ÂÚ˚È Ô‡‡ÏÂÚ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍËı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ ‰Îfl
Ó‰ÌÓÏÂÌÓ„Ó ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓ„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl ÌÂ‚flÁÍÓ„Ó „‡Á‡. ç‡ ‚ıÓ‰ÌÓÈ „‡ÌËˆÂ Ú‡ÍÊÂ ÙËÍÒËÛ˛ÚÒfl
ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌ˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ q∞ Ë ν∞. ç‡ ‚˚ıÓ‰Ì˚ı „‡ÌËˆ‡ı ÒÚ‡‚flÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl „Î‡‰ÍÓ„Ó

F1

0

4/3( )µux

µv x

4/3( )µuux µvv x µPr 1– hx+ +

, F2

0

2/3( )µv y–

µuy

2/3( )µuv y– µvuy+

,= =

G1

0

µv x

2/3( )µux–

µuv x 2/3( )µvux–

, G2

0

µux

4/3( )µv y

µuux 4/3( )µvv y µPr 1– hy+ +

,= =

p ρ γ 1–( )γ 1– h 2/3( )q2+[ ] , e ρ γ 1– h 0.5 u2
v

2+( ) q2+ +[ ] ,= =

µ µl µt, µPr 1–+ µlPrl
1– µtPrt

1– , Re+ ρ∞u∞Hµl∞
1– .= = =

∂Ut j jt,( )
∂t

--------------------------
∂Ft j jt,( )

∂x
-------------------------

∂Gt j jt,( )
∂y

--------------------------+ + Re 1– ∂Ft1 jtx
( )
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( )
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  Ht,+=
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µl µtPrq

1–+( )qy
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ë‡‚ÂÎ¸Â‚

‚˚ÚÂÍ‡ÌËfl; ÂÒÎË ÊÂ ÚÂ˜ÂÌËÂ ‰ÓÁ‚ÛÍÓ‚ÓÂ, ÚÓ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÒÚ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ‰‡‚ÎÂÌËÂ. ç‡ Ú‚Â‰˚ı ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚflı ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ρw ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl ÌÂ‡Á˚‚ÌÓÒÚË, ÒÚ‡‚flÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl ÔËÎËÔ‡ÌËfl
uw = vw = 0 Ë ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ˝ÌÚ‡Î¸ÔËË (ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ˚) ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË hw. ÑÎfl ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌ˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚
ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl qw = 0 Ë ∂ν/∂n = 0. í‡ÍÊÂ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ Ì‡ıÓ‰ËÚ¸ νw ÔÛÚÂÏ Â¯ÂÌËfl Ì‡ „‡ÌËˆÂ
‚ÚÓÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ (1.2).

ÑÎfl ‡Ò˜ÂÚ‡ Ó·ÚÂÍ‡ÌËfl ÚÂÎ Ò ÍË‚ÓÎËÌÂÈÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ËÒıÓ‰Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚
ÒÚÓ„ÓÈ ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓÈ ÙÓÏÂ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ÔÂÂıÓ‰ Í Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú
(ÒÏ. [14]). é·Î‡ÒÚ¸ ÚÂ˜ÂÌËfl ‚ ÙËÁË˜ÂÒÍÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (x, y) ÔÓÂˆËÛÂÚÒfl Ì‡ Â‰ËÌË˜Ì˚È Í‚‡‰‡Ú
‡Ò˜ÂÚÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (ξ, η) Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl Ó·˘Â„Ó ‚Ë‰‡ ξ = ξ(x, y), η = η(x, y), 0 ≤ ξ ≤ 1,
0 ≤ η ≤ 1. èË ˝ÚÓÏ flÍÓ·Ë‡Ì ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ J–1 = xξyη – xηyξ, „‰Â xξ, xη, yη, yξ – ÏÂÚË˜Â-
ÒÍËÂ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚.

á‡ÔËÒ‡ÌÌ‡fl ‚ ÍË‚ÓÎËÌÂÈÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (ξ, η), ÒËÒÚÂÏ‡ (1.1) ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(1.3)

ì‡‚ÌÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ (1.2) ‚ ÍË‚ÓÎËÌÂÈÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‚˚„Îfl‰flÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

(1.4)

á‡ÔËÒ¸ ËÒıÓ‰Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ‚ ÒÚÓ„ÓÈ ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓÈ ÙÓÏÂ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ ‚˚-
ÔÓÎÌÂÌËÂ ‚ ‰‚ÛÏÂÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ 

(1.5)

èË ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ ‰ËÒÍÂÚËÁ‡ˆËË ˝ÚË ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ‰ÓÎÊÌ˚ ·ÂÁÛÒÎÓ‚ÌÓ ‚˚ÔÓÎÌflÚ¸Òfl Ò ˆÂ-
Î¸˛ ÒÓı‡ÌÂÌËfl Ì‡ ÍË‚ÓÎËÌÂÈÌÓÈ ÒÂÚÍÂ ÌÂ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌÓ„Ó ÔÓÚÓÍ‡.

2. óËÒÎÂÌÌ˚È ÏÂÚÓ‰

ê‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆË˛ ÔÂ‚ÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ∂u/∂x Ô‡‡ÏÂÚ‡ u
Ì‡ ÒÂÚÍÂ ωh = {xj = jh, h = const}. ÅÛ‰ÂÏ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÓÔÂ‡ÚÓ Ò‰‚Ë„‡ Tmuj = uj + m = u(xj + mh) Ë
ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl

∂Ũ
∂t
------- ∂F̃

∂ξ
------ ∂G̃

∂η
-------+ + Re 1– ∂ F̃1 j jξ,( ) F̃2 j jη,( )+[ ]

∂ξ
---------------------------------------------------------------

∂ G̃1 j jξ,( ) G̃2 j jη,( )+[ ]
∂η

-----------------------------------------------------------------+
 
 
 

,=

Ũ J 1– U, F̃ Fyη Gxη , G̃– Gxξ Fyξ ,–= = =

F̃1 j jξ,( ) F1 j jξ,( )yη
2 F2 j jξ,( ) G1 j jξ,( )+[ ] yξ yη– G2 j jξ,( )yξ

2,+=

F̃2 j jη,( ) F1– j jη,( )xη yη F2 j jη,( )xξ yη G1 j jη,( )+ xη yξ G2 j jη,( )xξ yξ ,–+=

G̃1 j jξ,( ) F1– j jξ,( )xη yη F2 j jξ,( )xη yξ G1 j jξ,( )+ xξ yη G2 j jξ,( )xξ yξ ,–+=

G̃2 j jη,( ) F1 j jη,( )xη
2 F2 j jη,( ) G1 j jη,( )+[ ] xξ xη– G2 j jη,( )xξ

2.+=

∂Ũt

∂t
-------- ∂F̃t

∂ξ
-------- ∂G̃t

∂η
---------+ + Re 1– ∂ F̃t1 jtξ( ) F̃t2 jtη( )+[ ]

∂ξ
------------------------------------------------------

∂ G̃t1 jtξ( ) G̃2 jtη( )+[ ]
∂η

-------------------------------------------------------+
 
 
 

H̃t,+=

Ũt J–1Ut,  F̃t Ftyη Gt xη ,  G̃t– Gt xξ Ftyξ ,  H̃t– J–1Ht,= = = =

F̃t jtξ( ) Ft1 jtξ( )yη
2 Gt2 jtξ( )yξ

2,+=

F̃t2 jtη( ) –Ft1 jtη( )xη yη  – Gt2 jtη( )xξ yξ ,=

G̃t1 jtξ( ) –Ft1 jtξ( )xη yη  – Gt2 jtξ( )xξ yξ ,=

G̃t2 jtη( ) Ft1 jη( )xη
2  + Gt2 jtη( )xξ

2.=

∂xξ

∂η
--------

∂xη

∂ξ
--------– 0,

∂yη

∂ξ
--------

∂yξ

∂η
--------– 0.= =

E T0, ∆+ T1 E, ∆–– E T 1– ,–= = =

∆0 ∆+ ∆–+ T1 T 1– , ∆2– ∆+ ∆–– T1 2E– T 1– .+= = = =
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ë Ëı ÔÓÏÓ˘¸˛ ‡ÁÌÓÒÚÌ˚È ‡Ì‡ÎÓ„ ËÒıÓ‰ÌÓÈ ÙÓÏÛÎ˚ ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸, Ì‡ÔËÏÂ, ıÓÓ¯Ó ËÁ-
‚ÂÒÚÌ˚Ï ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡:

èÂ‚ÓÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ (ˆÂÌÚ‡Î¸Ì‡fl ‡ÁÌÓÒÚ¸) Á‰ÂÒ¸ ÒÎÛÊËÚ ‰Îfl ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ, ‡
‚ÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ‰Ó·‡‚ÍÓÈ ‰ËÙÙÛÁÌÓ„Ó ÚËÔ‡ ‰Îfl ÔÓ‰‡‚ÎÂÌËfl Ô‡‡ÁËÚÌ˚ı ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘Ëı Â¯ÂÌËfl.
áÌ‡Í Ô‡‡ÏÂÚ‡ s Á‡‰‡ÂÚÒfl ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂÏ ÔÓÚÓÍ‡, ‡ Â„Ó ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÒÚÂ-
ÔÂÌ¸ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚ÌÓ„Ó ÏÂı‡ÌËÁÏ‡. èË |s| = 1 ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ Ó‰ÌÓÒÚÓÓÌÌflfl ‡ÁÌÓÒÚ¸,
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÏ‡fl ÓÔÂ‡ÚÓ‡ÏË ∆+u Ë ∆–u. Ç ÒÎÛ˜‡Â s = 0 ‡ÁÌÓÒÚÌ‡fl ÙÓÏÛÎ‡ ÔËÓ·ÂÚ‡ÂÚ ‚ÚÓÓÈ
ÔÓfl‰ÓÍ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË. èË ˝ÚÓÏ ÓÌ‡ ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÛÚ‡˜Ë‚‡ÂÚ ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡, ˜ÚÓ ‰Â-
Î‡ÂÚ ÂÂ ÌÂÔË„Ó‰ÌÓÈ Í Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍÓÏÛ ÔËÏÂÌÂÌË˛.

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÔËÌˆËÔ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl ‡ÁÌÓÒÚÌÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ ‚ ‚Ë‰Â ‰‚Ûı ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘Ëı, ‰Îfl ‡Ô-
ÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ÔÂ‚ÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ÏÓÊÌÓ ÔÓÒÚÓËÚ¸ ÙÓÏÛÎ˚ ‚˚ÒÓÍÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡. Ç Ó·˘ÂÏ ‚Ë‰Â
ÓÌË ‚˚„Îfl‰flÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

„‰Â k = 4, 6, 8 – ÔÓfl‰ÓÍ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË, m = 2, 3, 4 – ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ÔË ÒÚÂÔÂÌË ˜ÂÚÌÓÈ ‡ÁÌÓÒÚË,
a, b = const.

Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔÂ‚ÓÈ ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘ÂÈ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Â ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Â ‡Á-
ÌÓÒÚË

ç‡ ÔflÚËÚÓ˜Â˜ÌÓÏ ¯‡·ÎÓÌÂ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ Ú‡ÍÊÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ÒıÂÏ˚

Ç ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÏ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ô‡‡ÏÂÚ‡ γ ÓÌ‡ Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÒÔÂÍÚ‡Î¸Ì˚ÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË, ÌÂ-
ÒÍÓÎ¸ÍÓ ÎÛ˜¯ËÏË ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò ‰Û„ËÏË ÒıÂÏ‡ÏË.

ÑÎfl ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚ı ÒıÂÏ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl:

àÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËÈ ÚÂ·ÛÂÚ ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍË „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ. èÛÒÚ¸
ÚÓ˜Í‡ b Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl Ì‡ ÎÂ‚ÓÈ „‡ÌËˆÂ. ÇÓÁÏÓÊÌÓ ÔËÏÂÌÂÌËÂ Í‡Í ÌÂÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı

Ú‡Í Ë ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı ‡ÁÌÓÒÚÂÈ

u j'
1

2h
------ ∆0 s∆2–( )u j.=

u j'
1
h
---

∆0
k( )

a
-------- 1–( )ms

∆2m

b
--------+ 

  u j,=

C4 1
∆2

6
-----+ 

 
1– ∆0

2h
------, C6 1

∆2

5
-----+ 

 
1–

1
∆2

30
------+ 

  ∆0

2h
------, C8 1

2∆2

7
---------

∆2
2

70
------+ + 

 
1–

1
5∆2

42
---------+ 

  ∆0

2h
------.= = =

C86 1
γ 5γ 1–( )∆2+

30
-----------------------------------∆2+

1–

1 γ 1
6
---– 

  ∆2+
∆0

2h
------.=

C4
∂
∂x
------ h4

180
---------– O h6( ), C6+ ∂

∂x
------ h6

2100
------------ O h8( ),+ += =

C8
∂
∂x
------ h8

44100
--------------- O h10( ), C86+ + ∂

∂x
------ 2 7γ–( )h6

1260
------------------------- O h8( ).+ += =

ub'
1

12h
--------- 25E– 48T1 36T2– 16T3 3T4–+ +( )ub,=

ub'
1

6h
------ E 3T1+( ) 1– 17E– 9T1 9T2 T3–+ +( )ub,=

ub'
1

12h
--------- E 8T1 6T2+ +( ) 1– 43E– 80T1– 108T2 16T3 T4–+ +( )ub,=

ub'
1

12h
--------- E 12T1 18T2 4T3+ + +( ) 1– 47E– 192T1– 108T2 128T3 3T4+ + +( )ub,=

ub'
1

6h
------ E T1+( ) 1– T 1–– 9E– 9T1 T2+ +( )ub,=
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‚ ÚÓÏ ˜ËÒÎÂ Ë ÙÓÏÛÎ˚ C4. èË ˝ÚÓÏ ÔflÚËÚÓ˜Â˜Ì˚Â ÔÓ„ÓÌÍË, Â‡ÎËÁÛ˛˘ËÂ ÒıÂÏ˚ C8 Ë C86, ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÛ˛Ú ÔÓ ‰‚‡ „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚Ëfl.

éÒÓ·ÂÌÌÓÒÚ¸ ÔÂ‰Î‡„‡ÂÏÓ„Ó ÔÓ‰ıÓ‰‡ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÒÔÓÒÓ·Â ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl ‰ËÙÙÛÁÌ˚ı ÒÓÒÚ‡‚Îfl-
˛˘Ëı. é·˚˜ÌÓ ÔË ÔÓ‚˚¯ÂÌËË ÒÚÂÔÂÌË ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ë ÒÂÚÓ˜Ì˚È ¯‡·ÎÓÌ, Ì‡ ÍÓ-
ÚÓÓÏ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÂÂ ‡ÁÌÓÒÚÌ˚È ‡Ì‡ÎÓ„. í‡Í, ‚ [4] ‰Îfl ÌÂfl‚ÌÓ„Ó Á‡‰‡ÌËfl 8-È ‡ÁÌÓÒÚË ‚ ÓÔÂ‡-
ÚÓÂ ËÒÍÛÒÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ‚flÁÍÓÒÚË ÔËÏÂÌflÂÚÒfl 9-ÚÓ˜Â˜Ì˚È ¯‡·ÎÓÌ, ‡ 10-È ÚÂ·ÛÂÚ 11-ÚÓ˜Â˜ÌÓ„Ó.
Ç [9] Ò ˆÂÎ¸˛ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ‚ ¯‡·ÎÓÌÂ ÌÂ ·ÓÎÂÂ 5 ÚÓ˜ÂÍ ÒÂÚÓ˜Ì˚Â ‡Ì‡ÎÓ„Ë Ò 4-È ÔÓ 8-˛ ÔÓËÁ-
‚Ó‰Ì˚ı ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛ÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â ÍÓÏ·ËÌ‡ˆËË ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó Ë Ó·˚˜ÌÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚. èË ˝ÚÓÏ ‰Îfl
ÒÌËÊÂÌËfl ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸Ì˚ı Á‡Ú‡Ú ‚ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÏ ÓÔÂ‡ÚÓÂ ÔËÏÂÌflÂÚÒfl Ú‡ ÊÂ ÌÂfl‚Ì‡fl ˜‡ÒÚ¸,
˜ÚÓ Ë ‚ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ‡ÁÌÓÒÚË, ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛ˛˘ÂÈ ÔÂ‚Û˛ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛. ÇÏÂÒÚÂ Ò ÚÂÏ 8-Â ‡Á-
ÌÓÒÚË ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ‚ÚÓ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ∆2, ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ ‚˚˜ËÒÎflfl ÒÌ‡˜‡Î‡
4-Â, ‡ Á‡ÚÂÏ Ë 6-Â. èËÏÂÌÂÌËÂ 3-ÚÓ˜Â˜Ì˚ı ÔÓ„ÓÌÓÍ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ËÁ·ÂÊ‡Ú¸ ÚÛ‰ÌÓÒÚË Ò ÓÔÂ‰ÂÎÂ-
ÌËÂÏ ˜ÂÚÌ˚ı ‡ÁÌÓÒÚÂÈ ‚ „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÁÎ‡ı Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚.

àÒÍÓÏ˚Â ‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚ ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ‚ ‚Ë‰Â

ÑÎfl ÌËı ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl

ç‡ Ëı ÓÒÌÓ‚Â ÒÚÓflÚÒfl ‰ÂÏÔÙËÛ˛˘ËÂ ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘ËÂ ‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı ÒıÂÏ

ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ b4, b6 Ë b8 ‚ ÍÓÚÓ˚ı Ò Û˜ÂÚÓÏ ÓÔ˚Ú‡ [9] ËÏÂ˛Ú ÁÌ‡˜ÂÌËfl b4 = 1/24, b6 = 1/150 Ë b8 =
= 1/1500. áÌ‡Í Ô‡‡ÏÂÚ‡ s Á‡‰‡ÂÚÒfl Ò Û˜ÂÚÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ ÚÂ˜ÂÌËfl. ç‡ ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚ı
Û˜‡ÒÚÍ‡ı ‡Ò˜ÂÚÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË, „‰Â ÙÓÏËÛ˛ÚÒfl ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÒËÎ¸Ì˚Â „‡‰ËÂÌÚ˚ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÔÓ-
ÚÓÍ‡, ‚ÓÁÏÓÊÌÓ Ú‡ÍÊÂ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÂ ÔËÏÂÌÂÌËÂ ÓÔÂ‡ÚÓ‡

áÌ‡˜ÂÌËfl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı Ì‡ „‡ÌËˆ‡ı ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ˚ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ Ó‰ÌÓÒÚÓÓÌÌËı
‡ÁÌÓÒÚÂÈ. í‡Í, 4-Â ‡ÁÌÓÒÚË ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ‚Ë‰‡

ËÎË ÔÓÒÎÂ ‡Ò˜ÂÚ‡ ˜ÂÚ‚ÂÚ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ‚Ó ‚ÌÛÚÂÌÌËı ÛÁÎ‡ı

áÌ‡˜ÂÌËfl 6-ı Ë 8-ı ‡ÁÌÓÒÚÂÈ Ì‡ „‡ÌËˆÂ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ.
Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÓÔËÒ‡ÌÌÓÈ ÔÓˆÂ‰Û˚ ‚Ó ‚ÒÂı ÛÁÎ‡ı ‡Ò˜ÂÚÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ‚˚˜ËÒÎfl˛ÚÒfl ˜ÂÚÌ˚Â

‡ÁÌÓÒÚË ËÒÍÓÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ ÒÓ ‚ÚÓÓÈ ÔÓ ‚ÓÒ¸ÏÛ˛ ‚ÍÎ˛˜ËÚÂÎ¸ÌÓ. ùÚÓ ‰‡ÂÚ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ËÒÔÓÎ¸-
ÁÓ‚‡ÌËfl ÚÓÈ ËÎË ËÌÓÈ ‰ÂÏÔÙËÛ˛˘ÂÈ ‰Ó·‡‚ÍË Í‡Í ‚Ó ‚ÒÂÏ ÔÓÎÂ ÚÂ˜ÂÌËfl, Ú‡Í Ë Ì‡ ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚ı Â„Ó
Û˜‡ÒÚÍ‡ı. èË ÒÒ˚ÎÍÂ Ì‡ ‡ÁÌÓÒÚÌÛ˛ ÒıÂÏÛ, ‚˚·Ë‡‚¯Û˛Òfl ‰Îfl ÍÓÌÍÂÚÌÓ„Ó ‡Ò˜ÂÚ‡, ·Û‰ÂÏ ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÒËÏ‚ÓÎ¸ÌÓÂ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÂ Í‡Í ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ„Ó ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó, Ú‡Í Ë ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚ÌÓ„Ó
ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚. ç‡ÔËÏÂ, C86D8 – ˝ÚÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ‡fl ‡ÁÌÓÒÚ¸ C86 Ò ‰ÂÏÔÙËÛ˛˘ÂÈ ‰Ó·‡‚ÍÓÈ D8. èÓ-
fl‰ÓÍ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ ÒıÂÏ˚ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚˚·Ó‡ Ó·ÓËı ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘Ëı. èË ˝ÚÓÏ ÓÌ
Á‡ Ò˜ÂÚ D4–D8 ÌÂ ÌËÊÂ 3 Ë ÌÂ ‚˚¯Â 7.

ëÔÂÍÚ‡Î¸Ì˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚. éÒÓ·ÂÌÌÓÒÚË ‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ËÒÒÎÂ‰Û˛Ú, ‡Ò-
ÒÏ‡ÚË‚‡fl ‰ËÒÔÂÒËÓÌÌ˚Â Ë ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚Â ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍË ‡ÁÌÓÒÚÌÓ„Ó ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl ‡Ì‡ÎÓ-
„Ë˜Ì˚ı Ó‰ÌÓÏÂÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ [2].

ub'
1

3h
------ E 9T1 9T2 T3+ + +( ) 1– 11E– 27T1– 27T2 T3+ +( )ub,=

∆4 1 1
∆2

6
-----+ 

 
1–

–
∆2

6
-----, ∆6 1 1

∆2
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1–

–
∆4

12
------, ∆8 1 1

∆2

12
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1–

–
∆6

12
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∆4 h4 ∂4

∂x4
-------- h8

720
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∂x6
-------- h10

180
---------– O h12( ), ∆8+ h8 ∂8

∂x8
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720
----------– O h14( ).+= = =
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s
b6
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ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÎËÌÂÈÌÓÂ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÔÂÂÌÓÒ‡

çÂ ÔË·Â„‡fl Í ‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ ‰ËÒÍÂÚËÁ‡ˆËË ‚ÂÏÂÌÌÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ Ë ÔÓÎ‡„‡fl Â¯ÂÌËÂ ‚ ÛÁÎÂ xj
Ì‡ ÒÂÚÍÂ ωh ËÏÂ˛˘ËÏ ‚Ë‰ U(t)exp(ikhj), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌÓÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ

„‰Â i – ÏÌËÏ‡fl Â‰ËÌËˆ‡, k – ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ̃ ËÒÎÓ, α = kh. ä‡Ê‰‡fl ËÁ ÓÔËÒ‡ÌÌ˚ı ÒıÂÏ ËÏÂÂÚ Ò‚Ó˛ ÍÓÏÔÎÂÍÒ-
ÌÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛ ω(α); Ëı ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÙÛ¸Â-ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ Tm, ∆0 Ë ∆2:

ÑÎfl ÒıÂÏÌÓÈ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‚˚‡ÊÂÌËÂ Da = Re[ω(α)/(iα)], Da Ì‡Á˚‚‡˛Ú ‰ËÒ-
ÔÂÒËÂÈ ‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË. ÑÛ„‡fl ‚‡ÊÌ‡fl ‚ÂÎË˜ËÌ‡, ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌ‡fl Á‡ Á‡ÚÛı‡ÌËÂ „‡-
ÏÓÌËÍ, – ÒıÂÏÌ‡fl ‰ËÒÒËÔ‡ˆËfl Ds = Re[ω(α)].

î‡ÁÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ Da (‡) Ë ‰ËÒÒËÔ‡ˆËfl Ds (·) ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌ˚ı ÒıÂÏ ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó
˜ËÒÎ‡ α ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, Ì‡ ÙË„. 1‡ Ë 1·. ãËÌËË 1 ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ÔÓ ÒıÂÏÂ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓ-
fl‰Í‡ ÔË ÁÌ‡˜ÂÌËË s = 0.5, 2 – ‰Îfl C4D4 (s = 1/24), 3 – ‰Îfl C6D6 (s = 1/150), 4 – ‰Îfl C8D8, 5 – ‰Îfl
C86D8 (Ó·Â ÔË s = 1/1500).

éÚÎË˜ËÂÏ ‰‡ÌÌ˚ı ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËÈ ÓÚ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ÒıÂÏ Ò ‡ÁÌÓÒÚflÏË ÔÓÚË‚ ÔÓÚÓÍ‡ (ÒÏ. [1], [5])
fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ Ëı Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË ÓÚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚ‡ s, ÔË˜ÂÏ ÁÌ‡˜ÂÌËfl Da ÌË„‰Â
ÌÂ ÔÂ‚˚¯‡˛Ú 1. ÇÂÎË˜ËÌÛ |s| ‰Îfl ÒıÂÏ C4D4–C8D8 ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÌÓÏÛ ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó

∂u
∂t
------ ∂u

∂x
------+ 0.=

dU
dt
------- ω α( )U+ 0,=

Tm iαm( ), ∆0exp 2i α , ∆2sin 2 αcos 1–( ).= = =

0
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5

α
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‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚ÌÓ„Ó ÏÂı‡ÌËÁÏ‡, ‡ ÂÂ ÁÌ‡Í, ‚˚·‡ÌÌ˚È Ò Û˜ÂÚÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl ÔÓÚÓÍ‡, Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ
ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı ÒıÂÏ.

ç‡ ÙË„. 1· ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ‰ËÒÒËÔ‡ˆËË Ds ÒıÂÏ ÓÚ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ˜ËÒÎ‡ α. ÇË‰ÌÓ, ˜ÚÓ
C4D4 Ë C6D6 Ó·Î‡‰‡˛Ú ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‚˚ÒÓÍËÏË ÒÔÓÒÓ·ÌÓÒÚflÏË Í ÔÓ‰‡‚ÎÂÌË˛ Ô‡‡ÁËÚÌ˚ı ÓÒˆËÎÎfl-
ˆËÈ. ì C8D8 ÛÓ‚ÂÌ¸ ‰ËÒÒËÔ‡ˆËË ÁÌ‡˜ËÚÂÎÂÌ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl ÍÓÓÚÍËı ‰ÎËÌ ‚ÓÎÌ. íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ ÔÓ-
‚Â‰ÂÌÌ˚Â ‡Ò˜ÂÚ˚ ÔÓÍ‡Á‡ÎË ÂÂ ÔË„Ó‰ÌÓÒÚ¸ ‰Îfl ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËfl ÚÂ˜ÂÌËÈ ‚flÁÍÓ„Ó „‡Á‡, ‚ ÍÓÚÓ˚ı
ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú ÒËÎ¸Ì˚Â „‡‰ËÂÌÚ˚ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÔÓÚÓÍ‡.

ê‡ÁÌÓÒÚÌ˚È ‡Î„ÓËÚÏ. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‡ÁÌÓÒÚÌÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ (1.3) Ì‡ ÒÂÚÍÂ ωξη =
= {ξi = ihξ, ηj = ihη, hξ, hη = const}. ëËÏÏÂÚË˜Ì˚Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚ C4–C8 ·Û‰ÂÏ ÔËÏÂÌflÚ¸ ÌÂÔÓÒÂ‰-

ÒÚ‚ÂÌÌÓ Í ‚ÂÍÚÓ‡Ï  Ë , ‡ ‰Ó·‡‚ÍË ‰ËÙÙÛÁÌÓ„Ó ÚËÔ‡ D4–D8 – Ò Û˜ÂÚÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl ı‡‡ÍÚÂ-
ËÒÚËÍ Í ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘ËÏ ˝ÚËı ‚ÂÍÚÓÓ‚. èÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÔÓˆÂ‰Û˚, ÔÓ‰Ó·ÌÓ ÓÔËÒ‡ÌÌÓÈ ‚ [15],

‚ÂÍÚÓ˚  Ë  ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛ÚÒfl Í‡Ê‰˚È ‚ ‚Ë‰Â ÒÛÏÏ˚ ÚÂı ‚ÂÍÚÓÓ‚ , , k = 1, 2, 3, Í‡Ê‰˚È

‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ  Ë  flÍÓ·ËÂ‚˚ı Ï‡ÚËˆ ∂ /∂U Ë ∂ /∂U:

„‰Â Wξ = uyη – vxη, aξ = a(  + )
1/2

,  = Wξ,  = Wξ  aξ, Wη = vxξ – uyξ, aη = a(  + )
1/2

,  = Wη,

 = Wη  aη, a = (γp/ρ)1/2.

íÂÔÂ¸ Á‡ÔËÒ¸ ÍÓÌ‚ÂÍÚË‚Ì˚ı ˜ÎÂÌÓ‚ ÒËÒÚÂÏ˚ (1.3) ‚˚„Îfl‰ËÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

„‰Â n, k = 4, 6, 8.
èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÓÒÌÓ‚ÓÈ ‡ÁÌÓÒÚÌÓ„Ó ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl ÔÂ‚˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒËÏÏÂÚË˜-

Ì˚Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚ C4–C8, ‡ ÌÂÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Â ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘ËÂ D4–D8 fl‚Îfl˛ÚÒfl ÎË¯¸ ÙËÎ¸Ú‡ÏË ‚˚ÒÓ-
ÍÓ˜‡ÒÚÓÚÌ˚ı ÓÒˆËÎÎflˆËÈ, ‡ÁÌÓÒÚÌÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ∆4 ‚ ÌËı ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ‚Ë‰ÓËÁÏÂ-
ÌÂÌÓ. ÑÎfl ‡Ò˜ÂÚÓ‚ Ì‡ ÍË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚ı ÒÂÚÍ‡ı ∆4 ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ ‚ ‚Ë‰Â

F̃ G̃

F̃ G̃ f̃ k g̃k

λ k
ξ λ k

η F̃ G̃

f1

ρλ1
ξ γ 1–( )

γ
--------------------------

1

u

v

u2
v

2+
2

-----------------

, g1

ρλ1
η γ 1–( )

γ
--------------------------

1

u

v

u2
v

2+
2

-----------------

,= =

f2 3,
ρλ2 3,

ξ

2γ
------------

1

u aξ yη xη
2 yη

2+( ) 1–
+−

v aξ xη xη
2 yη

2+( ) 1–±

h
u2

v
2+

2
----------------- Wξaξ xη

2 yη
2+( ) 1–

+−+

,=

g2 3,
ρλ2 3,

η

2γ
------------

1

u aη yξ xξ
2 yξ

2+( ) 1–±

v aη xξ xξ
2 yξ

2+( ) 1–
+−

h
u2

v
2+

2
----------------- Wηaη xξ

2 yξ
2+( ) 1–

+−+

,=

xη
2 yη

2 λ1
ξ λ2 3,

ξ +− xξ
2 yξ

2 λ1
η

λ2 3,
η +−

Lvjij Cn ξ, F̃ Cn η, G̃ Dk ξ, f̃m Dk η, g̃m+( )
m 1=

3

∑ O hξ
n hη

n Re 1– hξ
k 1– Re 1– hη

k 1–+ + +( ),+ + +=

1
6
--- 1 1

∆2

6
-----+ 

 
1–
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„‰Â Mk – Ï‡ÚËˆ‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚, ‡  – ‚ÂÍÚÓ , Ò‚Ó·Ó‰Ì˚È ÓÚ ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÍÓ-
˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ Ë ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÈ ÚÓÎ¸ÍÓ „‡ÁÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÂ ÔÂÂÏÂÌÌ˚Â. ÇÓÁÏÓÊÌÓ Ú‡ÍÊÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ-
‚‡ÌËÂ ‚˚‡ÊÂÌËfl

„‰Â Sk = ∂ /∂U,  = , .

íÂıÚÓ˜Â˜Ì‡fl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ‡fl ‡ÁÌÓÒÚ¸ ¯ÂÒÚÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ δ(6) Ë „‡ÌË˜ÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ ‰Îfl ÌÂ„Ó ˜ÂÚ-
‚ÂÚÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ δ(4) ‚˚„Îfl‰flÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

éÔÂ‡ÚÓ ÚÂıÚÓ˜Â˜ÌÓÈ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÈ ËÌÚÂÔÓÎflˆËË I(6) Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ „‡ÌË˜ÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ
I(4) ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰

ÑÎfl ÓÔËÒ‡ÌËfl ÔÓ‚ÚÓÌ˚ı ‡ÁÌÓÒÚÂÈ ‚flÁÍËı ˜ÎÂÌÓ‚ ÒËÒÚÂÏ˚ (1.3) ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÓÔÂ‡ÚÓ˚ δ(6)

Ë I(6), ‡ ÒÏÂ¯‡ÌÌ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı – ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Â ‡ÁÌÓÒÚË C4–C8. ê‡ÁÌÓÒÚÌÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ‚flÁ-
ÍËı ˜ÎÂÌÓ‚ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

„‰Â P1 = ∂ /∂j, P2 = ∂ /∂j, Q1 = ∂ /∂j Ë Q2 = ∂ /∂j.
àÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ (1.3) Ë (1.4) ÔÓ ‚ÂÏÂÌÌóÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ‰‚ÛÏfl ÒÔÓÒÓ·‡ÏË.

Ç ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ‡Ò˜ÂÚ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl Ì‡ ·ÓÎÂÂ ËÎË ÏÂÌÂÂ ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ ‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ ÒÂÚÍÂ,
‰Îfl Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚

ÎÛ˜¯Â ‚ÒÂ„Ó ÔÓ‰ıÓ‰ËÚ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËÈ fl‚Ì˚È ÏÂÚÓ‰ êÛÌ„Â–äÛÚÚ˚ ˜ÂÚ‚ÂÚÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡. ÖÒÎË ÊÂ Â-
¯‡ÂÏ‡fl Á‡‰‡˜‡ ÚÂ·ÛÂÚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ÒÂÚÍË Ò ÒËÎ¸Ì˚Ï Ò„Û˘ÂÌËÂÏ ÛÁÎÓ‚ ‚ ÙËÁË˜ÂÒÍÓÈ ÔÎÓÒÍÓ-
ÒÚË, ·ÓÎ¸¯Â ÔÓ‰ıÓ‰flÚ ÌÂfl‚Ì˚Â ÏÂÚÓ‰˚, Ì‡ÔËÏÂ ÏÂÚÓ‰ É‡ÛÒÒ‡–áÂÈ‰ÂÎfl ÂÎ‡ÍÒ‡ˆËË ÔÓ ÎËÌËflÏ.
ÑÎfl ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ˆÂÎÂÒÓÓ·‡ÁÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÏÂÚÓ‰ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË, ‡ ‰Îfl
ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ – ‚ÚÓÓ„Ó. èËÏÂ˚ Í‡Í fl‚ÌÓ„Ó, Ú‡Í Ë ÌÂfl‚ÌÓ„Ó ‡Î„ÓËÚÏÓ‚ ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË, Ì‡-
ÔËÏÂ, ‚ [4].

çÂfl‚Ì‡fl ‡ÁÌÓÒÚÌ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ‰Îfl Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ (1.3) ËÏÂÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÂÓ·-
Î‡‰‡ÌËfl, Ë ‰Îfl ÂÂ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl Ò ÌÂfl‚Ì˚ÏË „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‚ÂÍ-
ÚÓÌ˚Â ÔÓ„ÓÌÍË Ò ‡ÁÏÂÓÏ ·ÎÓÍ‡ 4 × 4. ëËÒÚÂÏ‡, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â Û‡‚ÌÂÌËÈ ÚÛ·ÛÎÂÌÚ-
ÌÓÒÚË (1.4), Â¯‡ÂÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ‚ÂÍÚÓÌ˚ÏË ÔÓ„ÓÌÍ‡ÏË Ò ·ÎÓÍÓÏ 2 × 2.

åÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ xξ, xη, yξ, yη, ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛˘ËÂÒfl ‚ Û‡‚ÌÂÌËflı, ‚˚˜ËÒÎfl˛ÚÒfl Ì‡ ÓÒ-
ÌÓ‚Â ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ‡ÁÌÓÒÚÂÈ C4–C8. ùÚÓ Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ ‡ÁÌÓÒÚÌÓÂ ‚˚ÔÓÎÌÂÌËÂ ÒÓ-
ÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ (1.5), ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÒÓı‡ÌÂÌËfl ÌÂ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌÓ„Ó ÔÓÚÓÍ‡ Ì‡ ÍË‚ÓÎËÌÂÈÌÓÈ ÒÂÚÍÂ.
èË ‚˚˜ËÒÎÂÌËË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ‚ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚˚ı ˜ÎÂÌ‡ı ÒËÒÚÂÏ˚ (1.4) Ú‡ÍÊÂ ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl ‡Á-
ÌÓÒÚÌ˚Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚ C4–C8. Ç ̋ ÚÓÏ ÌÂÚ ÔflÏÓÈ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚË, Ë ‚˚·Ó ‰‡ÌÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÓÒÌÓ-
‚‡Ì ÎË¯¸ Ì‡ ÒÓÓ·‡ÊÂÌËflı Ó·˘Â„Ó ÔÓ‰ıÓ‰‡ Í ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ‚ÒÂı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ËÒıÓ‰ÌÓÈ ÒËÒÚÂ-
Ï˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ.

p̃k
0 p̃k

∆4p̃k 1 1
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6
-----+ 
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6
-----U,=
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3. åÂÚÓ‰Ë˜ÂÒÍËÂ ‡Ò˜ÂÚ˚

èÂÂÌÓÒ ‚Ëıfl ‚ ÔÓÚÓÍÂ ÌÂ‚flÁÍÓ„Ó „‡Á‡. ëıÂÏ˚ ‚˚ÒÓÍÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ÔÂ‰Ì‡ÁÌ‡˜ÂÌ˚ ÔÂÊ‰Â ‚ÒÂ-
„Ó ‰Îfl ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ ÚÂ˜ÂÌËÈ ÒÓ ÒÎÓÊÌÓÈ ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ÒÚÛÍÚÛÓÈ. àÁ ÒÓÓ·‡ÊÂÌËÈ
˝ÍÓÌÓÏËË ÂÒÛÒÓ‚ Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍËÂ ‡Ò˜ÂÚ˚, Í‡Í Ô‡‚ËÎÓ, ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl Ì‡ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÏ ÍÓÎË˜Â-
ÒÚ‚Â ÛÁÎÓ‚ ‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ ÒÂÚÍË. çÂÒÏÓÚfl Ì‡ ̋ ÚÓ, ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‚˚˜ËÒÎÂÌËÈ ‰ÓÎÊÌ˚ ‡‰ÂÍ‚‡ÚÌÓ ÓÚ‡Ê‡Ú¸
ÙËÁË˜ÂÒÍÛ˛ Â‡Î¸ÌÓÒÚ¸. èÓÎÛ˜ËÚ¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ Ó ‡ÁÂ¯‡˛˘ÂÈ ÒÔÓÒÓ·ÌÓÒÚË ÒıÂÏ C4D4–C8D8
ÏÓÊÌÓ Ì‡ ÔËÏÂÂ Á‡‰‡˜Ë Ó ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËË ‚Ëıfl ‚ ÌÂ‚flÁÍÓÏ „‡ÁÂ.

ÑÎfl Á‡‰‡ÌËfl Â„Ó ÒÚÛÍÚÛ˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎËÒ¸ ÙÓÏÛÎ˚ ËÁ [16]. Ç ÌËı ‡‰Ë‡Î¸Ì‡fl ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘‡fl
ÒÍÓÓÒÚË ‚Ëıfl ‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛, ‡ ‡ÁËÏÛÚ‡Î¸Ì‡fl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

„‰Â r = (x2 + y2)1/2 – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ˆÂÌÚ‡ ‚Ëıfl, rc = const. èÎÓÚÌÓÒÚ¸, ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ‚ÂÍÚÓ‡ ÒÍÓÓ-
ÒÚË ‚ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ˝ÌÚ‡Î¸ÔËfl Á‡‰‡˛ÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

Ñ‡ÌÌ‡fl Á‡‰‡˜‡ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Î‡Ò¸ ‚ [16], [17] ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl ‰ÂÍ‡ÚÓ‚ÓÈ ÒÂÚÍË Ë ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı „‡-
ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ. Ç [4] ÔÓ‚Ó‰ËÎÒfl ‡Ò˜ÂÚ ÔÂÂ‰‚ËÊÂÌËfl ‚Ëıfl ÔÓ ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÒÂÚÍÂ. Ç ‰‡Ì-
ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Î‡Ò¸ ÒËÎ¸ÌÓ ËÒÍË‚ÎÂÌÌ‡fl ÒÂÚÍ‡ ‡ÁÏÂÓÏ 441 × 41 ÛÁÂÎ, ÒÓÒÚÓfl˘‡fl ËÁ 11
ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ı ·ÎÓÍÓ‚. èË ̋ ÚÓÏ u0 = 1. Ç ÔÓˆÂÒÒÂ ‡Ò˜ÂÚ‡ ‚Ëı¸ ÔÂÂÏÂ˘‡Î-
Òfl Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ 100rc. ç‡ ÙË„. 2 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ·ÎÓÍ ‡Ò˜ÂÚÌÓÈ ÒÂÚÍË, ÎËÌËË p = const ÔË Â„Ó Ì‡-
˜‡Î¸ÌÓÏ ÔÓÎÓÊÂÌËË (ÙË„. 2‡), ‡ Ú‡ÍÊÂ ËÁÓ·‡˚, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÛ ÔÓÎÓÊÂÌË˛ ‚Ëıfl:
(·) – ‰Îfl C4D4 (s = 1/24), (‚) – ‰Îfl C6D6 (s = 1/150) Ë („) – ‰Îfl C8D8 (s = 1/1500). ç‡ÌÂÒÂÌ˚ 19 ËÁÓÎËÌËÈ
Ò ‡‚Ì˚Ï ËÌÚÂ‚‡ÎÓÏ. ç‡Ë·ÓÎÂÂ ÒËÎ¸ÌÓÂ ‡ÁÏ˚‚‡ÌËÂ ‚Ëıfl ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÔË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË ÒıÂ-
Ï˚ C4D4. ëıÂÏ˚ C6D6 Ë C8D8 ‰‡˛Ú ·ÎËÁÍËÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚, Ó‰Ì‡ÍÓ C8D8 ‚˚„Îfl‰ËÚ ÔÂ‰ÔÓ˜ÚËÚÂÎ¸ÌÂÂ,
ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔË ÂÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË ‚Ëı¸ ÎÛ˜¯Â ÒÓı‡ÌflÂÚ Ò‚Ó˛ ÔÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸ÌÛ˛ ÙÓÏÛ.

ÇÁ‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ‚Ëıfl Ò ÍÓÒ˚Ï ÒÍ‡˜ÍÓÏ ÛÔÎÓÚÌÂÌËfl. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â Â˘Â Ó‰ÌÓ„Ó ÚÂÒÚ‡ ‡ÒÒÏ‡ÚË-
‚‡Î‡Ò¸ Á‡‰‡˜‡ Ó ÔÓıÓÊ‰ÂÌËË ‚Ëıfl ˜ÂÂÁ ÒÍ‡˜ÓÍ ÛÔÎÓÚÌÂÌËfl ‚ ÌÂ‚flÁÍÓÏ „‡ÁÂ. óËÒÎÓ å‡ı‡ Ì‡·Â-
„‡˛˘Â„Ó ÔÓÚÓÍ‡ ‡‚ÌflÎÓÒ¸ 1.5, Û„ÓÎ Ì‡ÍÎÓÌ‡ ÒÍ‡˜Í‡ 51.3°. ê‡Ò˜ÂÚ ÔÓ‚Ó‰ËÎÒfl Ì‡ ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ
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ÒÂÚÍÂ Ò ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ ÛÁÎÓ‚ 95 × 61. ç‡ ÙË„. 3 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ÎËÌËË ‡‚ÌÓ„Ó ‰‡‚ÎÂÌËfl, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û-
˛˘ËÂ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËÏ ÏÓÏÂÌÚ‡Ï, ÓÚÒÚÓfl˘ËÏ ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡ Ì‡ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚È ‚ÂÏÂÌÌÓÈ ËÌÚÂ‚‡Î. êÂ-
ÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‡Ò˜ÂÚÓ‚ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÒıÂÏ C4D4 (ÙË„. 3‡) Ë C8D8 (ÙË„. 3·) Ó˜ÂÌ¸ ·ÎËÁÍË. àÏÂ˛-
˘ËÂÒfl ÓÚÎË˜Ëfl ‚ ÏÂÎÍËı ‰ÂÚ‡Îflı ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÓÚÌÂÒÚË ÔÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó Á‡ Ò˜ÂÚ ·ÓÎ¸¯ÂÈ ‰ËÒÒËÔ‡ˆËË C4D4.
Ñ‡ÌÌ˚Â ÊÂ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÔÓ ÒıÂÏÂ C6D6, Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ò ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ÏË C8D8.

îÓÏËÓ‚‡ÌËÂ ÍÓÒÓ„Ó ÒÍ‡˜Í‡ ÛÔÎÓÚÌÂÌËfl. ÑÎfl ÔÓ‚ÂÍË „ËÔÓÚÂÁ˚ Ó ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË ÛÔ‡‚ÎÂ-
ÌËfl ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚ÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌ˚ı ÒıÂÏ Â¯‡Î‡Ò¸ Á‡‰‡˜‡ Ó ÙÓÏËÓ‚‡ÌËË ÍÓÒÓ„Ó
ÒÍ‡˜Í‡ ÛÔÎÓÚÌÂÌËfl ‚ ÌÂ‚flÁÍÓÏ Ò‚ÂıÁ‚ÛÍÓ‚ÓÏ ÔÓÚÓÍÂ. ê‡Ò˜ÂÚ˚ ÔÓ‚Ó‰ËÎËÒ¸ Ì‡ ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ Ôfl-
ÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ ÒÂÚÍÂ ‡ÁÏÂÓÏ 55 × 41 ÛÁÂÎ. óËÒÎÓ å‡ı‡ Ì‡·Â„‡˛˘Â„Ó ÔÓÚÓÍ‡ ‡‚ÌflÎÓÒ¸ 4. ç‡ ÓÒ-
ÌÓ‚ÌÓÏ Û˜‡ÒÚÍÂ ‚ÂıÌÂÈ „‡ÌËˆ˚ ÙËÍÒËÓ‚‡ÎËÒ¸ Ô‡‡ÏÂÚ˚ ÚÂ˜ÂÌËfl, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÒÍ‡˜ÍÛ
ÛÔÎÓÚÌÂÌËfl Ò Û„ÎÓÏ Ì‡ÍÎÓÌ‡ 30°. èË ÔÂÂıÓ‰Â ˜ÂÂÁ ÒÍ‡˜ÓÍ, ÙÓÏËÓ‚‡‚¯ËÈÒfl ‚ ÔÓˆÂÒÒÂ Â-
¯ÂÌËfl, ‰‡‚ÎÂÌËÂ ÔÓ‚˚¯‡ÎÓÒ¸ ‚ 4.5 ‡Á‡.

ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎËÒ¸ ÒıÂÏ˚ C4D4, C6D6 Ë C8D8. àÁ ÌËı ÚÓÎ¸ÍÓ C4D4 ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Â¯ÂÌËÂ
·ÂÁ ‚ÌÂÒÂÌËfl ÎÓÍ‡Î¸Ì˚ı ËÁÏÂÌÂÌËÈ ‚ ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚ÌÛ˛ ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘Û˛. Ç ‰‚Ûı ‰Û„Ëı ÒÎÛ˜‡flı Ú‡-
ÍËÂ ÔÓÔ‡‚ÍË ÓÍ‡Á‡ÎËÒ¸ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ÏË ‰Îfl ÛÒÔÂ¯ÌÓ„Ó Á‡‚Â¯ÂÌËfl ‡Ò˜ÂÚ‡. éÌË ‚ÌÓÒËÎËÒ¸
ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÚÓ˜Í‡ı Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Ëı „‡‰ËÂÌÚÓ‚ ÔÂÂ‰ ÔÓÙËÎÂÏ ÒÍ‡˜Í‡ Ë Á‡ ÌËÏ. èË˜ÂÏ ÂÒÎË ‚ ÒÎÛ˜‡Â
C6 ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·˚ÎÓ ‚ ̋ ÚËı ÚÓ˜Í‡ı Á‡ÏÂÌËÚ¸ D6 Ì‡ D4, ÚÓ ‚ ÒÎÛ˜‡Â C8 ̋ Ú‡ ÔÓÔ‡‚Í‡ ÔÂÂ‰ ÔÓÙËÎÂÏ
ÒÍ‡˜Í‡ Ì‡ 50% ÒÓÒÚÓflÎ‡ ËÁ D4 Ë Ì‡ 50% – ËÁ D2.

èÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÔÓÙËÎË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‰‡‚ÎÂÌËfl p/p∞ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Ì‡ ÙË„. 4. ãËÌËfl 1 ÔÓÎÛ-
˜ÂÌ‡ ÔÓ ÒıÂÏÂ C4D4, 2 – ÔÓ C6D6, Ë ‚ ·ÎËÊ‡È¯ÂÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÒÍ‡˜Í‡ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÓÔÂ‡ÚÓ‡
D4, 3 – ÔÓ C8D8, ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÒÍ‡˜Í‡ Ò ÔËÏÂÌÂÌËÂÏ D4, ‚ ÚÓÏ ˜ËÒÎÂ ÔÂÂ‰ ÒÍ‡˜ÍÓÏ Ì‡ 50% Ò D4
Ë Ì‡ 50% Ò D2. ä‡Í ‚Ë‰ÌÓ, ‰‡‚ÎÂÌËÂ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔÂÂ‰ ÔÓÙËÎÂÏ ÒÍ‡˜Í‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÌËÊÂ,
˜ÂÏ ‚ Ì‡·Â„‡˛˘ÂÏ ÔÓÚÓÍÂ. àÏÂÌÌÓ ‰Îfl ÔÂÓ‰ÓÎÂÌËfl ÔÓ‰Ó·Ì˚ı Û˜‡ÒÚÍÓ‚ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÂ
ÛÒËÎÂÌËÂ ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚ı Ò‚ÓÈÒÚ‚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚ı ÒıÂÏ. èÂ‰Î‡„‡ÂÏ˚È ÏÂÚÓ‰ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ̋ ÚÓ ÔÓ‰Â-
Î˚‚‡Ú¸, ıÓÚfl Ò‡Ï ÏÂı‡ÌËÁÏ ÍÓÂÍˆËË ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚ı ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÚÂ·ÛÂÚ ‰‡Î¸-
ÌÂÈ¯ÂÈ ÓÚ‡·ÓÚÍË.
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(·)
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ë‡‚ÂÎ¸Â‚

4. åÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËÂ ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌ˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ ‚flÁÍÓ„Ó „‡Á‡

èÓ„‡ÌË˜Ì˚È ÒÎÓÈ Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÈ ÔÎ‡ÒÚËÌÂ. ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎÓÒ¸ ÙÓÏËÓ‚‡ÌËÂ ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓ„Ó ÔÓ-
„‡ÌË˜ÌÓ„Ó ÒÎÓfl Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÈ ÔÎ‡ÒÚËÌÂ ÔË ˜ËÒÎÂ å‡ı‡ Ì‡·Â„‡˛˘Â„Ó ÔÓÚÓÍ‡ 0.25 Ë ˜ËÒÎÂ êÂÈ-
ÌÓÎ¸‰Ò‡ 107. íÂÏÔÂ‡ÚÛ‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔËÌËÏ‡Î‡Ò¸ ‡‚ÌÓÈ 300°K. ê‡Ò˜ÂÚÌ‡fl ÒÂÚÍ‡ ‚ÍÎ˛˜‡Î‡
61 × 51 ÛÁÎÓ‚, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Ò„Û˘ÂÌÌ˚ı Í Ú‚Â‰ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË.

ç‡ ÙË„. 5 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ÔÓÙËÎË ÔÓ„‡ÌË˜ÌÓ„Ó ÒÎÓfl ‚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı u+ Ë log(y+), „‰Â u+ = u/uτ,
y+ = yuτρw(Reµw)–1, ‡ uτ = [µw(Reρw)–1∂u/∂y]1/2 – ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍ‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸. í‡Ï ÊÂ ÔË‚Â‰ÂÌ‡ ÚÂÓÂÚË-
˜ÂÒÍ‡fl Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ËÁ [12] (ÎËÌËfl 1), Ò ÍÓÚÓÓÈ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ıÓÓ¯Ó ÒÓ„Î‡-
ÒÛ˛ÚÒfl.

ëÎÂ‰ÛÂÚ ÓÚÏÂÚËÚ¸, ̃ ÚÓ ‰‡ÌÌ˚Â, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÒıÂÏ˚ C8 Ë ÓÔÂ‡ÚÓ‡ D6 (ÎËÌËfl 4),
‡ÒÔÓÎ‡„‡˛ÚÒfl ·ÎËÊÂ Í C6D6 (ÎËÌËfl 3), ˜ÂÏ C8D8 (ÎËÌËfl 5). çÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ·ÓÎ¸¯ËÂ ÓÚÎË˜Ëfl ÓÚ ÚÂÓ-
ËË Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl Û ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ÔÓ ÒıÂÏÂ C4D4 (ÎËÌËfl 2), Ó‰Ì‡ÍÓ Á‰ÂÒ¸ Ì‡‰Ó Û˜ËÚ˚‚‡Ú¸, ˜ÚÓ ‚ ‰‡Ì-
ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÔËÒ‡ÌËfl ‚flÁÍËı ̃ ÎÂÌÓ‚ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÎÓÒ¸ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Ú‡‰ËˆËÓÌÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ‚ÚÓ-
Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡. ëÎÂ‰ÛÂÚ ÔËÁÌ‡Ú¸, ˜ÚÓ ÔË ‡Ò˜ÂÚ‡ı ÚÂ˜ÂÌËÈ ‚flÁÍÓ„Ó „‡Á‡ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Ó‰ÌÓÈ ÏÓ‰Â-
ÎË ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓÒÚË, ÌÓ ‡ÁÌ˚ÏË ÏÂÚÓ‰‡ÏË ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ÂÌËÂ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÓÚÎË˜‡˛˘ËıÒfl ‰Û„
ÓÚ ‰Û„‡ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚.

Ä˝Ó‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÈ ÔÓÙËÎ¸ RAE 2822. á‡‰‡˜‡ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Î‡Ò¸ ÔË ˜ËÒÎÂ å‡ı‡ Ì‡·Â„‡˛˘Â-
„Ó ÔÓÚÓÍ‡ 0.725 Ë Û„ÎÂ ‡Ú‡ÍË 2.92°. óËÒÎÓ êÂÈÌÓÎ¸‰Ò‡, ÔÓÒ˜ËÚ‡ÌÌÓÂ ÔÓ ‰ÎËÌÂ ıÓ‰˚ c, ÒÓÒÚ‡‚ÎflÎÓ
6.5 × 106. èÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ÔÓÙËÎfl Ò˜ËÚ‡Î‡Ò¸ ÚÂÔÎÓËÁÓÎËÓ‚‡ÌÌÓÈ. Ç ‡Ò˜ÂÚÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Î‡Ò¸ ÒÂÚÍ‡
ÚËÔ‡ O ‡ÁÏÂÓÏ ‚ 135 × 81 ÛÁÎÓ‚.

èÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ÔÓÎÂ ËÁÓÎËÌËÈ ˜ËÒÎ‡ M ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ Ì‡ ÙË„. 6. ÇÒÂ„Ó ÔÓÒÚÓÂÌÓ 30 ËÁÓÎËÌËÈ Ò
ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï ¯‡„ÓÏ 0.035. ÇË‰ÂÌ ÒÍ‡˜ÓÍ ÛÔÎÓÚÌÂÌËfl Ì‡ ‚ÂıÌÂÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÓÙËÎfl, ·ÎËÊÌËÈ
ÒÎÂ‰, Ó·Î‡ÒÚË ‡Á„ÓÌ‡ Ë ÚÓÏÓÊÂÌËfl ÔÓÚÓÍ‡.

ê‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ ‰‡‚ÎÂÌËfl Cp = 2(p – p∞)/(ρ∞u∞) Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÓÙËÎfl, ÔÓÎÛ-
˜ÂÌÌ˚Â Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÒıÂÏ C4D4 (ÎËÌËfl 1), C6D6 (ÎËÌËfl 2) Ë C8D8 (ÎËÌËfl 3), ‡ Ú‡ÍÊÂ ÓÚÏÂ˜ÂÌÌ˚Â Ï‡-
ÍÂ‡ÏË ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚Â ‰‡ÌÌ˚Â ËÁ [19] ÔË‚Â‰ÂÌ˚ Ì‡ ÙË„. 7. ÇÒÂ ÚË Â¯ÂÌËfl ıÓÓ¯Ó ÒÓ„Î‡-
ÒÛ˛ÚÒfl Ò ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚÓÏ. Ñ‡ÌÌ˚Â, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÔÓ ÒıÂÏ‡Ï C6D6 Ë C8D8, Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÌÂ ‡ÁÎË˜‡-
˛ÚÒfl ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ. é‰Ì‡ÍÓ ÔË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË C8D8 ÔÓÚÂ·Ó‚‡ÎÓÒ¸ ‚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ‡Á ÛÏÂÌ¸¯ËÚ¸
¯‡„ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ÔÓ ‚ÂÏÂÌË.

Ä˝Ó‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÈ ÔÓÙËÎ¸ ÑÊÓÌÒ‡. Ñ‡ÌÌ˚È ÒÎÛ˜‡È ÒÎÓÊÌÂÂ ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó, ˝ÍÒÔÂËÏÂÌ-
Ú‡Î¸Ì˚Â ‰‡ÌÌ˚Â ‰Îfl ÌÂ„Ó ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú. óËÒÎÓ å‡ı‡ Ì‡·Â„‡˛˘Â„Ó ÔÓÚÓÍ‡ M∞ = 0.85, ˜ËÒÎÓ êÂÈ-
ÌÓÎ¸‰Ò‡ Re = 9 × 106, Û„ÓÎ ‡Ú‡ÍË 2°. êÂÊËÏ ÚÂ˜ÂÌËfl ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒfl ‡Á„ÓÌÓÏ ÔÓÚÓÍ‡ ‰Ó Ò‚Âı-
Á‚ÛÍÓ‚˚ı ÒÍÓÓÒÚÂÈ Ë ÙÓÏËÓ‚‡ÌËÂÏ Á‡Ï˚Í‡˛˘Ëı Ëı ÒÍ‡˜ÍÓ‚ ÛÔÎÓÚÌÂÌËfl. Ç ÓÒÌÓ‚‡ÌËË Ó‰ÌÓ„Ó
ËÁ ÌËı Ì‡ ‚ÂıÌÂÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÓÚ˚‚ ÔÓ„‡ÌË˜ÌÓ„Ó ÒÎÓfl. ç‡ ÌËÊÌÂÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‚
ÁÓÌÂ ÔËÒÓÂ‰ËÌÂÌËfl ÒÍ‡˜Í‡ Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ÛÚÓÎ˘ÂÌËÂ ÔÓ„‡ÌË˜ÌÓ„Ó ÒÎÓfl, ÌÓ ÓÚ˚‚‡ ÌÂÚ.

ç‡ ÙË„. 8 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ ‰‡‚ÎÂÌËfl Cp Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÓÙËÎfl.
ãËÌËfl 3 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÒıÂÏÂ C4D4, 4 – ÒıÂÏÂ C6D6. í‡Ï ÊÂ ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ‰‡ÌÌ˚Â ËÁ [19], ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â
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Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÏÓ‰ÂÎÂÈ ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓÒÚË äÓÍÎË [20] (ÎËÌËfl 1) Ë äËÌ„‡ [21] (ÎËÌËfl 2). ÖÒÎË Ì‡ ÔÂÂ‰ÌÂÏ
Û˜‡ÒÚÍÂ ÔÓÙËÎfl ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ıÓÓ¯Ó ÒÓ„Î‡ÒÛ˛ÚÒfl Ò ‰‡ÌÌ˚ÏË ‰Û„Ëı ‡‚-
ÚÓÓ‚, ÚÓ ·ÎËÊÂ Í Á‡‰ÌÂÈ ÍÓÏÍÂ Ì‡·Î˛‰‡˛ÚÒfl ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸Ì˚Â ÓÚÎË˜Ëfl. éÌË Í‡Ò‡˛ÚÒfl ÔÓÎÓÊÂÌËfl
ÒÍ‡˜Í‡ ÛÔÎÓÚÌÂÌËfl Ë ÔÓÚflÊÂÌÌÓÒÚË Ò˚‚ÌÓÈ ÁÓÌ˚. èÓ-‚Ë‰ËÏÓÏÛ, Á‰ÂÒ¸ ÔÓfl‚Îfl˛ÚÒfl ‡ÁÎË˜Ëfl
‚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚ı ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌ˚ı ÏÓ‰ÂÎflı.

ç‡ ÙË„. 9 ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ÔÓÎfl ËÁÓÎËÌËÈ ÙÛÌÍˆËË ÚÓÍ‡ ψ = udy – ρvdx ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË Á‡‰ÌÂÈ

ÍÓÏÍË ÔÓÙËÎfl, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÒıÂÏ C4D4 (ÎËÌËË (‡)) Ë C6D6 (ÎËÌËË (·)). Ç ̂ ÂÎÓÏ ÂÁÛÎ¸-
Ú‡Ú˚ ÔÓıÓÊË. é‰Ì‡ÍÓ ÒıÂÏ‡ C6D6 ·ÓÎÂÂ ‰ÂÚ‡Î¸ÌÓ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÚÂ˜ÂÌËÂ Í‡Í ‚ ÁÓÌÂ ÓÚ˚‚‡, Ú‡Í Ë ‚
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ë‡‚ÂÎ¸Â‚

ÒÎÂ‰Â Á‡ ÔÓÙËÎÂÏ. ÇË‰Ì˚ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì‡fl ÁÓÌ‡ ˆËÍÛÎflˆËË Ì‡ Á‡‰ÌÂÈ ÍÓÏÍÂ Ë ‚ÓÎÌÓÓ·‡ÁÌ˚Â
ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ÔÓÚÓÍ‡ Á‡ ÌÂÈ.

èÓÔÂÂ˜ÌÓÂ Ó·ÚÂÍ‡ÌËÂ ÍÛ„Ó‚Ó„Ó ˆËÎËÌ‰‡. éÚ˚‚ÌÓÂ ÔÓÔÂÂ˜ÌÓÂ Ó·ÚÂÍ‡ÌËÂ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ
‰ÎËÌÌÓ„Ó ̂ ËÎËÌ‰‡ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎÓÒ¸ ÔË ̃ ËÒÎÂ å‡ı‡ Ì‡·Â„‡˛˘Â„Ó ÔÓÚÓÍ‡ M∞ = 0.25 Ë ̃ ËÒÎÂ êÂÈ-
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ÌÓÎ¸‰Ò‡, ÔÓÒ˜ËÚ‡ÌÌÓÏ ÔÓ Â„Ó ‡‰ËÛÒÛ r, Re = 5 × 106. ç‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ˆËÎËÌ‰‡ Á‡‰‡‚‡Î‡Ò¸ ÚÂÏÔÂ-
‡ÚÛ‡ ÚÓÏÓÊÂÌËfl. ê‡Ò˜ÂÚÌ‡fl ÒÂÚÍ‡ ÒÓ‰ÂÊ‡Î‡ 125 × 81 ÛÁÎÓ‚. åËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û
ÛÁÎ‡ÏË ÒÓÒÚ‡‚ÎflÎÓ 10–5. ê‡Ò˜ÂÚ ‚ÂÎÒfl ÔÓ ÒıÂÏÂ C6D6.

é·ÚÂÍ‡ÌËÂ ÌÓÒËÚ ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚È ı‡‡ÍÚÂ. ëËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ‡Ò˜ÂÚ‡ Í‡ÚËÌ‡ ÚÂ˜Â-
ÌËfl ÔÓÒÚÂÔÂÌÌÓ ÔËÓ·ÂÚ‡ÂÚ ÍÓÎÂ·‡ÚÂÎ¸Ì˚È ı‡‡ÍÚÂ ÒÓ Ò˚‚ÓÏ ‚ËıÂÈ ÔÓÔÂÂÏÂÌÌÓ Ò‚ÂıÛ Ë
ÒÌËÁÛ ‰ÓÌÌÓÈ ˜‡ÒÚË ˆËÎËÌ‰‡. ç‡ ÙË„. 10 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ ı‡‡ÍÚÂÌÓÂ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÍÓ˝ÙÙËˆË-
ÂÌÚ‡ ‰‡‚ÎÂÌËfl Cp Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ˆËÎËÌ‰‡. é·‡ÁÛ˛˘ËÈÒfl ÔÂÂÔ‡‰ ‰‡‚ÎÂÌËfl ÒÔÓÒÓ·ÂÌ ‡ÒÍ‡˜Ë-
‚‡Ú¸ ‡ÁÎË˜Ì˚Â ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÍÓÌÒÚÛÍˆËÈ ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË, ÔÓÔÂÂ˜ÌÓÏ Ì‡·Â„‡˛˘ÂÏÛ ÔÓÚÓÍÛ.

ç‡ ÙË„. 11 ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ÎËÌËË ÚÓÍ‡, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ‰Îfl ¯ÂÒÚË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÏÓÏÂÌÚÓ‚ ‚Â-
ÏÂÌË Á‡ Ó‰ËÌ ÔÂËÓ‰ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl. ÇË‰ÂÌ ÔÓˆÂÒÒ Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ‚ËıÂÈ ‚ ‰ÓÌÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Ë Ò˚‚‡ Ëı
ÚÓ Ò‚ÂıÛ, ÚÓ ÒÌËÁÛ. í‡Í, ËÏÂ˛˘ËÈ ÏÂÒÚÓ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË 1 ‚Ëı¸ ‚ ÌËÊÌÂÈ ˜‡ÒÚË ˆËÎËÌ‰‡ ‚
ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË 2 ÓÚ˚‚‡ÂÚÒfl. èË ˝ÚÓÏ Ò‚ÂıÛ Ó·‡ÁÛÂÚÒfl ÌÓ‚˚È ‚Ëı¸, ÍÓÚÓ˚È ÔÓÒÚÂÔÂÌÌÓ
‡ÒÚÂÚ Ë ÓÚ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË 6. ëÌËÁÛ ÔË ˝ÚÓÏ Á‡ÓÊ‰‡ÂÚÒfl ÌÓ‚˚È ‚Ëı¸.

Ç Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÓÚÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌ˚Â ‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â ÒıÂÏ˚ Ó·Î‡‰‡˛Ú ‚˚ÒÓÍËÏ
ÔÓfl‰ÍÓÏ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË, Ï‡Î˚ÏË Ù‡ÁÓ‚˚ÏË Ó¯Ë·Í‡ÏË Ë „Ë·ÍÓÒÚ¸˛ ‚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË ‰ËÒÒËÔ‡-
ÚË‚ÌÓ„Ó ÏÂı‡ÌËÁÏ‡. èË‚Â‰ÂÌÌ˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ Ò‚Ë‰ÂÚÂÎ¸ÒÚ‚Û˛Ú Ó ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl Ò Ëı
ÔÓÏÓ˘¸˛ Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ÒÎÓÊÌ˚ı ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌ˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ ‚flÁÍÓ„Ó „‡Á‡.
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ê‡ÒÒÏÓÚÂÌ‡ ÚÂıÏÂÌ‡fl Á‡‰‡˜‡ Ó· ˝‚ÓÎ˛ˆËË „‡ÌËˆ˚ ‡Á‰ÂÎ‡ ÊË‰ÍÓÒÚÂÈ ‡ÁÎË˜ÌÓÈ ‚flÁÍÓ-
ÒÚË Ë ÔÎÓÚÌÓÒÚË ‚ ÒÎÛ˜‡Â “ÔÓ¯ÌÂ‚Ó„Ó” ‚˚ÚÂÒÌÂÌËfl. á‡‰‡˜‡ Ò‚Â‰ÂÌ‡ Í ˜ËÒÎÂÌÌÓÏÛ Â¯ÂÌË˛ ÒË-
ÒÚÂÏ˚, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÓ„Ó Ë ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËÈ, ÏÂÚÓ‰ÓÏ ‰ËÒÍÂÚÌ˚ı ÓÒÓ-
·ÂÌÌÓÒÚÂÈ. àÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ì‡ “Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍ‡fl ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸” ̃ ËÒÎÂÌÌÓÈ ÒıÂÏ˚, Ë ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌÓ ÒÓÔÓÒÚ‡‚ÎÂ-
ÌËÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó Ò˜ÂÚ‡ Ò ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËÏ Â¯ÂÌËÂÏ. ÅË·Î. 8. îË„. 3. í‡·Î. 2.

äÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡: Á‡‰‡˜‡ ÒÓÔflÊÂÌËfl, ÙËÎ¸Ú‡ˆËfl ‚ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÏ „ÛÌÚÂ, ˝‚ÓÎ˛ˆËfl ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚË ÒÓÔflÊÂÌËfl, ˜ËÒÎÂÌÌ˚È ÏÂÚÓ‰ ‰ËÒÍÂÚÌ˚ı ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚÂÈ, ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚÂÈ.

1) 1. ÇÇÖÑÖçàÖ

ê‡ÒÒÏÓÚÂÌ‡ ÚÂıÏÂÌ‡fl Á‡‰‡˜‡ “ÔÓ¯ÌÂ‚Ó„Ó” ‚˚ÚÂÒÌÂÌËfl (ÏÓ‰ÂÎ¸ ãÂÈ·ÂÌÁÓÌ‡–å‡ÒÍÂÚ‡) Ó‰-
ÌÓÈ ÊË‰ÍÓÒÚË ‰Û„ÓÈ ‚ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÏ „ÛÌÚÂ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÔÂÌÂ·ÂÊÂÌËfl Í‡ÔËÎÎflÌ˚ÏË ÒËÎ‡ÏË.
å‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍË Á‡‰‡˜‡ Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í Â¯ÂÌË˛ ÒËÒÚÂÏ˚, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÓ„Ó Ë ‰ËÙÙÂÂÌ-
ˆË‡Î¸ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËÈ. óËÒÎÂÌÌÓ ̋ Ú‡ ÒËÒÚÂÏ‡ Â¯ÂÌ‡ ÏÂÚÓ‰ÓÏ ‰ËÒÍÂÚÌ˚ı ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚÂÈ, Ó·ÓÒÌÓ-
‚‡ÌÌ˚Ï ‚ ‡·ÓÚ‡ı à.ä. ãËÙ‡ÌÓ‚‡. ÑÎfl ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÈ ̃ ËÒÎÂÌÌÓÈ ÒıÂÏ˚ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ì‡ “Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍ‡fl
ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸” Ë ÔÓ‚Â‰ÂÌÓ ÒÓÔÓÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ̃ ËÒÎÂÌÌÓ„Ó Ò˜ÂÚ‡ Ò ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËÏ Â¯ÂÌË-
ÂÏ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Ï ‰Îfl ÔÂ‚Ó„Ó ¯‡„‡ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË.

èÓÒÚÓÂÌÌ‡fl Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì‡ ‰Îfl Â¯ÂÌËfl Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍËı
Á‡‰‡˜, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı Ò ÔÂ‚Ë˜ÌÓÈ ‡Á‡·ÓÚÍÓÈ ÌÂÙÚflÌ˚ı ÏÂÒÚÓÓÊ‰ÂÌËÈ Ë ÏÓÌËÚÓËÌ„ÓÏ ÏË„‡ˆËË
Á‡„flÁÌÂÌËfl ‚ „ÛÌÚ‡ı ÒÎÓÊÌÓÈ „ÂÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÈ ÒÚÛÍÚÛ˚.

Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ [1], „‰Â ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Î‡Ò¸ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì‡fl Á‡‰‡˜‡, Á‰ÂÒ¸ Û˜ÚÂÌ‡ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚ¸ „ÛÌ-
Ú‡; ‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ [2], ‚Ó-ÔÂ‚˚ı, ÔË‚Ó‰ËÚÒfl ˜ËÒÎÂÌÌ‡fl ÒıÂÏ‡, ‚Ó-‚ÚÓ˚ı, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ËÌ-
ÚÂ„‡Î¸Ì˚ı Ë ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓÒÚÓËÚ¸ ·ÓÎÂÂ ÔÓÒÚÛ˛ ˜ËÒÎÂÌÌÛ˛
ÒıÂÏÛ (ÌÂÚ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚË ‡ÔÔÓÍÒËÏËÓ‚‡Ú¸ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÓÚ ËÒÍÓÏÓÈ ÔÎÓÚÌÓÒÚË Í‚‡ÁËÔÓÚÂÌˆË-
‡Î‡ ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ÒÎÓfl).

2. åÄíÖåÄíàóÖëäÄü åéÑÖãú

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÛ˛ ÙËÎ¸Ú‡ˆË˛ ‚ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÏ ËÁÓÚÓÔÌÓÏ Ë ·ÂÁ„‡ÌË˜ÌÓÏ
„ÛÌÚÂ. èÛÒÚ¸ Ó·Î‡ÒÚ¸ ÚÂ˜ÂÌËfl D ∈ �

3
 ·ÂÁ„‡ÌË˜Ì‡. êÂÁÍ‡fl ÔÓ‰‚ËÊÌ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ σt ‰ÂÎËÚ Ó·-

Î‡ÒÚ¸ D Ì‡ ˜‡ÒÚË D– (‚ÌÛÚÂÌÌflfl) Ë D+ (‚ÌÂ¯Ìflfl). é·Î‡ÒÚ¸ D+ Á‡ÌflÚ‡ ÊË‰ÍÓÒÚ¸˛ Ò ‚flÁÍÓÒÚ¸˛ µ1 Ë
ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸˛ ρ1, Ó·Î‡ÒÚ¸ D– – Ò ‚flÁÍÓÒÚ¸˛ Ë ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸˛ µ2 Ë ρ2. çÓÏ‡Î¸ Í ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË σt Ì‡Ô‡‚-
ÎÂÌ‡ ‚ Ó·Î‡ÒÚ¸ D+.

èÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ σt Ò˜ËÚ‡ÂÏ „Î‡‰ÍÓÈ. çÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚ¸ „ÛÌÚ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ ÔÓ-
ÌËˆ‡ÂÏÓÒÚË „ÛÌÚ‡ K(M) ∈ C (1)(D). ÇÓÁ·Û‰ËÚÂÎflÏË ÚÂ˜ÂÌËfl ‚ Ó·Î‡ÒÚË D fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÍ‚‡ÊËÌ˚.

ëÓ„Î‡ÒÌÓ [3], ÚÂ˜ÂÌËÂ ÊË‰ÍÓÒÚÂÈ ‚ Ó·Î‡ÒÚË D Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ Á‡ÍÓÌÛ Ñ‡ÒË Ë Û‡‚ÌÂÌËflÏ ÌÂ-
‡Á˚‚ÌÓÒÚË

(1)

1)ê‡·ÓÚ‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ ÔË ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ ÔÓ‰‰ÂÊÍÂ êîîà (ÍÓ‰ ÔÓÂÍÚ‡ 06-01-96303).

v M t,( ) K M( )∇ϕ M t,( ), ϕ M t,( ) 1
µ
--- p ρ eg rM,( )–( ),–= =

ìÑä 519.634
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(2)

á‰ÂÒ¸ v(M, t) – ÒÍÓÓÒÚ¸ ÙËÎ¸Ú‡ˆËË, ϕ(M, t) – Í‚‡ÁËÔÓÚÂÌˆË‡Î ÒÍÓÓÒÚË ÙËÎ¸Ú‡ˆËË, p – „Ë‰Ó-
ÒÚ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ‰‡‚ÎÂÌËÂ, eg – Â‰ËÌË˜Ì˚È ‚ÂÍÚÓ, ÛÍ‡Á˚‚‡˛˘ËÈ Ì‡ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ÛÒÍÓÂÌËfl Ò‚Ó·Ó‰-
ÌÓ„Ó Ô‡‰ÂÌËfl.

èÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ ˜‡ÒÚËˆ ÊË‰ÍÓÒÚË, Ì‡ıÓ‰fl˘ËıÒfl Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË σt, ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‰ËÙÙÂÂÌˆË-
‡Î¸Ì˚Ï Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (ÒÏ. [4])

(3)

á‡ÍÓÌ˚ (1)–(3) Á‡ÔËÒ‡Ì˚ ‚ ·ÂÁ‡ÁÏÂÌ˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ‡ı. ï‡‡ÍÚÂÌ˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ÔË ̋ ÚÓÏ ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰

á‰ÂÒ¸ g – ÏÓ‰ÛÎ¸ ÛÒÍÓÂÌËfl Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ„Ó Ô‡‰ÂÌËfl, m – ÔÓËÒÚÓÒÚ¸ „ÛÌÚ‡.
ç‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË σt ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚË ‰‡‚ÎÂÌËÈ Ë ÌÂ‡Á˚‚ÌÓÒÚË ÙËÎ¸Ú‡-

ˆËÓÌÌÓ„Ó ÔÓÚÓÍ‡ (ÒÏ. [3])

(4)

á‰ÂÒ¸ ÁÌ‡˜ÍË + Ë – ‚‚Â‰ÂÌ˚ ‰Îfl Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ÙÛÌÍˆËÈ ÔË
Ëı ÔË·ÎËÊÂÌËË Í σt ËÁ Ó·Î‡ÒÚÂÈ D+ Ë D– ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

àÁ (1) Ë (2) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Í‚‡ÁËÔÓÚÂÌˆË‡Î ÒÍÓÓÒÚË ÙËÎ¸Ú‡ˆËË ϕ(M, t) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ Û‡‚ÌÂ-
ÌË˛ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÚËÔ‡

(5)

ä‚‡ÁËÔÓÚÂÌˆË‡Î ϕ ·Û‰ÂÏ ËÒÍ‡Ú¸ ‚ ÍÎ‡ÒÒÂ ÙÛÌÍˆËÈ C(2)(D).
é„‡ÌË˜ËÏÒfl ‡ÒÒÏÓÚÂÌËÂÏ ÏÂÚ‡„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÈ („‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÈ) ÒÂËË ÒÂ‰ (ÒÏ. [5]), ÍÓ„‰‡

 Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÏÂÚ‡„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÏÛ („‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÏÛ ÔË β = 0) Û‡‚ÌÂÌË˛

(6)

Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (5) ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ (ÒÏ. [5])

(7)

ÔË˜ÂÏ U(rNM) =  ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl

(8)

‡ ÙÛÌÍˆËfl G(M, N) ÍÓÌÂ˜Ì‡fl Ë Â„ÛÎflÌ‡fl. äÓ„‰‡ Ó·Î‡ÒÚ¸ D ·ÂÁ„‡ÌË˜Ì‡, ÚÓ ËÏÂÂÏ G = 0.
ìÒÎÓ‚Ëfl (4) ‰Îfl Í‚‡ÁËÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ÒÍÓÓÒÚË ÙËÎ¸Ú‡ˆËË ÔËÏÛÚ ‚Ë‰

(9)

ä‚‡ÁËÔÓÚÂÌˆË‡Î ÒÍÓÓÒÚË ÙËÎ¸Ú‡ˆËË ϕ(M, t) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ ‚ ‚Ë‰Â ÒÛÏÏ˚:

(10)

„‰Â ϕ0(M, t) – Í‚‡ÁËÔÓÚÂÌˆË‡Î ÌÂ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌÓ„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl, ‚˚Á‚‡ÌÌÓ„Ó ‡·ÓÚÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÒÍ‚‡ÊËÌ
(‚˚ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‰Îfl ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ K(M)), ϕ∗ (M, t) – Í‚‡ÁËÔÓÚÂÌˆË‡Î
‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl, ‚˚Á‚‡ÌÌÓ„Ó ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ σt.

∇ v M t,( ) 0.=

drM

dt
---------

v+ M t,( ) v– M t,( )+
2

-----------------------------------------------.=

P0 ρ0gL0, V0

K0ρ0g
µ0

---------------, T0

mL0µ0

K0ρ0g
----------------.= = =

p+ M t,( ) p– M t,( ), v n
+ M t,( ) v n

– M t,( ), M σt.∈= =

∇ M K M( )∇ Mϕ M t,( )( ) 0.=

K M( )

∆M K M( ) β2
K M( )– 0.=

Φ M N,( )
U rNM( ) G M N,( )+

K M( )K N( )
----------------------------------------------,=

e
βrNM–

4πrNM

---------------

∆MU rNM( ) β2U rNM( ),=

µ1ϕ
+ M t,( ) µ2ϕ

– M t,( )– ρ1 ρ2–( ) eg rM,( ),=

K M( )∂ϕ M t,( )
∂n

---------------------- 
 

+

K M( )∂ϕ M t,( )
∂n

---------------------- 
 

–

, M σt.∈=

ϕ M t,( ) ϕ0 M t,( ) ϕ* M t,( ),+=
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ä‚‡ÁËÔÓÚÂÌˆË‡Î˚ ϕ0(M, t) Ë ϕ∗ (M, t) ‰ÓÎÊÌ˚ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÚ¸ Û‡‚ÌÂÌË˛ (5). ë Û˜ÂÚÓÏ (10) ÛÒÎÓ-
‚Ëfl (9) ÔËÏÛÚ ‚Ë‰

(11)

ë Û˜ÂÚÓÏ (1) Ë (10) Û‡‚ÌÂÌËÂ (3) ÔËÏÂÚ ‚Ë‰

(12)

Ç Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = 0 ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡Á‰ÂÎ‡ ÊË‰ÍÓÒÚÂÈ σ0 Á‡‰‡ÌÓ Ô‡-
‡ÏÂÚË˜ÂÒÍË ‚ ‚Ë‰Â

rM0 = r0(κ1, κ2), κ1, κ2 – Ô‡‡ÏÂÚ˚. (13)

Ç ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË ‰Îfl Í‚‡ÁËÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ϕ∗  ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl Â„ÛÎflÌÓÒÚË

(14)

ÔË rMN  ∞ (N ∈ D). ìÒÎÓ‚Ëfl (14) Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡˛Ú Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚ¸ Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë ÒÓÔflÊÂÌËfl
(5) Ë (11) ‰Îfl Í‚‡ÁËÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl ϕ∗ (M, T) (ÒÏ. [6]).

á‡‰‡˜‡ Ó· ˝‚ÓÎ˛ˆËË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË σt ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ ÔÓ Á‡‰‡ÌÌ˚Ï ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡Ï (ÒÚÓÍ‡Ï) ÚÂ-
˜ÂÌËfl ϕ0(M, t) Ë Ì‡˜‡Î¸ÌÓÏÛ ÔÓÎÓÊÂÌË˛ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË (13) ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Ì‡ÈÚË ÂÂ ÔÓÎÓÊÂÌËfl ‚ ÏÓ-
ÏÂÌÚ˚ ‚ÂÏÂÌË t > 0. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ÌÛÊÌÓ Â¯ËÚ¸ Á‡‰‡˜Û ÒÓÔflÊÂÌËfl (5) Ë (11) ‰Îfl Í‚‡ÁËÔÓÚÂÌˆË‡Î‡
ϕ∗ (M, t) Ò Û˜ÂÚÓÏ (14), ‡ Á‡ÚÂÏ Â¯ËÚ¸ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (12) ÔË Á‡‰‡ÌÌÓÏ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÏ
ÛÒÎÓ‚ËË (13).

3. éëçéÇçÄü ëàëíÖåÄ
àçíÖÉêÄãúçéÉé à ÑàîîÖêÖçñàÄãúçéÉé ìêÄÇçÖçàâ

ä‚‡ÁËÔÓÚÂÌˆË‡Î ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl ϕ∗ (M, t) Ë˘ÂÏ ‚ ‚Ë‰Â Í‚‡ÁËÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ÒÎÓfl, ‡ÒÔÂ‰Â-
ÎÂÌÌÓ„Ó ÔÓ σt Ò ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸˛ g(M, t) ∈ H  (g(M, t) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÉfiÎ¸‰Â‡):

(15)

çÂÒÎÓÊÌÓ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ fl‰Ó Ω(M, N) ‚ (15) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏÓ ‚ ‚Ë‰Â

‡ ÁÌ‡˜ËÚ, ÒÍ‡˜ÓÍ Í‚‡ÁËÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ϕ∗ (M, t) ÔË ÔÂÂıÓ‰Â ˜ÂÂÁ σt Ó·ÛÒÎÓ‚ÎÂÌ ÚÓÎ¸ÍÓ ‡ÒËÏÔÚÓÚË-
˜ÂÒÍËÏ ÔË·ÎËÊÂÌËÂÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ N ‚Ë‰‡

˜ÚÓ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ÒÎÓfl ‰Îfl Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl ã‡ÔÎ‡Ò‡ (ÒÏ. [7])

(16)

µ1ϕ*
+ M t,( ) µ2ϕ*

– M t,( )– µ1 µ2–( )ϕ0 M t,( ) ρ1 ρ2–( ) eg rM,( ),+=

K M( )
∂ϕ* M t,( )

∂n
------------------------- 

 
+

K M( )
∂ϕ* M t,( )

∂n
------------------------- 

 
–

, M σt.∈=

drM/dt v0 M t,( ) v* M t,( ), M σt,∈+=

v0 M t,( ) K M( )∇ϕ 0 M t,( ),=

v* M t,( ) K M( )
∇ϕ * M t,( )( )+ ∇ϕ * M t,( )( )–+

2
-------------------------------------------------------------------------.=

ϕ* M t,( ) O
1

rMN

-------- 
  , v* M t,( ) K M( )∇ϕ * M t,( ) O

1

rMN
2

-------- 
 = = =

ϕ* M t,( ) g N t,( )Ω M N,( ) σN , M σt,∉d∫
σt

∫=

Ω M N,( ) K N( ) ∇ NΦ M N,( ) nN,( ).=

Ω M N,( ) K N( )
K M( )
-------------- ∇ NU nN,( ) K N( )

K M( )
--------------

∇ NK N( ) nN,( )
2K N( )

-----------------------------------U M N,( )– K N( ) ∇ N
G M N,( )
K M( )K N( )

--------------------------------- nN, 
  ,+=

Ω M N,( )
rNM nN,( )

rNM
3

----------------------- ÔË rNM 0,∼

ϕ*
± M t,( ) g N t,( )Ω M N,( ) lNd∫

σt

∫ g M t,( )
2

------------------, M σt.∈±=
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èÓÚÂÌˆË‡Î ϕ(M, t) ‚ ‚Ë‰Â (10) Ò Û˜ÂÚÓÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚ ϕ0 Ë (15) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ Û‡‚ÌÂÌË˛ (5), ÛÒÎÓ‚Ë˛
Â„ÛÎflÌÓÒÚË (14) Ë ‚ÚÓÓÏÛ „‡ÌË˜ÌÓÏÛ ÛÒÎÓ‚Ë˛ ËÁ (11). èÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ (10) ‚ ÔÂ‚ÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ ËÁ (11)
Ë Ò Û˜ÂÚÓÏ (16) ÔÓÎÛ˜ËÏ

(17)

ÇÓÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡‚¯ËÒ¸ (7), ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ ÒÍÓÓÒÚ¸ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

(18)

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‰Îfl ÔÓÚÂÌˆË‡ÎÓ‚ ÔÓÒÚÓ„Ó Ë ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ÒÎÓfl Ë Ëı

ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÚÓÚ Ù‡ÍÚ, ˜ÚÓ ËÌÚÂ„‡Î ÒÓ ÒÎ‡·ÓÈ ÒËÌ„ÛÎflÌÓÒÚ¸˛ ÚËÔ‡  ÌÂ ËÒÔ˚Ú˚‚‡-

ÂÚ ÒÍ‡˜Í‡ Ì‡ σt (ÒÏ. [7]), ËÏÂÂÏ ‰Îfl (18)

(19)

á‰ÂÒ¸  g(M, t) – Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì‡fl ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘‡fl „‡‰ËÂÌÚ‡ ÙÛÌÍˆËË g(M, t) (ÒÏ. [7]).

g M t,( ) 2λ g N t,( )Ω M N,( ) lNd

σt

∫– 2λϕ 0 M t,( ) α eg rM,( ), M σt,∈+=

λ
µ2 µ1–
µ2 µ1+
-----------------, α

2 ρ1 ρ2–( )
µ2 µ1+

------------------------.= =

v* M t,( ) K M( ) K N( )g N t,( )∇ M ∇ NU rNM( ) nN,( ) σN –d∫
σt

∫=

– ∇ M K M( ) K N( )g N t,( ) ∇ NU rNM( ) nN,( ) σN –d∫
σt

∫

–
K M( )

2
------------------ g N t,( ) ∇ N K N( ) nN,( )∇ MU rNM( ) σN +d∫

σt

∫

+ ∇ M K M( ) g N t,( ) ∇ N K N( ) nN,( )U rNM( ) σN +d∫
σt

∫

+ K M( ) K N( )g N t,( )∇ M ∇ N
G M N,( )
K M( )K N( )

--------------------------------- nN, 
  σN , M σt.∉d∫

σt

∫

1
rNM

--------

v*
± M t,( ) K M( ) K N( )g N t,( )∇ M ∇ NU rNM( ) nN,( ) σN –d∫

σt

∫=

– ∇ M K M( ) K N( )g N t,( ) ∇ NU rNM( ) nN,( ) σN +d∫
σt

∫

+
K M( )

2
------------------ g N t,( ) ∇ N K N( ) nN,( )∇ MU rNM( ) σN +d∫

σt

∫

+ ∇ M K M( ) g N t,( ) ∇ N K N( ) nN,( )U rNM( ) σN +d∫
σt

∫

+ K M( ) K N( )g N t,( )∇ M ∇ N
G M N,( )
K M( )K N( )

--------------------------------- nN, 
  σN ±d∫

σt

∫

± K M( ) ∇̃ g M t,( ) K M( )( )
2

----------------------------------------------
∇ MK M( )

4
----------------------g M t,( )

∇ MK M( ) nM,( )
4

-------------------------------------g M t,( )nM, M σt.∈+−±

∇̃ M
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ë Û˜ÂÚÓÏ (10) Ë (19) Û‡‚ÌÂÌËÂ (12) ÔËÏÂÚ ‚Ë‰

(20)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‰Îfl Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl σt ËÏÂÂÏ ÒËÒÚÂÏÛ, ÒÓÒÚÓfl˘Û˛ ËÁ ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl
(17) Ë Û‡‚ÌÂÌËfl (20) ÔË Á‡‰‡ÌÌÓÏ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÏ ÛÒÎÓ‚ËË (13).

4. èÖêÖïéÑ ä äéçíìêçéåì àçíÖÉêÄãì

èÂÂ‰ ÔÓÒÚÓÂÌËÂÏ ˜ËÒÎÂÌÌÓÈ ÒıÂÏ˚ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸ ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÚÂÓÂÏÛ. èÛÒÚ¸
ËÏÂÂÚÒfl ÌÂÍÓÚÓ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Σ, ÓÔË‡˛˘‡flÒfl Ì‡ ÍÓÌÚÛ L.

íÂÓÂÏ‡. ÑÎfl ÙÛÌÍˆËË U(rNM) ËÁ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl (7) Û‡‚ÌÂÌËfl (5) ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ
ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚Ó

(21)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. èËÏÂÌËÏ ËÁ‚ÂÒÚÌÛ˛ ÚÂÓÂÏÛ ëÚÓÍÒ‡ Í ÒÍ‡ÎflÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË

ÑÂÈÒÚ‚Ûfl ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ ∇ M Ì‡ ÎÂ‚Û˛ Ë Ô‡‚Û˛ ˜‡ÒÚË ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(22)

çÂÒÎÓÊÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl:

(23)

(24)

ì˜ËÚ˚‚‡fl, ̃ ÚÓ U(M, N) = U(rNM) ‚ Ì‡¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â (‡ ÁÌ‡˜ËÚ, ∇ MU(rNM) = –∇ NU(rNM)), ‡ Ú‡ÍÊÂ Û‡‚-
ÌÂÌËÂ (8), ‰Îfl (23) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(25)

íÓ„‰‡, Ò Û˜ÂÚÓÏ (24) Ë (25), ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌÌ‡fl ÚÂÓÂÏ‡ ëÚÓÍÒ‡ (22) ÔËÏÂÚ ‚Ë‰ (21). éÚÏÂÚËÏ,
˜ÚÓ (21) ÔË β = 0 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ËÁ‚ÂÒÚÌÛ˛ ÚÂÓÂÏÛ ÄÏÔÂ‡.

5. óàëãÖççéÖ êÖòÖçàÖ

èÛÒÚ¸ ‚˚·‡Ì‡ Ô‡‚‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. èÓÒÚÓËÏ ˜ËÒÎÂÌÌÛ˛ ÒıÂÏÛ ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËÈ (17) Ë
(20), ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡‚¯ËÒ¸ ÏÂÚÓ‰ÓÏ ‰ËÒÍÂÚÌ˚ı ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚÂÈ ‰Îfl Â¯ÂÌËfl (17), Ë ‡ÁÓ‚¸ÂÏ ÏÂÚÓ‰

drM

dt
--------- v0 M t,( )= K M( ) K N( )g N t,( )∇ M ∇ NU rNM( ) nN,( ) σN –d∫

σt

∫+

– ∇ M K M( ) K N( )g N t,( ) ∇ NU rNM( ) nN,( ) σN +d∫
σt

∫

+
K M( )

2
------------------ g N t,( ) ∇ N K N( ) nN,( )∇ MU rNM( ) σN +d∫

σt

∫

+ ∇ M K M( ) g N t,( ) ∇ N K N( ) nN,( )U rNM( ) σN +d∫
σt

∫

+ K M( ) K N( )g N t,( )∇ M ∇ N
G M N,( )
K M( )K N( )

--------------------------------- nN, 
  σN , M σt.∈d∫

σt

∫

∇ M ∇ MU rNM( ) nN,( ) σNd∫
Σ
∫ ∇ MU rNM( ) rNd,[ ]

L

∫°– β2U rNM( )nN σN .d∫
Σ
∫–=

sNd ∇ MU M N,( ),[ ]∫
Σ
∫ rNU M N,( ).d

L

∫°=

∇ M sNd ∇ MU M N,( ),[ ],[ ]∫
Σ
∫ ∇ M rNU M N,( )d,[ ] .

L

∫°=

∇ M ∇ NU M N,( ) dsN,( ) ∇ M dsN ∇ NU M N,( ),[ ],[ ] +–=

+ dsN ∇ M ∇ NU M N,( ),( ) dsN ∇ M ∇ NU M N,( ),[ ],[ ] ,+

∇ M U M N,( )drN,[ ] ∇ MU M N,( ) drN,[ ] .=

∇ M ∇ NU M N,( ) dsN,( ) ∇ M dsN ∇ NU M N,( ),[ ],[ ]– β2U rNM( )dsN .–=
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Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı ‚ËıÂ‚˚ı ‡ÏÓÍ ‰Îfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl „ËÔÂÒËÌ„ÛÎflÌÓ„Ó ËÌÚÂ„‡Î‡ ‚ (20). ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚ¸ σt, ËÁ‚ÂÒÚÌÛ˛ ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË ts, s = 0, 1, …, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ÏË

ÔÎÓ˘‡‰Í‡ÏË ∆ , m = 0, 1, …, n1 – 2, k = 0, 1, …, n2 – 2, s = 0, 1, …, ÔË·ÎËÁËÚÂÎ¸ÌÓ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÈ
ÔÎÓ˘‡‰Ë (ÙË„. 1).

ä‡fl ˝ÚËı ÔÎÓ˘‡‰ÓÍ Á‡‰‡˛Ú ÚÓ˜ÍË , i = 0, 1, …, n1 – 1, j = 0, 1, …, n2 – 1, s = 0, 1, …. èË·ÎËÁË-

ÚÂÎ¸ÌÓ ‚ ˆÂÌÚÂ Í‡Ê‰ÓÈ ÔÎÓ˘‡‰ÍË ∆  ‡ÒÔÓÎÓÊËÏ ‡Ò˜ÂÚÌ˚Â ÚÓ˜ÍË , i = 0, 1, …, n1 – 2,
j = 0, 1, …, n2 – 2, s = 0, 1, …, ‚˚˜ËÒÎË‚ Ëı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

Ç ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÏ Û‡‚ÌÂÌËË (17) Á‡ÏÂÌËÏ ËÌÚÂ„‡Î ÒÛÏÏÓÈ:

(26)

ÍÓÚÓ‡fl ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÒËÒÚÂÏÛ ÎËÌÂÈÌ˚ı ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ.

éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ ıÓ‰Â ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ‰Îfl ÒËÒÚÂÏ˚ (26) ·˚ÎÓ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÓ ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÂ
ÔÂÓ·Î‡‰‡ÌËÂ, ˜ÚÓ ÔÓÁ‚ÓÎËÎÓ Â¯‡Ú¸ ˝ÚÛ ÒËÒÚÂÏÛ ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÔÓÒÚÓÈ ËÚÂ‡ˆËË. Ç ˝ÚÓÏ ÏÂÚÓ‰Â
Í‡Ê‰ÓÂ ÌÓ‚ÓÂ ÔË·ÎËÊÂÌËÂ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

(27)

ËÎË, ‚ Ï‡ÚË˜ÌÓÏ ‚Ë‰Â,

(28)

á‰ÂÒ¸ J – ˜ËÒÎÓ ËÚÂ‡ˆËÈ, ÍÓÚÓÓÂ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ ÛÒÎÓ‚Ëfl (ÒÏ. [8])

(29)

„‰Â ε – Á‡‰‡ÌÌ‡fl ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸.

Ç˚·Ó ÏÂÚÓ‰‡ ÔÓÒÚÓÈ ËÚÂ‡ˆËË ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚÂ Ó·˙flÒÌflÂÚÒfl ÔÓÒÚÓÚÓÈ Â„Ó ‡ÒÔ‡‡ÎÎÂÎË-
‚‡ÌËfl.

σm k,
s

Pi j,
s

σm k,
s Mm k,

s

Mm k,
s 1

4
--- Pm k,

s Pm 1+ k,
s Pm 1+ k 1+,

s Pm k 1+,
s+ + +( ).=

gm k,
s 2λ gi j,

s Ωm k i j, , , ∆σi j,
s

j 0=

n2 2–

∑
i 0=

n1 2–

∑– 2λϕ 0m k,
s α eg rm k,,( ),+=

m 0 1 … n1 2, k–, , , 0 1 … n2 2,–, , ,= =

m, k ≠ i, j

gm k,
s p, 2λ gi j,

s p 1–, Ωm k i j, , , ∆σi j,
s

j 0=

n2 2–

∑
i 0=

n1 2–

∑ 2λϕ 0m k,
s α eg rm k,,( ),+ +=

m 0 1 … n1 2, k–, , , 0 1 … n2 2, p–, , , 1 2 … J ,, , ,= = =

m, k ≠ i, j

gs p, Bs p 1–, Cs, s+ 0 1 …, p, , 1 2 … J ÔË Bs p 1–, 1.<, , ,= = =

gJ gJ 1–– 1

gJ
1

----------------------------
1 B 1–

B 1
-------------------ε,<

îË„. 1. 

z

x

y Ps
i + 1, j

Ps
i, j

Ms
i, j

Ps
i + 1, j + 1

Ps
i, j + 1

∆σs
i, j
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ë˜ËÚ‡ÂÏ, ˜ÚÓ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ÒÎÓfl  Ë ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ K(M) ÌÂ ÏÂÌfl˛ÚÒfl ‚

ÔÂ‰ÂÎ‡ı Í‡Ê‰ÓÈ ÔÎÓ˘‡‰ÍË ∆ , m = 0, 1, …, n1 – 2, k = 0, 1, …, n2 – 2, s = 0, 1, …. íÓ„‰‡ ‡ÁÌÓÒÚ-
Ì‡fl ÒıÂÏ‡ ‰Îfl (20) Ò Û˜ÂÚÓÏ (21) ÔËÏÂÚ ‚Ë‰

(30)

ìÚÓ˜ÌËÏ ÙÓÏÛÎ˚ (27) Ë (30) ‰Îfl ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ ÔÓ‚Ó‰ËÏÓÒÚË K(M):

(31)

(çÂÚÛ‰ÌÓ Û·Â‰ËÚ¸Òfl, ˜ÚÓ  fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚ‡„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ.)

ë Û˜ÂÚÓÏ (31) ËÁ (27) Ë (30) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(32)

gm k,
s

σm k,
s

∆rm k,
s

∆ts
------------- v0m k,

s Km k, Ki j, gi j,
s ∇ MU rNM( )drN +

Li j,
s

∫°
j 0=

n2 2–

∑
i 0=

n1 2–

∑–=

+ Km k, Ki j, gi j,
s ∇ N K N( )ln nN,( )∇ NU rNM( ) ∇ M K N( )ln ∇ NU rNM( ) nN,( )–[ ] σ N +d∫

∆σi j,
s

∫
j 0=

n2 2–

∑
i 0=

n1 2–

∑
m, k ≠ i, j

+ Km k, Ki j, gi j,
s ∇ N K N( )ln nN,( )∇ M K M( )ln β2nN–[ ] U rNM( ) σN +d∫

∆σi j,
s

∫
j 0=

n2 2–

∑
i 0=

n1 2–

∑

+ Km k, Ki j, gi j,
s ∇ M ∇ N

G M N,( )
K M( )K N( )

--------------------------------- 
  σN ,d∫

∆σi j,
s

∫
j 0=

n2 2–

∑
i 0=

n1 2–

∑
m, k ≠ i, j

m, k ≠ i, j

∆rm k,
s rm k,

s 1+ rm k,
s , ∆ts– ts 1+ ts,–= =

m 0 1 … n1 2, k–, , , 0 1 … n2 2, s–, , , 0 1 …., ,= = =

K M( ) e
2βzM.=

K

gm k,
s p, 2λ gi j,

s p 1–, Ωm k i j, , , ∆σi j,
s

j 0=

n2 2–

∑
i 0=

n1 2–

∑ 2λϕ 0m k,
s α eg rm k,,( ),+ +=

m, k ≠ i, j

Ωm k i j, , ,
1

4π
------

Ki j,

Km k,
----------

1 βrm k i j, , ,
s+( )e

βrm k i j, , ,
s–

rm k i j, , ,
s ni j,,( )

rm k i j, , ,
s( )3

-----------------------------------------------------------------------------------
β k ni j,,( )e

βrm k i j, , ,
s–

rm k i j, , ,
s

-----------------------------------------–
 
 
 

,=

m 0 1 … n1 2, k–, , , 0 1 … n2 2, p–, , , 1 2 … J , s, , , 0 1 …;, ,= = = =

∆rm k,
s

∆ts
------------- v0m k,

s v
*m k,
s ,+=

v
*m k,
s Km k,– Ki j, gi j,

s V1m k i j, , ,
sγ

γ 1=

4

∑
j 0=

n2 2–

∑
i 0=

n1 2–

∑ Km k, Ki j, gi j,
s βV2m k i j, , ,

s β2V3m k i j, , ,
s+( )∆σi j,

s ,
j 0=

n2 2–

∑
i 0=

n1 2–

∑+=

m, k ≠ i, j

V1m k i j, , ,
sγ e1m k i j, , ,

s

4πr0m k i j, , ,
sγ------------------------ θsin βr0m k i j, , ,

sγ+( )e

βr0m k i j, , ,
sγ

θsin
-----------------------–

θ,d

θ1
sγ

θ2
sγ

∫=
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(33)

àÌÚÂ„‡Î ‚ (33) ÌÂ ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl ̃ ÂÂÁ ̋ ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl ̃ ËÒÎÂÌÌÓ

ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ ëËÏÔÒÓÌ‡. ÇÂÍÚÓ˚ , ,  ËÁÓ·‡ÊÂÌ˚ Ì‡ ÙË„. 2 (‚ËıÂ‚‡fl ‡ÏÍ‡).

àÚ‡Í, ‰Îfl ̃ ËÒÎÂÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë Ó· ̋ ‚ÓÎ˛ˆËË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡Á‰ÂÎ‡ ÊË‰ÍÓÒÚÂÈ ‚ ÌÂÓ‰ÌÓ-
Ó‰ÌÓÏ „ÛÌÚÂ, ÔÓ‚Ó‰ËÏÓÒÚ¸ ÍÓÚÓÓ„Ó ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËÂÈ (31), ËÏÂÂÏ ÒËÒÚÂÏÛ ÎËÌÂÈ-
Ì˚ı ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ (32) Ë ‡ÁÌÓÒÚÌ˚È ‡Ì‡ÎÓ„ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂ-

ÌËfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡Á‰ÂÎ‡ ÊË‰ÍÓÒÚÂÈ (33). ÑÎfl Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl ÒÏÂ˘ÂÌËfl ‡Ò˜ÂÚÌ˚ı ÚÓ˜ÂÍ , m =
= 0, 1, …, n1 – 2, k = 0, 1, …, n2 – 2, ‚ Í‡Ê‰˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË ts, s = 0, 1, …, ÌÛÊÌÓ Ì‡ÈÚË ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸

 ‚ ˝ÚËı ÚÓ˜Í‡ı ÔÛÚÂÏ Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ (26), ‡ Á‡ÚÂÏ ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï (30) ‚˚˜ËÒÎËÚ¸ ÒÏÂ˘ÂÌËfl

∆  ÚÓ˜ÂÍ .

éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÔË β = 0 ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ‰ËÒÍÂÚÌ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓÏ ËÁ [1].

6. ëéèéëíÄÇãÖçàÖ ë ÄçÄãàíàóÖëäàå êÖòÖçàÖå

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ‡Á‰ÂÎ‡ ÊË‰ÍÓÒÚÂÈ σ0 ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = 0
ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ x = 0, ‡ ‚ÎËflÌËÂ ÒËÎ˚ ÚflÊÂÒÚË Ï‡Îó: α = 0 (Ì‡ÔÓÌ‡fl ÙËÎ¸Ú‡ˆËfl).

ëÍ‚‡ÊËÌÛ ÏÓ‰ÂÎËÛÂÏ Â‰ËÌË˜Ì˚Ï ÒÚÓÍÓÏ, ÔÓÚÂÌˆË‡Î ÍÓÚÓÓ„Ó ËÏÂÂÏ ‚Ë‰

(34)

„‰Â q – ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚È ‰Â·ËÚ (‡ÒıÓ‰ Ì‡ Â‰ËÌËˆÛ ÔÓ‚Ó‰ËÏÓÒÚË „ÛÌÚ‡).

r0m k i j, , ,
γ r12i j,

sγ r1m k i j, , ,
sγ,[ ]

r12i j,
sγ---------------------------------------, e1m k i j, , ,

s r1m k i j, , ,
sγ r12i j,

sγ,[ ]
r1m k i j, , ,

sγ r12i j,
sγ,[ ]

---------------------------------------,= =

θζ
r12i j,

sγ rζm k i j, , ,
sγ,[ ]

r12i j,
sγ rζm k i j, , ,

sγ---------------------------------------, ζarcsin 1 2,,= =

V2m k i j, , ,
s 1 βrm k i j, , ,

s+( )Um k i j, , ,
s

rm k i j, , ,
s( )2

-------------------------------------------------- ni j,
s rm k i j, , ,

s k,[ ],[ ] ,=

V3m k i j, , ,
s Um k i j, , ,

s k k ni j,
s,[ ],[ ] , Um k i j, , ,

s e
βrm k i j, , ,

s–

4πrm k i j, , ,
s

----------------------,= =

m 0 1 … n1 2, k–, , , 0 1 … n2 2, s–, , , 0 1 …., ,= = =

r1m k i j, , ,
sγ r2m k i j, , ,

sγ r12i j,
sγ

Mm k,
s

gm k,
s

rm k,
s Mm k,

s

ϕ0 M( ) q
4π
------

K M1( )
K M( )
----------------

e
βrM1M–

rM1M

---------------, q
Π

KM1

---------,= =

îË„. 2. 

Mm, k

rs
1m, k, i, j

rs
2m, k, i, j

rs
12i, j γ = 1

γ = 2

γ = 3

γ = 4∆σs
i, j

γ
γ

γ

9
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ÑÎfl ÔÓÒÚ‡‚ÎÂÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë Ì‡ ÔÂ‚ÓÏ ¯‡„Â ÔÓ ‚ÂÏÂÌË t = 0 ÌÂÒÎÓÊÌÓ ‚˚ÔËÒ‡Ú¸ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÂ
‚˚‡ÊÂÌËÂ, ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ÂÂ ÒÍÓÓÒÚ¸ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË σ0. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÓÚÂÌˆË‡Î˚

(35)

Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú Û‡‚ÌÂÌË˛ (5), „‡ÌË˜Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËÂÏ (9) Ë ÓÔËÒ˚‚‡˛Ú ÚÂ˜ÂÌËfl ÊË‰ÍÓÒÚÂÈ Ò ‚flÁ-
ÍÓÒÚflÏË µ1 Ë µ2 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

àÁ (3) Ò Û˜ÂÚÓÏ (35) ÒÍÓÓÒÚ¸ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ÚÓ˜ÂÍ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË σ0 ÔÓÎÛ˜ËÏ ‚ ‚Ë‰Â

(36)

ÑÎfl ÓˆÂÌÍË Ó¯Ë·ÍË ‚˚˜ËÒÎÂÌËÈ ‚‚Â‰ÂÏ ‚ÂÎË˜ËÌÛ

Ç ıÓ‰Â ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ·˚ÎÓ Á‡ÏÂ˜ÂÌÓ, ˜ÚÓ Ó¯Ë·Í‡ η ÔËÌËÏ‡ÂÚ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‚
ˆÂÌÚÂ ÔÎÓÒÍÓÒÚË σ0 (Ì‡ÔÓÚË‚ ÒÍ‚‡ÊËÌ˚). àÒÍÎ˛˜ÂÌËÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÚÓÎ¸ÍÓ Í‡ÈÌËÂ ÚÓ˜ÍË
ÔÎÓÒÍÓÒÚË (Ó·‡ÁÛ˛Ú ‡ÏÍÛ) ÔË β > 0 Ë Í‡ÈÌflfl ÔÓÎÓÒ‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (Ó·Î‡ÒÚ¸ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ‡ÏÍ‡-
ÏË) ÔË β = 0 (ÒÏ. [1]). èÓ„Â¯ÌÓÒÚ¸ ‚ ÌËı Ò‚flÁ‡Ì‡ Ò Ó·˚‚ÓÏ σ0, ÔÓ˝ÚÓÏÛ Á‰ÂÒ¸ Ë ‰‡ÎÂÂ ÛÒÚ‡ÌflÂÏ
ÂÂ ÔÛÚÂÏ Ì‡ÎÓÊÂÌËfl Ó„‡ÌË˜ÂÌËÈ Ì‡ ÒÍÓÓÒÚ¸ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl:

(37)

á‰ÂÒ¸ ymin, zmin – ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÚÓ˜ÍË, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÏÓ‰ÛÎ¸ ÒÍÓÓÒÚË ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl v∗ (M, t) ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl
‚ 1000 ‡Á ÔË ‰‚ËÊÂÌËË ÓÚ ˆÂÌÚ‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË σ0 Í ÂÂ Í‡flÏ ‚‰ÓÎ¸ Ó‰ÌÓÈ ËÁ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌ˚ı ÓÒÂÈ
Oy Ë Oz ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ; Ly, Lz – ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Í‡ÈÌËı ÚÓ-
˜ÂÍ ÔÎÓÒÍÓÒÚË.

ÑÎfl ‚˚ÔÓÎÌÂÌËfl ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ‡Ò˜ÂÚÓ‚ Ò Û˜ÂÚÓÏ (37) ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ Á‡ÏÂÌËÏ Í‚‡‰‡ÚÓÏ x = 0, y ∈  [–3, 3]
Ë z ∈ [–3, 3]. (àÁ-Á‡ Ï‡ÎÓÒÚË z-È ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÒÍÓÓÒÚË ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò ÏÓ‰ÛÎÂÏ ÒÍÓÓÒÚË ÌÂÒËÏ-
ÏÂÚËfl Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÌÂÁ‡ÏÂÚÌ‡.) íÓ˜ÌÓÒÚ¸ ε ËÁ (29) ‚˚·ÂÂÏ ‡‚ÌÓÈ ε = 10–10.

Ç‚Â‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÂ η = η(0, 0, 0). Ç Ú‡·Î. 1 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ Ó¯Ë·ÍË η, % ÓÚ n = n1 – 1 =
= n2 – 1 ‰Îfl ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ λ. ÑÎfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‚˚·ÂÂÏ β = 1.

ÄÌ‡ÎËÁËÛfl Ú‡·Î. 1, Á‡ÏÂ˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ Ò ÓÒÚÓÏ n Ó¯Ë·Í‡ η ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl, ‡ ÁÌ‡˜ËÚ, ˜ËÒÎÂÌÌÓÂ Â-
¯ÂÌËÂ ÔË·ÎËÊ‡ÂÚÒfl Í ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÏÛ.

7. ìíéóçÖçàÖ óàëãÖççéâ ëïÖåõ

èË ‚˚˜ËÒÎÂÌËË ÔÂ‰ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó ÒÎ‡„‡ÂÏÓ„Ó ‚ (30) ‰Îfl m = i Ë k = j ËÁ ÒÛÏÏ ‚˚·‡Ò˚‚‡ÂÚÒfl ÒÎ‡-
„‡ÂÏÓÂ, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï. Ñ‡ÊÂ „Û·˚È Û˜ÂÚ ˝ÚÓ„Ó ÒÎ‡„‡ÂÏÓ„Ó ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ‚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ
‡Á ÛÏÂÌ¸¯ËÚ¸ ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚ¸ ‚˚˜ËÒÎÂÌËÈ. èÓÍ‡ÊÂÏ ˝ÚÓ. 

ϕ1 M( ) ϕ0 M( ) λϕ̃ 0 M( ), ϕ2 M( )– 1 λ+( )ϕ0 M( ),= =

ϕ̃0 M( ) q
4π
------

K M1( )
K M( )
----------------

e
βr

M̃1M
–

rM̃1M

---------------, q
Π

KM1

---------, M̃1 1– 0 0, ,( )= = =

va M 0,( ) v0 M 0,( ) K M( )
∇ Mϕ1 M( ) ∇ Mϕ2 M( )+

2
-------------------------------------------------------, M σ0.∈+=

η M( ) v M( )
v a M( )
---------------- 1– 100%.×=

v* xM yM zM t, , ,( ) vmin ‰Îfl yM ymin Ly,[ ] , zM zmin Lz,[ ] .∈ ∈=

í‡·ÎËˆ‡ 1

λ
n

10 20 40 60

1 12.4 5.4 2.4 1.6

0.5 7.9 3.4 1.6 1.1

–0.5 14.1 5.9 2.6 1.7
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Ç˚˜ËÒÎËÏ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ, ÓÚ·Ó¯ÂÌÌÓÂ ËÁ ÒÛÏÏ ÔÂ‰ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó ÒÎ‡„‡ÂÏÓ„Ó ‚ (30):

á‡ÏÂÌËÏ ÔÎÓ˘‡‰ÍÛ ∆  Ì‡ ÍÛ„ ‡‰ËÛÒ‡

íÓ„‰‡ ‚ ÔÓÎflÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ρ, θ Ò ̂ ÂÌÚÓÏ ‚  ËÌÚÂ„‡Î v∗ 3m, k ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‚˚˜ËÒÎÂÌ
ÚÓ˜ÌÓ ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

(38)

èÓ‚Â‰ÂÏ ˜ËÒÎÂÌÌ˚È ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ, ÓÔËÒ‡ÌÌ˚È ‚ ‡Á‰. 6, Ò Û˜ÂÚÓÏ (38). Ö„Ó ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÓÚÓ·-
‡ÊÂÌ˚ ‚ Ú‡·Î. 2 ÔË β = 1.

àÁ Ú‡·Î. 2 ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÛÚÓ˜ÌÂÌËÂ ˜ËÒÎÂÌÌÓÈ ÒıÂÏ˚ ÔË‚ÂÎÓ Í ÛÏÂÌ¸¯ÂÌË˛ ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚË ‚˚-
˜ËÒÎÂÌËÈ.

8. àëëãÖÑéÇÄçàÖ “èêÄäíàóÖëäéâ ëïéÑàåéëíà”
êÂ¯ËÏ Á‡‰‡˜Û Ó· ˝‚ÓÎ˛ˆËË σt Í Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ÒÍ‚‡ÊËÌÂ (34). Ç˚·ÂÂÏ Á‡ ı‡‡ÍÚÂÌÓÂ ‡ÒÒÚÓfl-

ÌËÂ d ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ÒÍ‚‡ÊËÌ˚ ‰Ó σ0. ëÍ‚‡ÊËÌÛ ‡ÒÔÓÎÓÊËÏ Ì‡ ÓÒË z, Ú.Â. M1(0, 0, 1). ÑÎfl ÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌÌÓÒÚË ÔÓÎ‡„‡ÂÏ λ = 0.5, α = 0.1 Ë β = 1. èÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸ÌÛ˛ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ‡Á‰ÂÎ‡ ÏÓ‰ÂÎËÛÂÏ
Í‚‡‰‡ÚÓÏ z = 0, x ∈ [–5, 5], y ∈ [–5, 5]. è‡‡ÏÂÚ˚ Í‚‡‰‡Ú‡ ‚˚·‡Ì˚ Ò Û˜ÂÚÓÏ (37).

á‡ ı‡‡ÍÚÂÌÓÂ ‚˚·ÂÂÏ ‚ÂÏfl ‰ÓÒÚËÊÂÌËfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ σt ÍÓÌÚÛ‡ ÒÍ‚‡ÊËÌ˚ ÔË λ = 0,
α = 0 Ë β = 0:

èÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ‚ÂÏÂÌË T (‚ÂÏÂÌË ‰ÓÒÚËÊÂÌËfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ σt ÍÓÌÚÛ‡ ÒÍ‚‡ÊË-
Ì˚) ÓÚ ˜ËÒÎ‡ ÚÓ˜ÂÍ ‡Á·ËÂÌËfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË n = n1 – 1 = n2 – 1 Ë ¯‡„‡ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ∆t (‚ÂÎË˜ËÌ‡ η∆t =
= |T/T ' – 1| × 100%, „‰Â T – ‚ÂÏfl ËÁ ÚÂÍÛ˘Â„Ó ÒÚÓÎ·ˆ‡, T ' – ‚ÂÏfl ËÁ ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó ÒÚÓÎ·ˆ‡, ‚‚Â-
‰ÂÌ‡ ‰Îfl ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍË “Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË”, ÒÏ. [7]):

ÄÌ‡ÎËÁËÛfl ˝ÚÓÚ ‚˚‚Ó‰, Á‡ÏÂ˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ η∆t ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl Ò ÓÒÚÓÏ n. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ,
˜ÚÓ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ “Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍ‡fl ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸”.

v
*3m k, Km k, gm k,

s β2 k k nN,[ ],[ ] U rNM( )∆σN ,∫
∆σi j,

2

∫=

m 0 1 … n1 1, k–, , , 0 1 … n2 1.–, , ,= =

σm k,
s

R
r

Pm k,
s

Pm 1+ k,
s,

r
Pm 1+ k,

s
Pm 1+ k 1+,

s,
r

Pm 1+ k 1+,
s

Pm k 1+,
s,

r
Pm k 1+,

s
Pm k,

s,
+ + +

8
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------.=

Mm k,
s

v
*3m k, Km k, gm k,

s β2 k k nm k,
s,[ ],[ ]

4π
------------------------------------- e βρ–

ρ
---------ρ θ ρdd

0

2π

∫
0

R

∫ Km k, gm k,
s β k k nm k,

s,[ ],[ ] 1 e βR––
2

------------------.= =

T0
4πd3

q
------------.=

n 10 20 40 60

T∆t = 0.003 0.477 0.432 0.405 0.381

η∆t = 0.003, % – 9.4 6.3 5.9

T∆t = 0.0015 0.474 0.4305 0.4065 0.3840

η∆t = 0.0015, % – 9.2 5.9 5.5

í‡·ÎËˆ‡ 2

λ
n

10 20 40 60

1 5.8 1.9 0.7 0.4

0.5 3.7 1.2 0.4 0.3

–0.5 6.4 2.1 0.7 0.4

9*
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çËÍÓÎ¸ÒÍËÈ

äÓÌÂ˜ÌÓÂ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ (ÔË t = T) ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡Á‰ÂÎ‡ ÊË‰ÍÓÒÚÂÈ σt ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ Ì‡ ÙË„. 3
(n = 60 Ë ∆t = 0.003).
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ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ‚ÓÔÓÒ Ó· ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË ıËÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÓÒÚ‡‚‡ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓ„Ó ÚÂÎ‡, ÒÓÒÚÓfl˘Â-
„Ó ËÁ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚ı ˜‡ÒÚÂÈ, ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÂÌÚ„ÂÌÓ‚ÒÍÓÈ ÚÓÏÓ„‡ÙËË. ç‡ ÔÂ‚ÓÏ ˝Ú‡ÔÂ
Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ËÌ‰ËÍ‡ÚÓ‡ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚÂÈ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÒÚÛÍÚÛ‡ ÚÂÎ‡. á‡ÚÂÏ, ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÛfl ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÛ˛ ËÌÙÓÏ‡ˆË˛, ÔË ÌÂÍÓÚÓ˚ı ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËflı Ó Ò‚ÓÈ-
ÒÚ‚‡ı ˜‡ÒÚÂÈ ÔÂ‰Î‡„‡ÂÚÒfl ÏÂÚÓ‰ ˜‡ÒÚË˜ÌÓ„Ó ËÎË ÔÓÎÌÓ„Ó ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ıËÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÓÒÚ‡‚‡
Í‡Ê‰ÓÈ ˜‡ÒÚË ÚÂÎ‡. å‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍË Á‡‰‡˜‡ Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í Â¯ÂÌË˛ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÂÂÌÓÒ‡ ËÁÎÛ˜Â-
ÌËfl Ë ÒËÒÚÂÏ ÎËÌÂÈÌ˚ı ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ. ç‡ ÓÒÌÓ‚Â ÏÂÚÓ‰‡ ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌÓ„Ó ÏÓ‰Â-
ÎËÓ‚‡ÌËfl ‚˚ÔÓÎÌÂÌ fl‰ ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚÓ‚. êÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ËÎÎ˛ÒÚËÛ˛ÚÒfl
ÒÂËÂÈ „‡ÙËÍÓ‚ Ë ÚÓÏÓ„‡ÏÏ. ÅË·Î. 11. îË„. 3. í‡·Î. 1.

äÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡: Û‡‚ÌÂÌËÂ ÔÂÂÌÓÒ‡ ËÁÎÛ˜ÂÌËfl, ÂÌÚ„ÂÌÓ‚ÒÍ‡fl ÚÓÏÓ„‡ÙËfl, ˜ËÒÎÂÌÌ˚È ÏÂ-
ÚÓ‰ Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ıËÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÓÒÚ‡‚‡ ÒÂ‰˚.

1. ÇÇÖÑÖçàÖ

éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ıËÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÓÒÚ‡‚‡ ‚Â˘ÂÒÚ‚‡ ‡‰ËÓ„‡ÙË˜ÂÒÍËÏ ÏÂÚÓ‰ÓÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌÚÂÂÒ-
ÌÓÈ Á‡‰‡˜ÂÈ Ò ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl ÚÂÓËË Ë, ÍÓÏÂ ÚÓ„Ó, ËÏÂÂÚ ·ÓÎ¸¯Û˛ Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚ¸.
ëÂ‰Ë ÔÓÒÎÂ‰ÌËı ‡·ÓÚ, ÔÓÒ‚fl˘ÂÌÌ˚ı ̋ ÚÓÏÛ ‚ÓÔÓÒÛ, ÓÚÏÂÚËÏ [1], [2]. ëÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ô‡ÚÂÌÚ˚, Ò‚fl-
Á‡ÌÌ˚Â Ò Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍÓÈ Â‡ÎËÁ‡ˆËÂÈ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ‡‰ËÓ„‡ÙË˜ÂÒÍËı ÏÂÚÓ‰Ó‚ Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl ıËÏË˜Â-
ÒÍÓ„Ó ÒÓÒÚ‡‚‡ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [3], [4]). Ç ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘‡fl

á‡‰‡˜‡. éÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ‚ÌÛÚÂÌÌ˛˛ ÒÚÛÍÚÛÛ Ë ıËÏË˜ÂÒÍËÈ ÒÓÒÚ‡‚ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓ„Ó ÚÂÎ‡, ÒÓÒÚÓ-
fl˘Â„Ó ËÁ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚ı ÔÓ ÒÓÒÚ‡‚Û ˜‡ÒÚÂÈ Ë Á‡ÌËÏ‡˛˘Â„Ó ‚ �

3
 Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÛ˛ ‚˚-

ÔÛÍÎÛ˛ Ó·Î‡ÒÚ¸ G, ÔÓ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡Ï ÔÓÒ‚Â˜Ë‚‡ÌËfl ˝ÚÓ„Ó ÚÂÎ‡ ÂÌÚ„ÂÌÓ‚ÒÍËÏ ËÁÎÛ˜ÂÌËÂÏ Ì‡ ‰Ë‡-
Ô‡ÁÓÌÂ ˝ÌÂ„ËË [Eα, Eβ].

í‡Í‡fl ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ Á‡‰‡˜Ë ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl ÓÔ‡‚‰‡ÌÌÓÈ ‚ ÒÎÛ˜‡flı, ÍÓ„‰‡, Ì‡ÔËÏÂ, Â˜¸ Ë‰ÂÚ
Ó Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËË ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó ÛÒÚÓÈÒÚ‚‡ ÔÓÏ˚¯ÎÂÌÌÓ„Ó ËÁ‰ÂÎËfl, ‡Á·ÓÍ‡ ÍÓÚÓÓ„Ó Ì‡ ˜‡ÒÚË ÌÂ-
‚ÓÁÏÓÊÌ‡.

Ç‚Ë‰Û ·ÓÎ¸¯Ó„Ó ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ, ÍÓÚÓ˚Â ÒÚ‡‚flÚÒfl ÔË Â¯ÂÌËË Á‡‰‡˜Ë (ÛÒÎÓ-
‚Ëfl Ì‡ „Î‡‰ÍÓÒÚ¸ „‡ÌËˆ ˜‡ÒÚÂÈ ÚÂÎ‡, ‚ıÓ‰fl˘ÂÂ ËÁÎÛ˜ÂÌËÂ, ÒÚÛÍÚÛÛ ÒÂ˜ÂÌËÈ ÚÂÎ‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚflÏË,
ıËÏË˜ÂÒÍËÈ ÒÓÒÚ‡‚ ̃ ‡ÒÚÂÈ), Ï˚ ÒÓ˜ÎË ̂ ÂÎÂÒÓÓ·‡ÁÌ˚Ï ÔË‚Ó‰ËÚ¸ ̋ ÚË ÛÒÎÓ‚Ëfl ÔÓ ıÓ‰Û ËÁÎÓÊÂÌËfl
Â¯ÂÌËfl.

ç‡ ÔÂ‚ÓÏ ˝Ú‡ÔÂ Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë Í‡ÚÍÓ ËÁÎ‡„‡ÂÚÒfl ÒÔÓÒÓ· Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl „‡ÌËˆ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓ-
ÒÚÂÈ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ËÌ‰ËÍ‡ÚÓ‡ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚÂÈ. èÓ‰Ó·ÌÓÂ ÓÔËÒ‡ÌËÂ ˝ÚÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË
‚ [5, 6]. éÒÌÓ‚Ì‡fl ̃ ‡ÒÚ¸ ‡·ÓÚ˚ ÔÓÒ‚fl˘ÂÌ‡ ‚ÚÓÓÏÛ ̋ Ú‡ÔÛ Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë – ÒÔÓÒÓ·Û ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl
ıËÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÓÒÚ‡‚‡ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚÂÈ. èË ˝ÚÓÏ Ò Û˜ÂÚÓÏ ËÌÙÓÏ‡ˆËË, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÈ Ì‡ ÔÂ‚ÓÏ
˝Ú‡ÔÂ, ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ˝ÌÂ„ÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÍ‡ÌËÓ‚‡ÌËfl ÚÂÎ‡ ÔÓ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÛ Ì‡·ÓÛ ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓ ‚˚-
·‡ÌÌ˚ı ÔflÏ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰ËÚÒfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ıËÏË˜ÂÒÍËı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚, ‚ıÓ‰fl˘Ëı ‚ ÒÓÒÚ‡‚ Í‡Ê‰ÓÈ
ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚË, Ì‡ıÓ‰flÚÒfl Ëı Ï‡ÒÒÓ‚˚Â ‰ÓÎË Ë ÔÎÓÚÌÓÒÚË Ï‡ÚÂË‡ÎÓ‚, ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘Ëı ÌÂÓ‰ÌÓ-
Ó‰ÌÓÒÚË. èÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ËÎÎ˛ÒÚËÛ˛ÚÒfl ÓÔËÒ‡ÌËÂÏ Ó‰ÌÓ„Ó ËÁ ÔÓ‚Â-
‰ÂÌÌ˚ı ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚÓ‚.

1) ê‡·ÓÚ‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ ÔË „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÔÓ‰‰ÂÊÍÂ Ì‡Û˜Ì˚ı ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ, ÔÓ‚Ó‰ËÏ˚ı ‚Â‰Û˘ËÏË Ì‡Û˜Ì˚ÏË ¯ÍÓ-
Î‡ÏË êî („‡ÌÚ çò-9004.2006.1) Ë ‚ ‡ÏÍ‡ı „‡ÌÚ‡ ‹ 06-II-ëì-01-001 ÍÓÌÍÛÒ‡ ËÌÚÂ„‡ˆËÓÌÌ˚ı ÔÓÂÍÚÓ‚ ÑÇé
êÄç Ò Ì‡Û˜Ì˚ÏË Û˜ÂÊ‰ÂÌËflÏË ëË·ËÒÍÓ„Ó Ë ì‡Î¸ÒÍÓ„Ó ÓÚ‰ÂÎÂÌËÈ êÄç.

ìÑä 519.65
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ç‡Á‡Ó‚

2. çÄïéÜÑÖçàÖ ëíêìäíìêõ íÖãÄ

Ç ‡·ÓÚ‡ı [5], [6] ËÁÛ˜‡Î‡Ò¸ ÒÎÂ‰Û˛˘‡fl Á‡‰‡˜‡ ÂÌÚ„ÂÌÓ‚ÒÍÓÈ ÚÓÏÓ„‡ÙËË. èÛÒÚ¸ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰-
Ì‡fl ÒÂ‰‡ Á‡ÌËÏ‡ÂÚ ÌÂÍÓÚÓÛ˛ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÛ˛ ‚˚ÔÛÍÎÛ˛ Ó·Î‡ÒÚ¸ G ‚ ÚÂıÏÂÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â,
ÒÓÒÚÓfl˘Û˛ ËÁ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ÔÓÔ‡ÌÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚÂÈ, Á‡ÔÓÎÌÂÌÌ˚ı ‡ÁÎË˜-
Ì˚ÏË Ï‡ÚÂË‡Î‡ÏË, Ë ÔÓ‰‚Â„‡ÂÚÒfl ÂÌÚ„ÂÌÓ‚ÒÍÓÏÛ Ó·ÎÛ˜ÂÌË˛. ë˜ËÚ‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ˝ÌÂ„Ëfl ÙÓÚÓ-
ÌÓ‚ Ò‡‚ÌËÚÂÎ¸ÌÓ ÌÂ‚ÂÎËÍ‡ Ë ÔÓˆÂÒÒ ÔÂÂÌÓÒ‡ ËÁÎÛ˜ÂÌËfl ıÓÓ¯Ó ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ÒÚ‡-
ˆËÓÌ‡Ì˚Ï ËÌÚÂ„Ó‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚Ï Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ÔÂÂÌÓÒ‡ (ÒÏ. [5]):

(1)

á‰ÂÒ¸ r – ÚÓ˜Í‡ ÚÂıÏÂÌÓ„Ó Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �
3
 Ò ÓÚÓÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ·‡ÁËÒÓÏ e1, e2, e3,

Ω = {ω ∈ �
3
 : |ω| = 1}, ω, ω' ∈ Ω, E – ˝ÌÂ„Ëfl ËÁÎÛ˜ÂÌËfl, f(r, ω, E) – ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ÔÓÚÓÍ‡ ÙÓÚÓÌÓ‚ ‚

ÚÓ˜ÍÂ r, ‰‚ËÊÛ˘ËıÒfl ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ω Ë ËÏÂ˛˘Ëı ̋ ÌÂ„Ë˛ E, µ(r, E) – ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ÔÓÎÌÓ„Ó ‚Á‡-
ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÙÓÚÓÌÓ‚ Ò ‚Â˘ÂÒÚ‚ÓÏ, k(r, ωω', E) – ËÌ‰ËÍ‡ÚËÒ‡ ‡ÒÒÂflÌËfl, J(r, ω, E) – ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸
‚ÌÛÚÂÌÌËı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ ËÁÎÛ˜ÂÌËfl. Ç Á‡ÔËÒË ω ⋅ ∇ r Ë ω ⋅ ω' ÚÓ˜Í‡ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰Â-

ÌËÂ ‚ÂÍÚÓÓ‚ ËÁ �
3
. èË ÛÔÛ„ÓÏ ‡ÒÒÂflÌËË ÙÓÚÓÌÓ‚ Ëı ˝ÌÂ„Ëfl ÌÂ ÏÂÌflÂÚÒfl, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÔÂÂÏÂÌ-

Ì‡fl E ‚ ˝ÚÓÏ ÛÔ‡‚ÎÂÌËË ÔËÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ô‡‡ÏÂÚ‡. Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ‰Îfl Ì‡Ò ·Û‰ÂÚ ‚‡ÊÌ‡
Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ µ Ë k ÓÚ ˝ÌÂ„ËË, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ˝Ú‡ ÔÂÂÏÂÌÌ‡fl ‚ Û‡‚ÌÂÌËË ÒÓı‡ÌÂÌ‡.

îÛÌÍˆËË µs(r, E) Ë µa(r, E), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Â ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ÏË

Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ ‡ÒÒÂflÌËfl Ë ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ ÔÓ„ÎÓ˘ÂÌËfl ˝ÌÂ„ËË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

ë˜ËÚ‡ÂÏ, ˜ÚÓ Ì‡ „‡ÌËˆ‡ı ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚÂÈ ÔÓ Í‡ÈÌÂÈ ÏÂÂ Ó‰ËÌ ËÁ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ µ, k, J Û‡‚-
ÌÂÌËfl (1) ËÏÂÂÚ ‡Á˚‚ I Ó‰‡ ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ. Ñ‡ÎÂÂ ˝ÚË ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚË ·Û‰ÂÏ
Ú‡ÍÊÂ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚflÏË. á‡‰‡˜‡ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËË „‡ÌËˆ ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚÂÈ (ÌÂÓ‰ÌÓ-
Ó‰ÌÓÒÚÂÈ) Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÂÂÌÓÒ‡ ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ Ì‡ „‡ÌËˆÂ Ó·Î‡ÒÚË ËÁ‚ÂÒÚÌ‡ ÔÎÓÚ-
ÌÓÒÚ¸ ‚˚ıÓ‰fl˘Â„Ó ËÁ ÌÂÂ ËÁÎÛ˜ÂÌËfl H(η, ω), η ∈ ∂G, ω ∈ Ω.

ÑÎfl Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl „‡ÌËˆ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Î‡Ò¸ Ó‰Ì‡ ËÁ ‚ÂÒËÈ ËÌ‰ËÍ‡ÚÓ‡ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚÂÈ (ÒÏ. [6]).
éÒÚ‡ÌÓ‚ËÏÒfl ‚Í‡ÚˆÂ Ì‡ ÒÛÚË ÏÂÚÓ‰‡. èÛÒÚ¸ P – ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‚ �

3
, ÔÓÓÊ‰ÂÌÌÓÂ ‚ÂÍÚÓ‡ÏË

e1, e2, ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ D = G ∩ P ÌÂ ÔÛÒÚÓ Ë D1, …, Dq – ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ‚ÒÂı ÔÎÓÒÍËı Ó·Î‡ÒÚÂÈ ‚ D, ÍÓ-
ÚÓ˚Â ÔÓÎÛ˜‡˛ÚÒfl ÔË ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËË ÔÎÓÒÍÓÒÚË P Ò ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚflÏË ËÁ G, q ≥ 2:

èÛÒÚ¸ Ω1 = Ω ∩ P, ∇ 2 = e1  + e2 , d(r, ω) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ÚÓ˜ÍË r ∈  D0 ‰Ó ∂G ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ω.

îÛÌÍˆËfl V(r, E), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ

(2)

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÌ‰ËÍ‡ÚÓÓÏ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚÂÈ. á‡ÏÂÚËÏ, ̃ ÚÓ ÔÓ‰ ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ ‚ (2) ÒÚÓËÚ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸
‚˚ıÓ‰fl˘Â„Ó ËÁ G ËÁÎÛ˜ÂÌËfl ‚ ÚÓ˜Í‡ı r + d(r, ω)ω ∈ P ∩ ∂G, ‡ Ò‡Ï ËÌÚÂ„‡Î ·ÂÂÚÒfl ÔÓ Ì‡Ô‡‚ÎÂ-
ÌËflÏ, ÎÂÊ‡˘ËÏ ‚ P. èË ‚˚ÔÓÎÌÂÌËË ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ „Î‡‰ÍÓÒÚË Ì‡ ÍÓ˝ÙÙËˆË-
ÂÌÚ˚ Û‡‚ÌÂÌËfl (1) Ë „‡ÌËˆ˚ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚÂÈ ÙÛÌÍˆËfl V(r, E) ÌÂÔÂ˚‚Ì‡ ÔÓ r (ÒÏ. [6]).

èÛÒÚ¸ z – ÚÓ˜Í‡ ÍÓÌÚ‡ÍÚ‡ ‰‚Ûı ÒÓÒÂ‰ÌËı Ó·Î‡ÒÚÂÈ Di Ë Dj, 1 ≤ i < j ≤ q, z ∈ D ∩ ∂Di ∩ ∂Dj, ‚ ÚÓ˜ÍÂ
z ÍË‚˚Â ∂Di, ∂Dj fl‚Îfl˛ÚÒfl „Î‡‰ÍËÏË, n(z) – ÌÓÏ‡Î¸ Í ∂Di ‚ ÚÓ˜ÍÂ z; ÚÓ„‰‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ˜ËÒÎÓ δ > 0 Ú‡-
ÍÓÂ, ˜ÚÓ ‰Îfl r = z + tn(z), 0 < |t| < δ, ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

(3)

ω ∇ r f r ω E, ,( )⋅ µ r E,( ) f r ω E, ,( )+
1

4π
------ k r ω ω'⋅ E, ,( ) f r ω' E, ,( ) ω'd

Ω
∫ J r ω E, ,( ).+=

µs r E,( ) 1
4π
------ k r ω ω'⋅ E, ,( ) ω', µad

Ω
∫ µ r E,( ) µs r E,( ),–= =

D Di, D0
i 1=

q

∪ Di, Di D j∩
i 1=

q

∪ ∅ , i j, i j,≠ 1 2 … q., , ,= = = =

∂
∂r1
------- ∂

∂r2
-------

V r E,( ) ∇ 2 f r r ω,( )ωd+ ω E, ,( ) ωd

Ω1

∫ , r D0, ω Ω1,∈∈=

V r E,( ) 2 M z E,( ) r z–ln F r E,( ),+=
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„‰Â M Ë F – ÌÂÍÓÚÓ˚Â Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ì‡ÎË˜ËÂ ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍÓÈ ÓÒÓ-
·ÂÌÌÓÒÚË Û ÙÛÌÍˆËË V ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Ì‡ÈÚË ÚÂ ÚÓ˜ÍË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ∂D0, ‚ ÍÓÚÓ˚ı M(z, E) ≠ 0 ÔË ‰‡ÌÌÓÈ
˝ÌÂ„ËË E.

Ç [5], [6] ‚˚‚Ó‰flÚÒfl ÙÓÏÛÎ˚ ‰Îfl ÙÛÌÍˆËË å. Ç‚Ë‰Û „ÓÏÓÁ‰ÍÓÒÚË ÔË‚Ó‰ËÚ¸ Ëı Á‰ÂÒ¸ Ï˚ ÌÂ
·Û‰ÂÏ. éÚÏÂÚËÏ ÎË¯¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ. Ç ÒÎÛ˜‡Â ÍÓ„‰‡ ‚ÌÛÚÂÌÌËÂ ËÒÚÓ˜ÌËÍË ËÁÎÛ˜ÂÌËfl ‚ ÒÂ‰Â ÓÚ-
ÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú Ë J = 0, ‡ ËÁÎÛ˜ÂÌËÂ f(z, ω, E) ·ÎËÁÍÓ Í ËÁÓÚÓÔÌÓÏÛ ‚ ÚÓ˜ÍÂ z ‰Îfl ˝ÌÂ„ËË E, ‚ÂÎË˜ËÌ‡
M(z, E) ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ ÒÍ‡˜ÍÛ �µa(z, E)� ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ ÔÓ„ÎÓ˘ÂÌËfl ‚ ÚÓ˜ÍÂ z ∈ D ∩ ∂Di ∩ ∂Dj,
ÍÓÚÓ˚È, ÔÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, ‡‚ÂÌ

ÇÓ ÏÌÓ„Ëı ÒÎÛ˜‡flı ˝ÌÂ„Ë˛ E ÏÓÊÌÓ ÔÓ‰Ó·‡Ú¸ Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ ÒÍ‡˜ÓÍ �µa(z, E)�, ‡ ‚ÏÂÒÚÂ Ò ÌËÏ Ë
ÙÛÌÍˆËfl M(z, E) ·˚ÎË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯ËÏË ‰Îfl ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ ÏÓÊÌÓ ·˚ÎÓ ÛÒÔÂ¯ÌÓ Ì‡ÈÚË ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚Ó ∂D0. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ ·Û‰ÂÚ Ì‡È‰ÂÌ‡ ˜‡ÒÚ¸ ÒÚÛÍÚÛ˚ Ó·Î‡ÒÚË G, ÎÂÊ‡˘‡fl ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË P.
àÒÔÓÎ¸ÁÛfl Ì‡·Ó ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÒÂÍÛ˘Ëı ÔÎÓÒÍÓÒÚÂÈ ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË „‡ÌËˆ˚ ‚ÒÂı ËÒÍÓÏ˚ı ÌÂÓ‰ÌÓ-
Ó‰ÌÓÒÚÂÈ ‚ G.

3. éèêÖÑÖãÖçàÖ ïàåàóÖëäéÉé ëéëíÄÇÄ

èÂ‰Î‡„‡ÂÏ˚È ÒÔÓÒÓ· ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ıËÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÓÒÚ‡‚‡ ÓÒÌÓ‚‡Ì Ì‡ ÚÓÏ, ˜ÚÓ ‰Îfl ‡ÁÎË˜Ì˚ı
ıËÏË˜ÂÒÍËı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ Ëı ÔÓÎÌÓ„Ó ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ËÏÂ˛Ú ‡Á˚‚˚ ÔË ‡ÁÎË˜-
Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı ˝ÌÂ„ËË E. Ñ‡ÎÂÂ Â˜¸ ‚ÒÂ„‰‡ ·Û‰ÂÚ Ë‰ÚË Ó ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ı µ(E) Ë µa(E), ÓÚÌÓÒfl-
˘ËıÒfl Í Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚Ï (ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ) ‚Â˘ÂÒÚ‚‡Ï ËÎË ıËÏË˜ÂÒÍËÏ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ï,
ÔÓ˝ÚÓÏÛ ‡„ÛÏÂÌÚ r Û µ Ë µa ÓÔÛ˘ÂÌ. ÑÎfl ·ÓÎÂÂ ÔÓ‰Ó·ÌÓ„Ó ËÁÛ˜ÂÌËfl Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË µ Ë µa ÓÚ ˝ÌÂ-
„ËË E ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎËÒ¸ Ú‡·ÎËˆ˚ ËÁ [7], ÍÓÚÓ˚Â ÒÓ‰ÂÊ‡Ú ‰‡ÌÌ˚Â ‰Îfl 92 ıËÏË˜ÂÒÍËı ̋ ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ÓÚ
‚Ó‰ÓÓ‰‡ ‰Ó Û‡Ì‡ ‚ÍÎ˛˜ËÚÂÎ¸ÌÓ Ë 48 ‚Â˘ÂÒÚ‚ ÒÎÓÊÌÓ„Ó ıËÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÓÒÚ‡‚‡, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘Ëı
ËÌÚÂÂÒ ‰Îfl ‰ÓÁËÏÂÚËË. Ñ‡ÌÌ˚Â ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ‚ ‚Ë‰Â ÒÂÚÓ˜Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ‰Îfl fl-
‰‡ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ˝ÌÂ„ËË ËÁ ÔÓÏÂÊÛÚÍ‡ 1 Í˝Ç–20 å˝Ç. ÑÎfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ËÌÙÓÏ‡ˆËË Ó· ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ı Ò
‡ÚÓÏÌ˚ÏË ÌÓÏÂ‡ÏË ÓÚ Z = 93 ‰Ó Z = 100 Ì‡ÏË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Î‡Ò¸ ·‡Á‡ ‰‡ÌÌ˚ı ËÁ [8]. Å˚Î‡ Ì‡ÔËÒ‡Ì‡
ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌ‡fl ÔÓ„‡ÏÏ‡, ‡Ì‡ÎËÁËÛ˛˘‡fl ‰‡ÌÌ˚Â Ó 100 ıËÏË˜ÂÒÍËı ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ı, ÓÒÌÓ‚Ì˚Â Â-
ÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‡·ÓÚ˚ ÍÓÚÓÓÈ ÒÓÒÚÓflÚ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ.

1. ç‡ ÔÓÏÂÊÛÚÍÂ 1 Í˝Ç–20 å˝Ç ÙÛÌÍˆËË µ(E) Ë µa(E) ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚
‚Ò˛‰Û, ÍÓÏÂ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ÚÓ˜ÂÍ, ‚ ÍÓÚÓ˚ı ÓÌË Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ ËÏÂ˛Ú ‡Á˚‚ I Ó‰‡. í‡ÍËÂ
ÁÌ‡˜ÂÌËfl ̋ ÌÂ„ËË Ï˚ ·Û‰ÂÏ Ú‡ÍÊÂ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ÒÍ‡˜Í‡ÏË. éÚÏÂÚËÏ, ̃ ÚÓ Ì‡ÎË˜ËÂ ÒÍ‡˜ÍÓ‚ Û ÙÛÌÍˆËÈ
µ(E), µa(E) ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÙËÁË˜ÂÒÍËı ÏÓ‰ÂÎÂÈ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ËÁÎÛ˜ÂÌËfl Ò ‚Â˘ÂÒÚ‚ÓÏ, Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÍÓ-
ÚÓ˚ı ÒÚÓËÎËÒ¸ Ú‡·ÎËˆ˚ ‚ [7]. èË ˝ÚÓÏ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ÒÍ‡˜ÍÓ‚ ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ Í‡Í Ó˜ÂÌ¸ Ï‡ÎÂÌ¸ÍËÏË,
Ú‡Í Ë ·ÓÎ¸¯ËÏË. ÑÎfl ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ Ò ÌÓÏÂ‡ÏË Z ÏÂÌ¸¯Â 11 ÙÛÌÍˆËË µ(E) Ë µa(E) ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ Ì‡
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÏ ÔÓÏÂÊÛÚÍÂ ˝ÌÂ„ËË.

2. ÑÎfl ‡ÁÌ˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ‚ÒÂ ÚÓ˜ÍË ‡Á˚‚‡ E ' ÙÛÌÍˆËÈ µ(E), µa(E) ‚ÒÂ„‰‡ ‡ÁÎË˜Ì˚. é·˘ÂÂ
˜ËÒÎÓ ‚ÒÂı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÒÍ‡˜ÍÓ‚ (‰Îfl ‚ÒÂı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚) ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ 566. ë‡Ï˚È ÔÂ‚˚È ÒÍ‡˜ÓÍ (‚ ÔÓ-
fl‰ÍÂ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÌËfl ÔÓ ˝ÌÂ„ËË) ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÔË E ' = 1.002 Í˝Ç (‰Îfl ÙÂÏËfl), ‡ Ò‡Ï˚È ÔÓÒÎÂ‰ÌËÈ –
ÔË E' = 143.1 Í˝Ç (ÚÓÊÂ ‰Îfl ÙÂÏËfl).

3. ÑÎfl ‚ÒÂı ‚Â˘ÂÒÚ‚ ‚ ÚÓ˜Í‡ı ‡Á˚‚‡ E ' ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ µ(E), µa(E) ‚ÒÂ„‰‡ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛Ú, ÔË
˝ÚÓÏ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ µ*(E ') = µ(E ' + 0)/µ(E ' – 0) – ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ Ô‡‚Ó„Ó ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÍÓ˝ÙÙË-
ˆËÂÌÚ‡ µ Í ÎÂ‚ÓÏÛ ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÏÛ ÁÌ‡˜ÂÌË˛ ‚ ÚÓ˜ÍÂ E' ÏÂÌflÂÚÒfl ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÓÚ 1.0044 (‰Îfl ÂÌËfl) ‰Ó
12.02 (‰Îfl Ï‡„ÌËfl). ÖÒÎË ‡ÒÒÏÓÚÂÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÒÍ‡˜ÍÓ‚, ‚ ÍÓÚÓÓÂ ÓÚ Í‡Ê‰Ó„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ‚ÁflÚ
ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ËÌ ÒÍ‡˜ÓÍ Ò Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ µ*(E '), ÚÓ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‚ ÌÂÏ ÒÓÒÚ‡‚ËÚ
µ*(E ') = 3.20 ‰Îfl ÙÂÏËfl. ùÚÓ Ó·ÒÚÓflÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó (‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯‡fl ‚ÂÎË˜ËÌ‡ µ*(E ')) ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ,
Í‡Í ÒÚ‡ÌÂÚ flÒÌÓ ËÁ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Â„Ó, ÛÚ‚ÂÊ‰‡Ú¸, ˜ÚÓ Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËÂ Î˛·Ó„Ó ıËÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ‚
ÒÓÒÚ‡‚Â Ï‡ÚÂË‡Î‡ ‚Ó ÏÌÓ„Ëı ÒÎÛ˜‡flı ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓ‚Â‰ÂÌÓ ÛÒÔÂ¯ÌÓ. á‡ÏÂÚËÏ, ̃ ÚÓ ‚ÒÂ ÔÂ‰ÂÎ¸-
Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl µ(E ' + 0) Ë µ(E ' – 0), ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌÌ˚Â Á‰ÂÒ¸ ÔË ‡Ò˜ÂÚ‡ı, ·‡ÎËÒ¸ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ
ËÁ [7], ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸ ̋ ÚËı ‡Ò˜ÂÚÓ‚ Ì‡ÔflÏÛ˛ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÚÓ˜ÌÓÒÚË ‰‡ÌÌ˚ı ‚ Ú‡·ÎËˆ‡ı ‡·ÓÚ˚ [7].

ç‡ ÙË„. 1 ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËË ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ „‡ÙËÍË Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË µ(E) Ë µa(E) ‰Îfl ÁÓÎÓÚ‡.
ç‡ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÓÒË ÓÚÎÓÊÂÌÓ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ˝ÌÂ„ËË E, å˝‚, Ì‡ ‚ÂÚËÍ‡Î¸ÌÓÈ – ÁÌ‡˜ÂÌËfl µ(E), ÒÏ–1

(ÒÔÎÓ¯Ì‡fl ÍË‚‡fl), Ë µa(E), ÒÏ–1 (¯ÚËıÓ‚‡fl ÍË‚‡fl). å‡Ò¯Ú‡· ÔÓ Ó·ÂËÏ ÓÒflÏ ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍËÈ.
ÑÎfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ıËÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÓÒÚ‡‚‡ ÚÂÎ‡, ‚ÌÛÚÂÌÌ˛˛ ÒÚÛÍÚÛÛ ÍÓÚÓÓ„Ó ÛÊÂ Ò˜ËÚ‡ÂÏ

Ì‡È‰ÂÌÌÓÈ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Ì‡ÎË˜ËÂ ÒÍ‡˜ÍÓ‚ Û ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ µ(E) Ë ËÌ‰Ë‚Ë‰Û‡Î¸ÌÓÒÚ¸ Ì‡·Ó‡ Ú‡-
ÍËı ÒÍ‡˜ÍÓ‚ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ıËÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡. Ñ‡ÎÂÂ ·Û‰ÂÏ Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û-
˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl:

�µa z E,( )� µa r' E,( )
r' z→
lim µa r'' E,( ), r' Di, r'' D j.∈∈

r'' z→
lim–=
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ç‡Á‡Ó‚

‡) Ó·Î‡ÒÚ¸ G ÔÓ‰‚Â„‡ÂÚÒfl ‚ÌÂ¯ÌÂÏÛ Ó·ÎÛ˜ÂÌË˛, ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ÔÓÚÓÍ‡ ÍÓÚÓÓ„Ó h(ξ, ω, E) Ì‡ ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚË G ÌÂÔÂ˚‚Ì‡ ÔÓ ‚ÒÂÏ ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï:

·) ÙÛÌÍˆËfl h ËÏÂÂÚ ÍÓÎÎËÏËÓ‚‡ÌÌ˚È ı‡‡ÍÚÂ ÔÓ (ξ, ω), Ú‡Í ˜ÚÓ h(ξ, ω, E) ÓÚÎË˜ÌÓ ÓÚ ÌÛÎfl
ÎË¯¸ ‰Îfl (ξ, ω), Ï‡ÎÓ ÓÚÎË˜‡˛˘ËıÒfl ÓÚ ÌÂÍÓÚÓ˚ı Á‡‰‡ÌÌ˚ı (ξ0, ω0);

‚) ‡ÒÒÂflÌËÂÏ ‚ G ÏÓÊÌÓ ÔÂÌÂ·Â˜¸;
„) ‚ G ÌÂÚ ‚ÌÛÚÂÌÌËı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ ËÁÎÛ˜ÂÌËfl (J = 0).

èÛÒÚ¸ r0 ∈ D0, ξ0 = r0 – d(r0, –ω0)ω0, η0 = r0 + d(r0, ω0)ω0. è‡‡ (r0, ω0) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÔflÏÛ˛ , ÎÂ-
Ê‡˘Û˛ ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË P, ÍÓÚÓ‡fl ÔÓıÓ‰ËÚ ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍÛ r0 ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ω0 Ë ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ ∂D ‚ ÚÓ˜-
Í‡ı ξ0 Ë η0. èÛÒÚ¸ H(η0, ω0, E) ÂÒÚ¸ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ‚˚ıÓ‰fl˘Â„Ó ËÁ G ËÁÎÛ˜ÂÌËfl ‚ ÚÓ˜ÍÂ η0 ∈ ∂G. èflÏ‡fl

 ËÏÂÂÚ ÌÂÔÛÒÚ˚Â ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl Ò ÌÂÍÓÚÓ˚ÏË ËÁ ÔÎÓÒÍËı Ó·Î‡ÒÚÂÈ D1, …, Dq.
é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ A1, …, Aq ‚Â˘ÂÒÚ‚‡, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ Ó·Î‡ÒÚflÏ D1, …, Dq, Ú‡Í ˜ÚÓ Í‡Ê‰‡fl

Ó·Î‡ÒÚ¸ Di Á‡ÔÓÎÌÂÌ‡ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÓÏ Ai, i = 1, 2, …, q, Ë ÔÛÒÚ¸ µ1(E), …, µq(E) – ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÔÓÎÌÓ„Ó
‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ‚Â˘ÂÒÚ‚ A1, …, Aq. ÖÒÎË Xi1, …, Xir – ‚ÒÂ ıËÏË˜ÂÒÍËÂ ̋ ÎÂÏÂÌÚ˚, ‚ıÓ‰fl˘ËÂ ‚ ÒÓÒÚ‡‚
‚Â˘ÂÒÚ‚‡ Ai, µxi1(E), …, µxir(E) – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÔÓÎÌÓ„Ó ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl,
ρxi1, …, ρxir – ÔÎÓÚÌÓÒÚË, wi1, …, wir – Ï‡ÒÒÓ‚˚Â ‰ÓÎË ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ Xi1, …, Xir ‚ ÒÓÒÚ‡‚Â Ai Ë ρi – ÔÎÓÚ-
ÌÓÒÚ¸ ‚Â˘ÂÒÚ‚‡ Ai, ÚÓ, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ [7], ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ ÙÓÏÛÎ‡

(4)

éÚÒ˛‰‡ ‚Ë‰ÌÓ, ̃ ÚÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ‡Á˚‚Ó‚ ÙÛÌÍˆËË µi(E) ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚
‚ÒÂı ‡Á˚‚Ó‚ ÙÛÌÍˆËË µxi1(E), …, µxir(E). îÛÌÍˆËfl h(ξ0, ω0, E) ÌÂÔÂ˚‚Ì‡ ÔÓ E, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÙÛÌÍˆËfl
H(η0, ω0, E) ·Û‰ÂÚ ËÏÂÚ¸ ‡Á˚‚ ÔË ÌÂÍÓÚÓÓÏ E ' ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ Ì‡ ÔÛÚË ‰‚ËÊÂÌËfl
ÙÓÚÓÌ‡, ‚˚ıÓ‰fl˘Â„Ó ËÁ G ‚ ÚÓ˜ÍÂ η0 Ë ‰‚ËÊÛ˘Â„ÓÒfl ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ω0, ‚ÒÚÂ˜‡ÎÒfl ıËÏË˜ÂÒÍËÈ
˝ÎÂÏÂÌÚ, ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ µ(E) ÍÓÚÓÓ„Ó ËÏÂÎ ‡Á˚‚ ÔË E = E '. èÓ‚Â‰fl ËÁÏÂÂÌËfl ÙÛÌÍˆËË
H(η0, ω0, E) Ì‡ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ ̋ ÌÂ„ËË [Eα, Eβ], ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÏ ÒÍ‡˜ÍË ÙÛÌÍˆËÈ µ(E) ‰Îfl ‚ÒÂı ıËÏË˜ÂÒÍËı
˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ (Z = 1–100), Ï˚ ÔÓ ‡Á˚‚‡Ï H(η0, ω0, E) Ì‡È‰ÂÏ ‚ÒÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ˚, ÍÓÚÓ˚Â ‚ÒÚÂ˜‡ÎËÒ¸
Ì‡ Ú‡ÂÍÚÓËË ‰‚ËÊÂÌËfl ÙÓÚÓÌ‡. ÑÎfl Í‡ÚÍÓÒÚË ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı Ú‡ÍËı ıËÏË˜ÂÒÍËı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚

·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ÒÔÂÍÚÓÏ ÔflÏÓÈ . èÓ‚Â‰ÂÏ Ú‡ÍËÂ ËÁÏÂÂÌËfl ÔÓ ‚ÒÂ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Ï ÔflÏ˚Ï, ÔÂ-
ÂÒÂÍ‡˛˘ËÏ D0, Ë ÔÓÔ˚Ú‡ÂÏÒfl ÔÓ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡Ï ËÁÏÂÂÌËÈ ÛÍ‡Á‡Ú¸ ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Di ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ ÂÈ Ì‡·Ó ıËÏË˜ÂÒÍËı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ Xi1, …, Xir.

ëÌ‡˜‡Î‡ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒËÚÛ‡ˆË˛, ÍÓ„‰‡ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸ ËÁÏÂÂÌËfl ‚˚ıÓ‰fl˘Â„Ó ËÁ ÚÂÎ‡ ËÁÎÛ˜ÂÌËfl
H(η0, ω0, E) fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂ‚˚ÒÓÍÓÈ (Ì‡ÔËÏÂ, ÔÓ ÔË˜ËÌÂ ÚÂıÌË˜ÂÒÍËı ÚÛ‰ÌÓÒÚÂÈ ËÁÏÂÂÌËfl ÔÂ-

l̂0

l̂0

µi E( ) ρi wik

µxik E( )
ρxik

-----------------.
k 1=

r

∑=

l̂0

105

104

103

101

102

100

10–1

10–3 10–2 10–1 100 101

E, å˝‚

µ(E), ÒÏ–1

îË„. 1.
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‰ÂÎ¸Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ H(η0, ω0, E ' + 0), H(η0, ω0, E ' – 0) ‚ ÚÓ˜Í‡ı ‡Á˚‚‡ E '), Ú‡Í ˜ÚÓ Ï˚ Ò Û‚ÂÂÌÌÓ-
ÒÚ¸˛ ÏÓÊÂÏ „Ó‚ÓËÚ¸ ÎË¯¸ Ó Ì‡ÎË˜ËË ‡Á˚‚Ó‚ Û ÙÛÌÍˆËË H ÔË ÌÂÍÓÚÓ˚ı E '.

Ç‚Â‰ÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl:
A = {A1, …, Aq} – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ı ‚Â˘ÂÒÚ‚.

� – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÔflÏ˚ı  Ì‡ P, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı  ∩ D0 ≠ ∅,

 – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı  ËÁ � Ú‡ÍËı, ˜ÚÓ  ∩ Di ≠ ∅,

 – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı  ËÁ � Ú‡ÍËı, ˜ÚÓ  ∩ Di = ∅,

 – Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ A Ú‡ÍÓÂ, ̃ ÚÓ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó Ak ËÁ  ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‚ÍÎ˛˜ÂÌËÂ

 ⊂  (Ú.Â. Ak ‚ÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl ‚  ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ‚ÒflÍ‡fl ÔflÏ‡fl, ÔÂÂÒÂÍ‡˛˘‡fl Di,
ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ Ë Dk),

 – Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ A Ú‡ÍÓÂ, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó Ak ËÁ  ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó \  ÌÂ-

ÔÛÒÚÓ (Ú.Â. Ak ‚ÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl ‚  ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔflÏ‡fl, ÍÓÚÓ‡fl ÔÂÂÒÂ-
Í‡ÂÚ Dk Ë ÌÂ ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ Di).

üÒÌÓ, ˜ÚÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡  Ë  ÌÂÔÛÒÚ˚ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó i = 1, 2, …, q Ë Ai ∈ , ‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡  Ë

 ÏÓ„ÛÚ ÓÍ‡Á‡Ú¸Òfl ÔÛÒÚ˚ÏË ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓ˚ı i. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó  ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ‚ÒÂı ‚Â˘ÂÒÚ‚, ÍÓÚÓ˚Â

‚ıÓ‰flÚ ‚ ÒÔÂÍÚ Í‡Ê‰ÓÈ ÔflÏÓÈ ËÁ , ‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó  ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ‚ÒÂı ‚Â˘ÂÒÚ‚, ÍÓÚÓ˚Â ‚ıÓ‰flÚ

‚ ÒÔÂÍÚ ÔÓ Í‡ÈÌÂÈ ÏÂÂ Ó‰ÌÓÈ ÔflÏÓÈ ËÁ .

ìÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ 1. ÑÎfl Î˛·˚ı i, j = 1, 2, …, q ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡  Ë  ÏÓÊÌÓ ÔÓÒÚÓËÚ¸ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛
ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ÔflÏ˚ı ËÁ �.

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ÑÎfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Di ÒÌ‡˜‡Î‡ ‚˚·ÂÂÏ ËÁ Ì‡·Ó‡ {D1, …, Dq} ‚ÒÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Dk,

‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı \  ≠ ∅. ÑÎfl Ú‡ÍËı Dk ‚˚·ÂÂÏ ÔÓ Ó‰ÌÓÈ ÔflÏÓÈ  ËÁ \  Ë Ì‡È‰ÂÏ ÂÂ ÒÔÂÍÚ.

é·˙Â‰ËÌÂÌËÂ ‚ÒÂı ˝ÚËı ÒÔÂÍÚÓ‚ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò . Ñ‡ÎÂÂ, ËÁ Ì‡·Ó‡ {D1, …, Dq} ‚˚·ÂÂÏ ‚ÒÂ ÏÌÓ-

ÊÂÒÚ‚‡ Dt, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı \  ≠ ∅. ÑÎfl Ú‡ÍËı Dt ‚˚·ÂÂÏ ÔÓ Ó‰ÌÓÈ ÔflÏÓÈ  ËÁ \  Ë Ì‡È‰ÂÏ

ÂÂ ÒÔÂÍÚ. èÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ ‚ÒÂı ˝ÚËı ÒÔÂÍÚÓ‚ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò . ìÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ 1 ‰ÓÍ‡Á‡ÌÓ.

ëÙÓÏÛÎËÛÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ‰‚‡ ÛÒÎÓ‚Ëfl.
ìÒÎÓ‚ËÂ 1. ÑÎfl Î˛·˚ı i, j = 1, 2, …, q, i ≠ j ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ai Ë Aj ÌÂ ÒÓ‰ÂÊ‡Ú Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ı ıËÏË˜Â-

ÒÍËı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚. 

ìÒÎÓ‚ËÂ 2. ÑÎfl Î˛·˚ı i, j = 1, 2, …, q, i ≠ j ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔflÏ‡fl  ËÁ � Ú‡Í‡fl, ̃ ÚÓ  ËÏÂÂÚ ÌÂÔÛÒÚÓÂ
ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ Ò Ó‰ÌËÏ, Ë ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ÌËÏ, ËÁ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Di, Dj.

ãÂ„ÍÓ ‚Ë‰ÂÚ¸, ˜ÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ 2 ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ:

(5)

ìÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ 2. èÛÒÚ¸ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÛÒÎÓ‚Ëfl 1 Ë 2, ÚÓ„‰‡ ‚ÂÌÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ:

1) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ \  = Ai, i = 1, 2, …, q;

2) ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡  Ë , ‡ ‚ÏÂÒÚÂ Ò ÌËÏ Ë ıËÏË˜ÂÒÍËÈ ÒÓÒÚ‡‚ ‚ÒÂı Ó·Î‡ÒÚÂÈ D1, …, Dq ÏÓ„ÛÚ
·˚Ú¸ Ì‡È‰ÂÌ˚ ÔÛÚÂÏ ÔÓÒ‚Â˜Ë‚‡ÌËfl Ó·Î‡ÒÚË D0 ÔÓ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÛ ˜ËÒÎÛ ÔflÏ˚ı ËÁ �.

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. üÒÌÓ, ˜ÚÓ Ai ∈ \ . ÖÒÎË ‰Îfl j ≠ i ·Û‰ÂÚ Aj ∉ , ÚÓ \  = ∅ Ë, ‚ ÒËÎÛ (5),

\  ≠ ∅, ÌÓ ÚÓ„‰‡ Aj ∉ , ÔÓ˝ÚÓÏÛ Ai ∉ \  Ë ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‰ÓÍ‡Á‡ÌÓ. ÇÚÓÓÂ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ
ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËfl 1. ìÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ 2 ‰ÓÍ‡Á‡ÌÓ.

ÖÒÎË Ai – ıËÏË˜ÂÒÍËÈ ˝ÎÂÏÂÌÚ, ÚÓ ıËÏË˜ÂÒÍËÈ ÒÓÒÚ‡‚ Ó·Î‡ÒÚË Di ÏÓÊÌÓ Ò˜ËÚ‡Ú¸ Ì‡È‰ÂÌÌ˚Ï.
Ç ÔÓÚË‚ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË ËÁÎÓÊÂÌÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ Ï˚ ÏÓÊÂÏ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÂÂ˜ËÒÎËÚ¸ ‚ÒÂ
ıËÏË˜ÂÒÍËÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ˚, ‚ıÓ‰fl˘ËÂ ‚ ÒÓÒÚ‡‚ Di.
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ç‡Á‡Ó‚

ÖÒÎË Í‡Ê‰ÓÂ ÒÂ˜ÂÌËÂ Ó·Î‡ÒÚË G ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚Ï Ì‡Ï Ì‡·ÓÓÏ ÒÂÍÛ˘Ëı ÔÎÓÒÍÓÒÚÂÈ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ó-
flÂÚ ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚Ï ‚˚¯Â ÛÒÎÓ‚ËflÏ 1 Ë 2, ÚÓ ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ıËÏË˜ÂÒÍËÈ ÒÓÒÚ‡‚ ‚ÒÂı ˜‡ÒÚÂÈ ÚÂÎ‡.

ìÒÎÓ‚ËÂ 1 ‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ Ó·ÂÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ, ÌÓ ÂÒÎË ‚ ÚÓ˜Í‡ı ‡Á˚‚‡ ÔÓ ˝ÌÂ„ËË E ' ‚ÂÎË˜ËÌ˚
H(η0, ω0, E ' + 0) Ë H(η0, ω0, E ' – 0) ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ˚ Ò ÔËÂÏÎÂÏÓÈ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛, ÚÓ ÓÚ ÌÂ„Ó
ÏÓÊÌÓ ÓÚÍ‡Á‡Ú¸Òfl Ë ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚË Di Ì‡ÈÚË ÔÂÂ˜ÂÌ¸ ‚ÒÂı Ì‡ıÓ‰fl˘ËıÒfl ‚ ÌÂÈ ıËÏË˜ÂÒÍËı
˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚, Ëı Ï‡ÒÒÓ‚˚Â ‰ÓÎË Ë ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ Ï‡ÚÂË‡Î‡ ‚ ˝ÚÓÈ ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚË. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ˝ÚÛ ÒËÚÛ‡ˆË˛.

Ñ‡ÎÂÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl:
X1, …, XN – ÔÂÂ˜ÂÌ¸ ‚ÒÂı ıËÏË˜ÂÒÍËı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚, ÔËÒÛÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ‚ D0,
µx1(E), …, µxN(E) – ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÔÓÎÌÓ„Ó ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ‰Îfl X1, …, XN.
ÑÎfl Í‡Ê‰Ó„Ó Xi ‚˚·ÂÂÏ Í‡ÍÛ˛-ÌË·Û‰¸ ˝ÌÂ„Ë˛ Ei, Ì‡ ÍÓÚÓÓÈ ÙÛÌÍˆËfl µxi(E) ËÏÂÂÚ ÒÍ‡˜ÓÍ;

ÚÓ„‰‡, ‚ ÒËÎÛ ‡ÌÂÂ ÒÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó, ËÏÂÂÏ

(6)

ρx1, …, ρxN – ÔÎÓÚÌÓÒÚË X1, …, XN ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ρ1, …, ρN – ÔÎÓÚÌÓÒÚË (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒÎÓÊÌ˚ı
ÔÓ ÒÓÒÚ‡‚Û) ‚Â˘ÂÒÚ‚ ËÁ Ó·Î‡ÒÚÂÈ D1, …, Dq, µ1(E), …, µq(E) – ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÔÓÎÌÓ„Ó ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈ-
ÒÚ‚Ëfl ‚ Ó·Î‡ÒÚflı D1, …, Dq, wkj – Ï‡ÒÒÓ‚‡fl ‰ÓÎfl ıËÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ Xj ‚ Ó·Î‡ÒÚË Dk, k = 1, 2, …, q,

j = 1, 2, …, N,  – ÔflÏ‡fl ËÁ �, lk – ÎËÌÂÈÌ‡fl ÏÂ‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡  ∩ Dk, k = 1, 2, …, q, h(E), H(E) –
ÔÎÓÚÌÓÒÚË ‚ıÓ‰fl˘Â„Ó ‚ D Ë ‚˚ıÓ‰fl˘Â„Ó ËÁ D ËÁÎÛ˜ÂÌËfl ‚ ÚÓ˜Í‡ı ∂D Ë ‰Îfl Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl, ÓÔÂ‰Â-

ÎflÂÏÓ„Ó ÔflÏÓÈ  ‰Îfl ˝ÌÂ„ËË E.

Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ‰Îfl Ô‡‚˚ı Ë ÎÂ‚˚ı ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ:

(7)

ë Û˜ÂÚÓÏ ÒÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó ‰Îfl ÙÛÌÍˆËÈ µk(E) ËÏÂÂÏ (ÒÏ. ÙÓÏÛÎÛ (4))

(8)

Ç‚Â‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl  = H(Ej ± 0),  = h(Ej ± 0),  = µk(Ej ± 0),  = µxi(Ej ± 0), i, j = 1, 2, …, N,
k = 1, 2, …, q. íÓ„‰‡, ‚ ÒËÎÛ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚË h ÔÓ E, ËÁ (7) ÔÓÎÛ˜ËÏ

ËÎË

(9)

àÁ (8) Ë (6) ËÏÂÂÏ

(10)

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl (10) ‚ (9), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(11)

„‰Â

(12)

µxi E j 0+( ) µxi E j 0–( )– 0, i> j,=

µxi E j 0+( ) µxi E j 0–( )– 0, i j,≠=

l̂ l̂
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(13)

èÓÍÓÏÏÂÌÚËÛÂÏ ÙÓÏÛÎ˚ (11)–(13). ÑÎfl Í‡Ê‰Ó„Ó ıËÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ̋ ÎÂÏÂÌÚ‡ Xj ‚ÂÎË˜ËÌ‡  –  =

= µxj(Ej + 0) – µxj(Ej – 0) ‚ÒÂ„‰‡ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡. ÇÂÎË˜ËÌ˚  Ë  Ò˜ËÚ‡ÂÏ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ÏË ËÁ ÂÁÛÎ¸-

Ú‡ÚÓ‚ ÔÓÒ‚Â˜Ë‚‡ÌËfl ÚÂÎ‡ ‚‰ÓÎ¸ ÔflÏÓÈ , ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ρxj, , , j = 1, 2, …, N, ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ ËÁ Ú‡·-
ÎËˆ ‡·ÓÚ˚ [7], ‚ÂÎË˜ËÌ˚ lk, k = 1, 2, …, q, Ò˜ËÚ‡ÂÏ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ÏË ËÁ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë Ó
Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËË „‡ÌËˆ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚÂÈ. ÇÂÎË˜ËÌ˚ ρk Ë wkj, k = 1, 2, …, q, j = 1, 2, …, N, Ì‡Ï ÌÂËÁ-
‚ÂÒÚÌ˚. Ç ËÚÓ„Â Ï˚ ËÏÂÂÏ N + q Û‡‚ÌÂÌËÈ (11), (13) ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Nq + q ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı. Ç ÒÎÛ˜‡Â
q = 1 ÒËÒÚÂÏ‡ (11), (13) ÎÂ„ÍÓ ‡ÁÂ¯ËÏ‡. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â l1ρ1w1j = γj, j = 1, 2, …, N, ÓÚÍÛ‰‡

(14)

ÑÎfl Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë ÔË q ≥ 2 Ò‰ÂÎ‡ÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ. àÁ � ‚˚·ÂÂÏ q ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÔflÏ˚ı , …, 

Ë Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ ltk ÎËÌÂÈÌÛ˛ ÏÂÛ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡  ∩ Dk, t, k = 1, 2, …, q. èÓ‚Â‰ÂÏ ÔÓˆÂ‰ÛÛ

“ÔÓÒ‚Â˜Ë‚‡ÌËfl” ÚÂÎ‡ ‚‰ÓÎ¸ Í‡Ê‰ÓÈ ÔflÏÓÈ  ‰Îfl ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ˝ÌÂ„ËË Ej ± 0, j = 1, 2, …, N, Ë ÓÔÂ-

‰ÂÎËÏ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ γtj, t = 1, 2, …, q, j = 1, 2, …, N, Ú‡Í ÊÂ Í‡Í Ï˚ ˝ÚÓ ‰ÂÎ‡ÎË ‡Ì¸¯Â ‰Îfl ÔflÏÓÈ 

(ÔÂ‚˚È ËÌ‰ÂÍÒ Û γtj – ÌÓÏÂ ÔflÏÓÈ , ‡ ‚ÚÓÓÈ – ÌÓÏÂ ˝ÌÂ„ËË Ej). ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘Û˛
ÔË ˝ÚÓÏ ÒËÒÚÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÈ

(15)

„‰Â

ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ρk, wkj. ëÓ‚ÓÍÛÔÌ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ (15), (13) ÒÓ‰ÂÊËÚ Nq + q Û‡‚-
ÌÂÌËÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Nq + q ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı. ëÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ ÒÎÂ‰Û˛˘‡fl

íÂÓÂÏ‡. ÖÒÎË q × q-Ï‡ÚËˆ‡ L = ||ltk|| ÌÂ ‚˚ÓÊ‰ÂÌ‡, ÚÓ ÒËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ Ë ÛÒÎÓ‚ËÈ (15),
(13) ‡ÁÂ¯ËÏ‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ρk, wkj Ë ÂÂ Â¯ÂÌËÂ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓ.

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ÅÛ‰ÂÏ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ (15) Í‡Í ÒËÒÚÂÏÛ ÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Nq
ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÈ ρkwkj, ÍÓÚÓ˚Â ÛÔÓfl‰Ó˜ËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: (ρ1w11, ρ2w21, …
…, ρqwq1, ρ1w12, …, ρqwq2, …, ρ1w1N, …, ρqwqN). ì‡‚ÌÂÌËfl ‡ÒÔÓÎÓÊËÏ Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ ÔË ÙËÍÒËÓ‚‡Ì-
ÌÓÏ j ÒÌ‡˜‡Î‡ ÏÂÌflÎÒfl ËÌ‰ÂÍÒ t ÓÚ 1 ‰Ó q, ‡ ÔÓÒÎÂ ˝ÚÓ„Ó j ‚ÓÁ‡ÒÚ‡Î Ì‡ 1 Ë ‚ÒÂ ÔÓ‚ÚÓflÎÓÒ¸. íÓ„‰‡
ÓÒÌÓ‚Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÒËÒÚÂÏÂ (15), ·Û‰ÂÚ ËÏÂÚ¸ ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓ-·ÎÓ˜Ì˚È ‚Ë‰, ÔË ÍÓ-
ÚÓÓÏ Ì‡ ‰Ë‡„ÓÌ‡ÎË ·Û‰ÂÚ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÓ N Ï‡ÚËˆ L:

ÑÂÚÂÏËÌ‡ÌÚ ˝ÚÓÈ Ï‡ÚËˆ˚ ‡‚ÂÌ |L|q Ë ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÌÂ ‚˚ÓÊ‰ÂÌ. áÌ‡˜ËÚ, ÒËÒÚÂÏ‡ (15) ËÏÂÂÚ Â‰ËÌ-
ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ρkwkj = akj, k = 1, 2, …, q, i = 1, 2, …, N. Ç ÒËÎÛ ÛÒÎÓ‚ËÈ (13) ÔÓÎÛ˜ËÏ

(16)

ÓÚÍÛ‰‡

(17)
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ç‡Á‡Ó‚

ë ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, ÒËÒÚÂÏÂ (15) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÔÓ Í‡ÈÌÂÈ ÏÂÂ Ó‰ËÌ Ì‡·Ó ÍÓÌÍÂÚÌ˚ı ‰‡ÌÌ˚ı
, , k = 1, 2, …, q, j = 1, 2, …, N, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÈ Ú‡ÍÊÂ ÒËÒÚÂÏÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ Ë ÛÒÎÓ‚ËÈ (13),

ÔÓ˝ÚÓÏÛ ρkwkj =  = akj. áÌ‡˜ËÚ,  Ë  Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ‡‚ÂÌÒÚ‚‡Ï (16) Ë (17), ÔÓ˝ÚÓÏÛ ρk = 

Ë wkj =  ‰Îfl k = 1, 2, …, q, j = 1, 2, …, N. íÂÓÂÏ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ. àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓ-·ÎÓ˜Ì˚È ‚Ë‰ ÒËÒÚÂÏ˚ (15), ÂÂ Â¯ÂÌËÂ akj, k = 1, 2, …, q,
j = 1, 2, …, N, ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ Ò‡‚ÌËÚÂÎ¸ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÈ ÙÓÏÂ. èÛÒÚ¸ L(k, j) – Ï‡ÚËˆ‡, ÍÓÚÓ‡fl ÔÓÎÛ-
˜‡ÂÚÒfl ËÁ L ÔÛÚÂÏ Á‡ÏÂÌ˚ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ÂÂ k-„Ó ÒÚÓÎ·ˆ‡ l1k, …, lqk Ì‡ ˜ËÒÎ‡ γ1j, …, γqj ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ Ë
|L(k, j)| – ‰ÂÚÂÏËÌ‡ÌÚ Ï‡ÚËˆ˚ L(k, j), ÚÓ„‰‡, Í‡Í ÎÂ„ÍÓ ‚Ë‰ÂÚ¸,

àÁ ‰ÓÍ‡Á‡ÌÌÓÈ ÚÂÓÂÏ˚ Ú‡ÍÊÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÔË ‚˚ÔÓÎÌÂÌËË ÔÂÂ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ‚˚¯Â ÛÒÎÓ‚ËÈ
Á‡‰‡˜‡ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ıËÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÓÒÚ‡‚‡ ‡ÁÂ¯ËÏ‡ Ë ÂÂ Â¯ÂÌËÂ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓ.

4. ÇõóàëãàíÖãúçõÖ ùäëèÖêàåÖçíõ

èÓËÎÎ˛ÒÚËÛÂÏ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ Ì‡ ÔËÏÂÂ Ó‰ÌÓ„Ó ËÁ ÔÓ‚Â‰ÂÌÌ˚ı ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı
˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚÓ‚. Ç ̋ ÚÓÏ ̋ ÍÒÔÂËÏÂÌÚÂ Ó·Î‡ÒÚ¸ G ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÎ‡ ÒÓ·ÓÈ ̄ ‡ ‡‰ËÛÒ‡ R = 1 ÏÍÏ Ò ̂ ÂÌ-
ÚÓÏ ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ÒÓ‰ÂÊ‡Î‡ ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚË G1 Ë G2. èË ̋ ÚÓÏ G2 ·˚Î‡ ̃ ‡ÒÚ¸˛ Ó‰ÌÓÔÓÎÓÒÚ-
ÌÓ„Ó „ËÔÂ·ÓÎÓË‰‡, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓ„Ó ÛÒÎÓ‚ËflÏË

(18)

‡ G1 = G\G2. èÓ‰Ó·Î‡ÒÚ¸ G1 ·˚Î‡ Á‡ÔÓÎÌÂÌ‡ ÙÓÒÙË‰ÓÏ ‡Î˛ÏËÌËfl AlP, ‡ G2 – ‡Î˛ÏÓÒÂÎÂÌË‰ÓÏ
ÏÂ‰Ë CuAlSe2. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ó·Î‡ÒÚË G1 Ë G2 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Ó‚‡ÎË ‡ÁÎË˜Ì˚Ï Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚Ï ‚Â˘Â-
ÒÚ‚‡Ï, ÌÂ ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÏ ‚ÌÛÚÂÌÌËı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ ËÁÎÛ˜ÂÌËfl.

ç‡ ÔÂ‚ÓÏ ˝Ú‡ÔÂ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡ Â¯‡Î‡Ò¸ Á‡‰‡˜‡ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÔÎÓÚÌÓÒÚË H ‚˚ıÓ‰fl˘Â„Ó ËÁ G
ËÁÎÛ˜ÂÌËfl ÔË Á‡‰‡ÌÌ˚ı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ı Û‡‚ÌÂÌËfl (1) Ë ÔÎÓÚÌÓÒÚË Ô‡‰‡˛˘Â„Ó Ì‡ G ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó
ÔÓÚÓÍ‡ ËÁÎÛ˜ÂÌËfl h(E) = 1. ùÌÂ„Ëfl E ÔË ˝ÚÓÏ ·˚Î‡ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ, ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚
µ Ë k ‚ G1 Ë G2 ‚˚˜ËÒÎflÎËÒ¸ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Ú‡·ÎËˆ ËÁ [7] (Ëı ÏÓÊÌÓ Ú‡ÍÊÂ Ì‡ÈÚË Ì‡ ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌÓÏ
ÂÒÛÒÂ [10]). ç‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË D = G ∩ P Á‡‰‡‚‡ÎÓÒ¸ ÌÂÍÓÚÓÓÂ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ ηi, i = 1, 2, …, Nρ,
Ë ‚˚ıÓ‰fl˘Ëı ËÁ G Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÈ ωk ∈ P, k = 1, 2, …, Nϕ. ÇÓ ‚ÒÂı ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡ı ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÒÂÚÓ˜Ì˚ı
Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÒÓÒÚ‡‚ÎflÎË Nρ = 121, Nϕ = 180. ì‡‚ÌÂÌËÂ (1) Â¯‡ÎÓÒ¸ ˜ËÒÎÂÌÌÓ, ÔË ˝ÚÓÏ Ì‡ıÓ‰Ë-
ÎËÒ¸ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ f(ηi, ωk, E). ÑÎfl Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl ÙÛÌÍˆËË f ÔËÏÂÌflÎ‡Ò¸ Ó‰Ì‡ ËÁ ‚ÂÒËÈ ÏÂÚÓ‰‡ åÓÌÚÂ-
ä‡ÎÓ, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÒÓÔflÊÂÌÌ˚ı ·ÎÛÊ‰‡ÌËÈ (ÒÏ. [11]). ÑÎfl Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍË (ηi, ωk) ÔÓËÁ-
‚Ó‰ËÎÒfl ÓÁ˚„˚¯ 1000 ÒÓÔflÊÂÌÌ˚ı Ú‡ÂÍÚÓËÈ, ‚ ÍÓÚÓ˚ı Û˜ËÚ˚‚‡ÎÓÒ¸ 10 ‡ÍÚÓ‚ ‡ÒÒÂflÌËfl.

ç‡ ‚ÚÓÓÏ ̋ Ú‡ÔÂ Â¯‡Î‡Ò¸ Á‡‰‡˜‡ ÚÓÏÓ„‡ÙËË Ó· ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË ̃ ‡ÒÚË „‡ÌËˆ˚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ (18),
ÎÂÊ‡˘ÂÈ ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË P. ÑÎfl ̋ ÚÓ„Ó ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎÒfl ËÌ‰ËÍ‡ÚÓ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚË (2). ç‡ÔÓÏÌËÏ, ̃ ÚÓ
ÔÓ‰ ÁÌ‡ÍÓÏ ËÌÚÂ„‡Î‡ ‚ (2) Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ‚˚ıÓ‰fl˘Â„Ó ÔÓÚÓÍ‡ ËÁÎÛ˜ÂÌËfl, Ì‡È‰ÂÌÌ‡fl Ì‡
ÔÂ‚ÓÏ ˝Ú‡ÔÂ. Ç˚˜ËÒÎÂÌËfl ÔÓ‚Ó‰ËÎËÒ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ. Ç ÔÎÓÒÍÓÒÚË P ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎÒfl
Í‚‡‰‡Ú Ò ‚Â¯ËÌ‡ÏË ‚ ÚÓ˜Í‡ı (–1, –1, 0), (1, –1, 0), (1, 1, 0), (–1, 1, 0) (‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ‰ÎËÌ˚ ‚ ÏËÍ-
ÓÌ‡ı Á‰ÂÒ¸ Ë ‰‡ÎÂÂ ÓÔÛ˘ÂÌ‡), ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÈ ÒÂ˜ÂÌËÂ ¯‡‡ G. ç‡ ˝ÚÓÏ Í‚‡‰‡ÚÂ Á‡‰‡‚‡Î‡Ò¸ ‡‚ÌÓ-
ÏÂÌ‡fl ÒÂÚÍ‡ ‡ÁÏÂÓÏ 401 × 401, Ë ‚ ÛÁÎ‡ı ˝ÚÓÈ ÒÂÚÍË, ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘Ëı ÒÂ˜ÂÌË˛ ¯‡‡ G, ‚˚˜ËÒ-
ÎflÎÒfl ËÌ‰ËÍ‡ÚÓ (2). ÇÒÂÏ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Ï ÛÁÎ‡Ï ÔËÔËÒ˚‚‡ÎÓÒ¸ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ 0. èÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl Ú‡ÍËÏ Ó·‡-
ÁÓÏ ˜ËÒÎÓ‚‡fl Ï‡ÚËˆ‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÎ‡Ò¸ ‚ ‚Ë‰Â ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl, Ì‡ ÍÓÚÓÓÏ ·óÎ¸¯ËÏ ÁÌ‡˜ÂÌËflÏ
ÙÛÌÍˆËfl V(r, E) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Ó‚‡Î ·ÓÎÂÂ ÚÂÏÌ˚È ˆ‚ÂÚ. ê‡Ò˜ÂÚ˚ ÔÓ‚Ó‰ËÎËÒ¸ ÔË E = 1.5 Í˝Ç. êÂ-
ÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ˝ÚÓÈ ‡·ÓÚ˚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Ì‡ ÙË„. 2.

ç‡ ÚÂÚ¸ÂÏ ˝Ú‡ÔÂ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡ ÒÌ‡˜‡Î‡ ÔÓËÁ‚Ó‰ËÎÒfl ‚˚·Ó ÔflÏ˚ı  Ë  ËÁ �. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â

 ·˚Î‡ ‚ÁflÚ‡ ÔflÏ‡fl, ÔÓıÓ‰fl˘‡fl ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍÛ η1 = (1, 0, 0) ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ω1 = (1, 0, 0), ‡ ÔflÏ‡fl

 ÔÓıÓ‰ËÎ‡ ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍÛ η2 = ( /2, 1/2, 0) ‚ ÚÓÏ ÊÂ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ω2 = (1, 0, 0). èË ˝ÚÓÏ l11 = 2,

l12 = 0, l21 =  – 0.4, l22 = 0.4. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï‡ÚËˆ‡ L ·˚Î‡ ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ. Ç ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ ˝ÌÂ-
„ËË [Eα, Eβ], „‰Â Eα = 1 Í˝Ç, Eβ = 144 Í˝Ç, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎÓÒ¸ 566 ÚÓ˜ÂÍ E1 < … < E566, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û-
˛˘Ëı ‚ÒÂÏ ËÏÂ˛˘ËÏÒfl ÒÍ‡˜Í‡Ï ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ µ ‰Îfl ‚ÒÂı ıËÏË˜ÂÒÍËı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ Ë ÔÓ‚Ó‰ËÎÓÒ¸

ρk' wkj'

ρk' wkj' ρk' wkj' ρk'

wkj'

akj ρkwkj
L k j,( ) L q 1–

L q
----------------------------------

L k j,( )
L

-------------------.= = =

r1/R( )2

0.2( )2
-----------------

r2/R 0.5–( )2

0.1( )2
-------------------------------–

r3/R( )2

0.2( )2
----------------- 1–+ 0, 0.3 r2/R 0.7,< <<

l̂1 l̂2
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“ÔÓÒ‚Â˜Ë‚‡ÌËÂ” Ó·Î‡ÒÚË G ‚‰ÓÎ¸ ÔflÏ˚ı  Ë  Ì‡ ˝ÚËı ÁÌ‡˜ÂÌËflı ˝ÌÂ„ËË ‰Îfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ÒÔÂÍ-
ÚÓ‚ ˝ÚËı ÔflÏ˚ı. àÌ˚ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ÔÛÚÂÏ ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (1) Ì‡ıÓ‰ËÎËÒ¸ ÁÌ‡˜Â-
ÌËfl ÔÎÓÚÌÓÒÚË ‚˚ıÓ‰fl˘Â„Ó ËÁÎÛ˜ÂÌËfl H(η1, ω1, Ei – 0), H(η1, ω1, Ei + 0), i = 1, …, 566, ‰Îfl ÔflÏÓÈ

 Ë H(η2, ω2, Ei – 0), H(η2, ω2, Ei + 0), i = 2, …, 566 ‰Îfl ÔflÏÓÈ . Ç Ó·ÓËı ÒÎÛ˜‡flı ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ‚ıÓ-
‰fl˘Â„Ó ËÁÎÛ˜ÂÌËfl h(ξ, ω, E) ÌÂ Á‡‚ËÒÂÎ‡ ÓÚ ̋ ÌÂ„ËË Ë Á‡‰‡‚‡Î‡Ò¸ ÙÛÌÍˆËÂÈ ÚËÔ‡ “¯‡ÔÓ˜Í‡” Ò Ï‡Í-
ÒËÏ‡Î¸Ì˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ 1, Ú.Â. ·˚Î‡ ÍÓÎÎËÏËÓ‚‡Ì‡ ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ Ï‡ÎÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û-

˛˘ÂÈ ÚÓ˜ÍË (ξ1, ω1) ‰Îfl ÔflÏÓÈ  Ë ÚÓ˜ÍË (ξ2, ω2) ‰Îfl ÔflÏÓÈ .

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ·˚ÎÓ Ì‡È‰ÂÌÓ, ˜ÚÓ ÒÔÂÍÚ  ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ‡Î˛ÏËÌËfl Ë ÙÓÒÙÓ‡, ‡ ÒÔÂÍÚ  –
ËÁ ‡Î˛ÏËÌËfl, ÏÂ‰Ë, ÒÂÎÂÌ‡ Ë ÙÓÒÙÓ‡. ç‡ ÙË„. 3 ÔÓÍ‡Á‡Ì‡ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÓÚ ˝ÌÂ„ËË ÙÛÌÍˆËË

H(η2, ω2, E) ‰Îfl ÔflÏÓÈ . é·˘ÂÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÒÍ‡˜ÍÓ‚ Û H ‡‚ÌflÎÓÒ¸ 8, ËÁ ÌËı ÔÓ Ó‰ÌÓÏÛ ÒÍ‡˜ÍÛ ÔË-

ıÓ‰ËÎÓÒ¸ Ì‡ Al Ë P, ‰‚‡ – Ì‡ Cu Ë ÚË – Ì‡ Se. ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ‚˚„Îfl‰ÂÎ „‡ÙËÍ ÙÛÌÍˆËË H(η1, ω1, E) ‰Îfl .

èÓÒÎÂ ̋ ÚÓ„Ó Ì‡È‰ÂÌÌ˚È ÔÂÂ˜ÂÌ¸ ıËÏË˜ÂÒÍËı ̋ ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ÛÔÓfl‰Ó˜Ë‚‡ÎÒfl: X1 = Al, X2 = P, X3 = Cu,
X4 = Se – Ë Í‡Ê‰ÓÏÛ Xi ÒÚ‡‚ËÎ‡Ò¸ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ Í‡Í‡fl-ÌË·Û‰¸ Ó‰Ì‡ ˝ÌÂ„Ëfl Ej(i), Ì‡ ÍÓÚÓÓÈ ‰‡Ì-
Ì˚È ıËÏË˜ÂÒÍËÈ ˝ÎÂÏÂÌÚ Xi ËÏÂÎ ıÓÓ¯Ó ‚˚‡ÊÂÌÌ˚È ÒÍ‡˜ÓÍ. èÓÒÎÂ ‚˚ÔÓÎÌÂÌËfl Ó˜Â‚Ë‰Ì˚ı
ÔÂÂÓ·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÈ (Ej(i) ÔÂÂÓ·ÓÁÌ‡˜ÂÌÓ Í‡Í Ei) ·˚ÎË ‚˚·‡Ì˚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ˝ÌÂ„ËÈ: E1 =
= 1.5596 Í˝Ç (‰Îfl Al), E2 = 2.1455 Í˝Ç (‰Îfl P), E3 = 8.9789 Í˝Ç (‰Îfl Cu) Ë E4 = 1.6539 Í˝Ç (‰Îfl Se).
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ç‡Á‡Ó‚

äÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó Ú‡ÂÍÚÓËÈ ÔË Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËË ÙÛÌÍˆËË H Ì‡ ˝ÚËı ÁÌ‡˜ÂÌËflı ˝ÌÂ„ËË ÒÓÒÚ‡‚ÎflÎÓ
100000. èÓÒÎÂ ˝ÚÓ„Ó ‚˚˜ËÒÎflÎËÒ¸ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ γij, ‚ıÓ‰fl˘ËÂ ‚ Ô‡‚Û˛ ˜‡ÒÚ¸ ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ (15).

ç‡ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÏ, ˜ÂÚ‚ÂÚÓÏ ˝Ú‡ÔÂ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡ Â¯‡Î‡Ò¸ ÒËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ (15), (13) Ë Ì‡ıÓ-
‰ËÎËÒ¸ ËÒÍÓÏ˚Â ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â ρk, ωkj, k = 1, 2, j = 1, 2, 3, 4. êÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ˝ÚËı ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ‚
Ú‡·ÎËˆÂ. èÂ‚˚Â ÚË ÒÚÓÍË Ú‡·ÎËˆ˚ ÓÚÌÓÒflÚÒfl Í ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚË G1, Á‡ÔÓÎÌÂÌÌÓÈ AlP, ÒÓ‰ÂÊ‡Ú
ÚÓ˜Ì˚Â Ë ‡Ò˜ÂÚÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÔÎÓÚÌÓÒÚË Ï‡ÚÂË‡Î‡ ρ („/ÒÏ3) Ë Ï‡ÒÒÓ‚˚Â ‰ÓÎË Í‡Ê‰Ó„Ó ıËÏË˜Â-
ÒÍÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡, ÔËÒÛÚÒÚ‚Û˛˘Â„Ó ‚ G. èÓÒÎÂ‰ÌËÂ ÚË ÒÚÓÍË Ú‡·ÎËˆ˚ ÓÚÌÓÒflÚÒfl Í ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚË
G2, Á‡ÔÓÎÌÂÌÌÓÈ CuAlSe2. ä‡Í ‚Ë‰ÌÓ ËÁ ̋ ÚÓÈ Ú‡·ÎËˆ˚, ‡Ò˜ÂÚÌ˚Â Ë ÚÓ˜Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl ËÒÍÓÏ˚ı ‚Â-
ÎË˜ËÌ ıÓÓ¯Ó ÒÓ„Î‡ÒÛ˛ÚÒfl.

5. áÄäãûóÖçàÖ

èÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú ÛÚ‚ÂÊ‰‡Ú¸, ˜ÚÓ ÔÂ‰Î‡„‡ÂÏ˚È ÏÂÚÓ‰ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì ‰Îfl Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl ıËÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÓÒÚ‡‚‡ Ë ÒÚÛÍÚÛ˚ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰Ì˚ı ÚÂÎ Ï‡ÎÓ„Ó ‡ÁÏÂ‡.
çÂ‰ÓÒÚ‡ÚÍÓÏ ‰‡ÌÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÓ Ó·ÒÚÓflÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó, ˜ÚÓ ıÓÓ¯‡fl ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸ ÔË Ì‡ıÓÊ‰Â-
ÌËË ËÒÍÓÏ˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‰ÓÒÚË„ÌÛÚ‡ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl ÚÂÎ, ‡ÁÏÂ˚ ÍÓÚÓ˚ı ÌÂ ÔÂ‚˚¯‡˛Ú
ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı ÏËÍÓÌ. àÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ·ÓÎ¸¯Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ˝ÌÂ„ËË ÁÓÌ‰ËÛ˛˘Â„Ó ËÁÎÛ˜ÂÌËfl, ÔË
ÍÓÚÓ˚ı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÔÓÎÌÓ„Ó ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ‰Îfl ‚Â˘ÂÒÚ‚ ·˚ÒÚÓ Û·˚‚‡˛Ú, ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Ï ‚‚Ë‰Û ÓÚÒÛÚÒÚ‚Ëfl ÒÍ‡˜ÍÓ‚ Û ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ‰Îfl Ú‡ÍËı ˝ÌÂ„ËÈ.
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í‡·ÎËˆ‡

áÌ‡˜ÂÌËfl ρ1(AlP) w11(Al) w12(P) w13(Cu) w14(Se)

íÓ˜ÌÓÂ 2.420 0.4655578 0.5344423 0.0 0.0

ê‡Ò˜ÂÚ 2.420 0.4655576 0.5344424 0.0 0.0

ρ2(CuAlSe2) w21(Al) w22(P) w23(Cu) w24(Se)

íÓ˜ÌÓÂ 4.700 0.1086005 0.0 0.2557723 0.6356272

ê‡Ò˜ÂÚ 4.72137 0.1093943 0.002568157 0.2534516 0.6345859
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èÂ‰Î‡„‡ÂÚÒfl ÏÂÚÓ‰ ÔÓÒÚÓÂÌËfl ‡Î„ÓËÚÏ‡ ‚ ‡Î„Â·Â Ì‡‰ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÓˆÂÌÓÍ ‚
‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓÏ ‡Ò¯ËÂÌËË Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÈ ÒÚÂÔÂÌË. ÅË·Î. 5.

äÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡: ‡Î„ÓËÚÏ ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl, ‡Î„Â·‡ Ì‡‰ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÓˆÂÌÓÍ.

Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ‡·ÓÚÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚÓ‰ ÔÓÒÚÓÂÌËfl ‡ÒÔÓÁÌ‡˛˘Â„Ó ‡Î„ÓËÚÏ‡ ‚ ‡Î„Â·Â
Ì‡‰ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÓˆÂÌÓÍ. ÅÛ‰ÂÏ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl, ÔËÏÂÌflÂÏ˚Â ‚ [1].

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‡Î„ÓËÚÏ˚ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÓˆÂÌÓÍ (ÄÇé). í‡ÍËÂ ‡Î„ÓËÚÏ˚ ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛ÚÒfl ËÁ ‡ÒÔÓ-
ÁÌ‡˛˘Â„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ Ë Â¯‡˛˘Â„Ó Ô‡‚ËÎ‡. ê‡ÒÔÓÁÌ‡˛˘ËÈ ÓÔÂ‡ÚÓ ‚˚˜ËÒÎflÂÚ ÓˆÂÌÍË ·ÎËÁÓ-
ÒÚË Ó·˙ÂÍÚÓ‚ Í ÍÎ‡ÒÒ‡Ï, ‡ Â¯‡˛˘ÂÂ Ô‡‚ËÎÓ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ˝ÚËı ÓˆÂÌÓÍ ÍÎ‡ÒÒËÙËˆËÛÂÚ Ó·˙ÂÍÚ˚.

ÑÎfl ‡ÒÔÓÁÌ‡˛˘Ëı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ (êé) ÏÓÊÌÓ ‚‚ÂÒÚË ÓÔÂ‡ˆËË ÒÎÓÊÂÌËfl, ÛÏÌÓÊÂÌËfl Ì‡ ÍÓÌ-
ÒÚ‡ÌÚÛ Ë ÓÔÂ‡ÚÓÌÓ„Ó ÛÏÌÓÊÂÌËfl Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ ˝ÚÓ ·Û‰ÛÚ ÓÔÂ‡ˆËË Ì‡‰ ÓˆÂÌÍ‡ÏË, Ú.Â. Ì‡‰
ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚. ùÚË ÓÔÂ‡ˆËË ËÌ‰ÛˆËÛ˛Ú ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÓÔÂ‡ˆËË Ì‡‰ ‡Î„ÓËÚÏ‡-
ÏË ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl. ç‡‰ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‡ÒÔÓÁÌ‡˛˘Ëı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ B* = {B1, B2, …, Bn} ‚‚Â‰ÂÏ ÎËÌÂÈ-
ÌÓÂ Á‡Ï˚Í‡ÌËÂ

‡ Ú‡ÍÊÂ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓÂ Á‡Ï˚Í‡ÌËÂ k-È ÒÚÂÔÂÌË

åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‡Î„ÓËÚÏÓ‚, ÔÓÒÚÓÂÌÌÓÂ Ì‡ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓÏ Á‡Ï˚Í‡ÌËË k-È ÒÚÂÔÂÌË Ì‡‰ ÌÂÍÓÚÓ-
˚Ï Ì‡·ÓÓÏ êé, ·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËÏ ‡Ò¯ËÂÌËÂÏ k-È ÒÚÂÔÂÌË.

ÑÎfl Í‡ÚÍÓÒÚË ÒÚÂÔÂÌ¸˛ ‡Î„ÓËÚÏ‡ A ·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ÒÚÂÔÂÌ¸ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ‡Ò¯ËÂÌËfl,
‚ ÍÓÚÓÓÏ ÔÓÒÚÓÂÌ ˝ÚÓÚ ‡Î„ÓËÚÏ. àÌ‡˜Â „Ó‚Ófl, ˝ÚÓ ÏÓÊÌÓ ÔÓÌËÏ‡Ú¸ Í‡Í ÒÚÂÔÂÌ¸ ÔÓÎËÌÓÏ‡
Ì‡‰ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ÏË {Bk}, ÍÓÚÓ˚È fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÔÓÁÌ‡˛˘ËÏ ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ ‡Î„ÓËÚÏ‡ A.

ÑÎfl ÔËÏÂÌÂÌËfl ÍÓÂÍÚÌÓ„Ó ‡Î„ÓËÚÏ‡ A ‚‡ÊÌÓÈ ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl Â„Ó ÒÚÂÔÂÌ¸.
èË Â¯ÂÌËË Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍËı Á‡‰‡˜ ËÏÂÂÚ ÒÏ˚ÒÎ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÔÓÎËÌÓÏ˚ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÌÂ·ÓÎ¸¯ÓÈ
ÒÚÂÔÂÌË, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ‡ÍÚÛ‡Î¸ÌÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ·ÎÂÏ‡ ÏËÌËÏËÁ‡ˆËË ÒÚÂÔÂÌË ÔÓÎËÌÓÏ‡.

Ç ‡·ÓÚÂ [2] ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë Ò Ó·Û˜‡˛˘ÂÈ ‚˚·ÓÍÓÈ ËÁ q Ó·˙ÂÍÚÓ‚ Ë Ò l ÍÎ‡ÒÒ‡ÏË ÒÛ-
˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‡Î„ÓËÚÏ ÒÚÂÔÂÌË ÌÂ ‚˚¯Â

(1)

é‰Ì‡ÍÓ ÔË Â¯ÂÌËË ÍÓÌÍÂÚÌ˚ı Á‡‰‡˜ Â„Ó ÒÚÂÔÂÌ¸ ÏÓÊÂÚ ÓÍ‡Á‡Ú¸Òfl ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÌËÊÂ. Ç Ì‡ÒÚÓ-
fl˘ÂÈ ‡·ÓÚÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚÓ‰ ÔÓÒÚÓÂÌËfl ÔÓÎËÌÓÏË‡Î¸ÌÓ„Ó ‡ÒÔÓÁÌ‡˛˘Â„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ Ì‡Ë-
ÏÂÌ¸¯ÂÈ ÒÚÂÔÂÌË, ÔË ˝ÚÓÏ ËÒıÓ‰Ì˚È Ì‡·Ó ‡ÒÔÓÁÌ‡˛˘Ëı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ Ò˜ËÚ‡ÂÚÒfl Á‡‰‡ÌÌ˚Ï.

éÔË¯ÂÏ ÙÓÏ‡Î¸ÌÛ˛ ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍÛ Á‡‰‡˜Ë ÔÓÒÚÓÂÌËfl ‡ÒÔÓÁÌ‡˛˘Â„Ó ‡Î„ÓËÚÏ‡. Ç‚Â‰ÂÏ Ó·Û-
˜‡˛˘Û˛ ‚˚·ÓÍÛ

1) ê‡·ÓÚ‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ ÔË ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ ÔÓ‰‰ÂÊÍÂ êîîà (ÍÓ‰˚ ÔÓÂÍÚÓ‚ 05-01-00718, 06-07-89299) Ë „‡ÌÚ‡ èÂÁË‰Ë-
ÛÏ‡ êî ÔÓ ÔÓ‰‰ÂÊÍÂ ‚Â‰Û˘Ëı Ì‡Û˜Ì˚ı ¯ÍÓÎ çò-5833.2006.1.

L B*( ) c1B1 c2B2 … cnBn+ + +{ } ,=

Uk B*( ) L B1 B2 … B⋅ s : B1⋅ ⋅ B2 … Bs B* 1 s k≤ ≤,∈, , ,{ } .=

ql2log[ ] .

S̃m Si ai1 … ain, ,( )= i 1 m,=,{ }=

ìÑä 519.7
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êÓÏ‡ÌÓ‚

Ë ÍÓÌÚÓÎ¸ÌÛ˛ ‚˚·ÓÍÛ

ç‡˜‡Î¸Ì‡fl ËÌÙÓÏ‡ˆËfl I0 Á‡‰‡ÂÚÒfl Ó·Û˜‡˛˘ÂÈ ‚˚·ÓÍÓÈ Ë ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌ˚ÏË ‚ÂÍÚÓ‡ÏË (Si),

i = . á‰ÂÒ¸

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

á‡‰‡˜‡ ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl Z = (I0, Sq) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ ËÌÙÓÏ‡ˆËÂÈ I0 Ë ÍÓÌÚÓÎ¸ÌÓÈ ‚˚-

·ÓÍÓÈ . ÑÎfl Í‡Ê‰Ó„Ó ÍÓÌÚÓÎ¸ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Ì‡ÈÚË ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌ˚È ‚ÂÍÚÓ

(Si) = (βij = Pj(Si) ≡ (Si ∈ K j), j = ).
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‡Î„ÓËÚÏÓ‚ {A} Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë Z = (I0, Sq), ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚ı ‚ ‚Ë‰Â

ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ A = B ⋅ C. á‰ÂÒ¸ ÓÔÂ‡ÚÓ B ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ Ï‡ÚËˆÛ ÓˆÂÌÓÍ B(Z) = ||Γij||q × l,
„‰Â Γij – ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â ̃ ËÒÎ‡, ‡ ÓÔÂ‡ÚÓ C – Ï‡ÚËˆÛ ÓÚ‚ÂÚÓ‚ C(||Γij||q × l) = ||βij||q × l, „‰Â βij ∈  {0, 1, ∆}.

ÑÎfl Á‡‰‡˜Ë Z Ë Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‡Î„ÓËÚÏÓ‚ {A} ÔË ‚˚ÔÓÎÌÂÌËË ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ
ÏÓÊÌÓ ÔÓÒÚÓËÚ¸ ‡Î„ÓËÚÏ A* (ËÁ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓ„Ó Á‡Ï˚Í‡ÌËfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ {A} ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÒÚÂÔÂ-
ÌË k), ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÈ ÁÌ‡˜ÂÌËfl Pj(Si) ·ÂÁ Ó¯Ë·ÓÍ (ÒÏ. [3], [4]).

ÅÛ‰ÂÏ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚Â ÔÓÓ„Ó‚˚Â Â¯‡˛˘ËÂ Ô‡‚ËÎ‡

ùÎÂÏÂÌÚ˚ Ï‡ÚËˆ˚ ÓÚ‚ÂÚÓ‚ ÏÓÊÌÓ ‡Á·ËÚ¸ Ì‡ ‰‚‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡: ||βuv||q × l = M0 ∪ M1, „‰Â Mi =
= {(u, v) : βuv = i}, q – ˜ËÒÎÓ Ó·˙ÂÍÚÓ‚, l – ˜ËÒÎÓ ÍÎ‡ÒÒÓ‚.

éÔÂ‡ÚÓ B Ò Ï‡ÚËˆÂÈ ÓˆÂÌÓÍ B(Z) = ||Γuv||q × l Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÓÔÛÒÚËÏ˚Ï ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë Z, ÂÒÎË ÒÛ-
˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ıÓÚfl ·˚ Ó‰Ì‡ Ô‡‡ (u, v) ∈ M 1 Ú‡Í‡fl, ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı (i, j) ∈ M 0 ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

í‡Í‡fl Ô‡‡ (u, v) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓÚÏÂ˜ÂÌÌÓÈ ‚ B, Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÓÚÏÂ˜ÂÌÌ˚ı ‚ B Ô‡ Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ̃ Â-
ÂÁ M(B). î‡ÍÚË˜ÂÒÍË ̋ ÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ̃ ÚÓ ÓÚÏÂ˜ÂÌÌ˚Â Ô‡˚ “ÓÚ‰ÂÎÂÌ˚” ÓÚ ‚ÒÂı Ô‡ (i, j) Ú‡ÍËı, ̃ ÚÓ
Ó·˙ÂÍÚ Si ÌÂ ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ ÍÎ‡ÒÒÛ Kj. èÓ˝ÚÓÏÛ ÔË ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÔÓÓ„‡ı c1, c2 ‡Î„ÓËÚÏ B ⋅ C ·Û‰ÂÚ
‰‡‚‡Ú¸ Ô‡‚ËÎ¸Ì˚Â ÓÚ‚ÂÚ˚ ‰Îfl ‚ÒÂı Ô‡, ÓÚÏÂ˜ÂÌÌ˚ı ‚ B.

ÑÓÔÛÒÍ‡ÂÚÒfl ‡Î¸ÚÂÌ‡ÚË‚Ì˚È ÒÔÓÒÓ· ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÓÚÏÂ˜ÂÌÌ˚ı ÚÓ˜ÂÍ. è‡‡ (u, v) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÓÚÏÂ˜ÂÌÌÓÈ ‚ B ÔË ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌÂ δ, ÂÒÎË ‰Îfl ‚ÒÂı (i, j) ∈ M0 ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

èË Ú‡ÍÓÏ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË ‚ÒÂ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ËÂ ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËfl ÓÒÚ‡˛ÚÒfl ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ÏË.
èÛÒÚ¸

Ç‚Â‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl

ÑÎfl ÓÔÂ‡ÚÓ‡ B ÏÓÊÌÓ ‚‚ÂÒÚË ÓÔÂ‡ÚÓ B' = Γ(B) ⋅ B. éÔÂ‰ÂÎË‚ ‚ Á‡‰‡˜Â Z = (I0, Sq) ˝ÎÂÏÂÌÚ˚
Ï‡ÚËˆ˚ ÓˆÂÌÓÍ ‚ ‚Ë‰Â B'(Z) = || ||q × l, ÔÓÎÛ˜ËÏ (B) = Γ(B) ⋅ Γij(B).

S̃
q

Si bi1 … bin, ,( )= i 1 q,=,{ } .=

α̃
1 m,

α̃ Si( ) α ij P j Si( ) (Si K j) j 1 l,=,∈≡=( ).=

I0 S̃m α̃ Si( ) i 1 m,=, ,{ } .=

S̃
q

β̃ 1 l,

C Γ ij q l×( ) C Γ ij( ) q l× , C Γ ij( )

0, Γ ij c1,≤
1, Γ ij c2,    0 c1 c2,< <≥
∆, c1 Γ ij c2.< <






= =

Γuv B( ) Γ ij B( ) .>

Γuv B( ) Γ ij B( ) δ.+≥

Γmax
0 B( ) Γ ij B( ) ,

i j,( ) M0∈
max=

Γmin
1 B( ) Γ ij B( ) .

i j,( ) M B( )∈
min=

Γ B( ) Γmin
1 B( )[ ] 1–

, Q B( ) Γmax
0 B( )/Γmin

1 B( ).= =

Γ ij' Γ ij'
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Ç [1] ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡

ãÂÏÏ‡ 1. ÖÒÎË (u, v) ÓÚÏÂ˜ÂÌ‡ ‚ B, ÚÓ ËÏÂÂÏ (B) ≥ 1; ÂÒÎË (u, v) ÌÂ ÓÚÏÂ˜ÂÌ‡ ‚ B, ÚÓ ËÏÂÂÏ

(B) ≤ Q(B) < 1.

íÓ„‰‡, Û˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ Ï‡ÚËˆ‡ ÓˆÂÌÓÍ B'(Z) ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ËÁ B(Z) ÔÓ˝ÎÂÏÂÌÚÌ˚Ï ÛÏÌÓÊÂÌËÂÏ,
ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ Ô‡‡ (u, v) fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÚÏÂ˜ÂÌÌÓÈ ‚ B' ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌ‡ ÓÚÏÂ˜ÂÌ‡ ‚ B.

ÅÛ‰ÂÏ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ {Ak : Ak = Bk ⋅ C, k = }, „‰Â Í‡Ê‰˚È ÓÔÂ‡ÚÓ

Bk ‰‡ÂÚ Ï‡ÚËˆÛ ÓˆÂÌÓÍ Bk(Z) = || ||q × l. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‰Îfl ËÒıÓ‰ÌÓ„Ó Ì‡·Ó‡ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚
ÛÊÂ ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ÓÔËÒ‡ÌÌÓÂ ‚˚¯Â ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ, Ú.Â. ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ Bk ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl
Ú‡ÍÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó:

ÂÒÎË (u, v) ÓÚÏÂ˜ÂÌ‡ ‚ Bk, ÚÓ  ≥ 1, ËÌ‡˜Â  < 1. (2)

ëËÒÚÂÏ‡ {Bk} Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·‡ÁËÒÌÓÈ ‰Îfl Z, ÂÒÎË M1 = (Bk).

íÓ„‰‡, ÔÓ ÚÂÓÂÏÂ 1 ËÁ [1], ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÈ Ì‡·Ó ÒÚÂÔÂÌÂÈ {xk, k = }, ˜ÚÓ ‰Îfl ·‡ÁËÒÌÓÈ
ÒËÒÚÂÏ˚ {Bk}, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ÂÈ Ò‚ÓÈÒÚ‚Û (2), ‡Î„ÓËÚÏ

(3)

fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÂÍÚÌ˚Ï ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë Z.
ÑÎfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ ‡Î„ÓËÚÏ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÎ ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÍÓÂÍÚÌÓÒÚË, ‰Îfl Ì‡·Ó‡ {xk} ‰ÓÎÊÌ˚ ‚˚-

ÔÓÎÌflÚ¸Òfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl:

1) ‰Îfl Î˛·ÓÈ Ô‡˚ (u, v) ∈ M 0 ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó Γuv =  ≤ c1;

2) ‰Îfl Î˛·ÓÈ Ô‡˚ (u, v) ∈ M 1 ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó Γuv =  ≥ c2.

èÓÎ¸ÁÛflÒ¸ ‚‚Â‰ÂÌÌ˚ÏË Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËflÏË, ÏÓÊÌÓ ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ú¸ ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËÓÌÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û Ì‡-
ıÓÊ‰ÂÌËfl ÒÚÂÔÂÌÂÈ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ {Bk} ‚ ‡Î„ÓËÚÏÂ A ËÁ ÙÓÏÛÎ˚ (3) Ú‡Í, ̃ ÚÓ·˚ ÒÚÂÔÂÌ¸ ‡Î„ÓËÚÏ‡
·˚Î‡ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÈ:

     (4)

Ç Á‡‰‡˜Â (4) ËÏÂ˛ÚÒfl n ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı Ë q × l Ó„‡ÌË˜ÂÌËÈ.

Ç‚Â‰ÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl: yk = ,  = ln , ϕuv( ) = . íÓ„‰‡ Á‡‰‡˜‡ (4) ÔË-
ÏÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ‚Ë‰: 

    (5)

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl Ó„‡ÌË˜ÂÌËÂ Ò‚ÂıÛ ÒÚÂÔÂÌË ‡Î„ÓËÚÏ‡, ÔË‚Â‰ÂÌÌÓÂ ‚ ÙÓÏÛÎÂ (1), ÏÓÊÌÓ ÛÚ‚Â-
Ê‰‡Ú¸, ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒflÍÓ„Ó Â¯ÂÌËfl  ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËÓÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë (5) ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

Γ ij'

Γ ij'

1 n,
Γ k

uv

Γ k
uv Γ k

uv

M
k 1 n,=∪

1 n,

A Bk
xk

k 1 n,=

∑
 
 
 

C c1 c2,( )⋅=

Γ k
uv( )

xk

k 1=
n∑

Γ k
uv( )

xk

k 1=
n∑

u v,( )∀ M0 : Γ k
uv( )

xk

k 1=

n

∑ c1,≤∈

u v,( )∀ M1 : Γ k
uv( )

xk

k 1=

n

∑ c2,≥∈

xk min.
k 1 n,=

max

e
xk γk

uv Γ k
uv ỹ yk

γk
uv

k 1=
n∑

u v,( )∀ M0 : ϕuv ỹ( ) c1,≤∈

u v,( )∀ M1 : ϕuv ỹ( ) c2,≥∈

yk min.
k 1 n,=

max

ỹ

yi M, i≤ 1 n, ,=

10
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êÓÏ‡ÌÓ‚

„‰Â ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â M ÏÓÊÌÓ ‚ÁflÚ¸, Ì‡ÔËÏÂ,

íÓ„‰‡ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë ÌÂ ËÁÏÂÌËÚÒfl, ÂÒÎË Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û Ó„‡ÌË˜ÂÌËÈ ‰Ó·‡‚ËÚ¸ ÛÒÎÓ‚Ëfl yi ≤ M, i = .
èË ˝ÚÓÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ó„‡ÌË˜ÂÌËÈ Á‡ÔË¯ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Á‡‰‡˜‡ (5) ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ‡ Á‡‰‡˜Â

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ÌÂÔÛÒÚÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ËÌ‰ÂÍÒÓ‚

‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸ÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û

é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ÔÂÂÏÂÌÌ˚Â , …,  ̃ ÂÂÁ z1, ‡ ÔÂÂÏÂÌÌ˚Â yi, i ∈  {1, …, n}\I, – ̃ ÂÂÁ z2, z3, …, zn – m + 1.

íÓ„‰‡ Á‡‰‡˜‡  ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡Ì‡ ‚ ‚Ë‰Â

á‰ÂÒ¸, ‚‚Ó‰fl ( ) ‡‚Ì˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌË˛ ϕuv ÓÚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Â„Ó , ÔÓÎ‡„‡ÂÏ

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ËÁ ËÒıÓ‰ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ÔÓÎÛ˜ÂÌ Ì‡·Ó ËÁ 2n – 1 ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸Ì˚ı Á‡‰‡˜. ä Ëı Â-
¯ÂÌË˛ ÔËÏÂÌËÏ˚ Ú‡ÍËÂ ÏÂÚÓ‰˚, Í‡Í ÏÂÚÓ‰ ÏÌÓÊËÚÂÎÂÈ ã‡„‡ÌÊ‡, ÏÂÚÓ‰ ÔÓÂÍˆËË „‡‰ËÂÌÚ‡
Ë ÏÂÚÓ‰ ÎËÌÂ‡ËÁ‡ˆËË (ÒÏ. [5]).

Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÂÒÎË ‰Îfl ÏÂÚÓ‰‡ ÎËÌÂ‡ËÁ‡ˆËË ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ UI ‚ ‚Ë‰Â UI = {  : ψuv( ) ≤ 0, u = ,

v = ; zi ≤ M, i = }, „‰Â

ÚÓ ÔÓÎÛ˜ËÏ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËÓÌÌ˚ı Á‡‰‡˜ ‚Ë‰‡

Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ Ó·‡ÁÛÂÚÒfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ Á‡‰‡˜ Ò ÎËÌÂÈÌ˚ÏË Ó„‡ÌË˜ÂÌËflÏË Ë Í‚‡‰‡ÚË˜-

Ì˚Ï ÙÛÌÍˆËÓÌ‡ÎÓÏ. èË ˝ÚÓÏ (k + 1)-Â ÔË·ÎËÊÂÌËÂ  ‚˚·Ë‡ÂÚÒfl Í‡Í Â¯ÂÌËÂ k-È ÓÔÚËÏË-
Á‡ˆËÓÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë. í‡Í Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl ψuv fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎËÌÓÏÓÏ, ÚÓ ÂÂ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ‚˚ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl
‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍË.

Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó Ì‡·Ó‡ ËÌ‰ÂÍÒÓ‚ I ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Â¯ÂÌËÂ  Á‡‰‡˜Ë  Ë, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌ-

ÌÓ, Ì‡·Ó , fl‚Îfl˛˘ËÈÒfl Â¯ÂÌËÂÏ Á‡‰‡˜Ë RI.

íÂÓÂÏ‡. ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ I Ú‡ÍÓÂ, ˜ÚÓ  fl‚ÎflÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂÏ Á‡‰‡˜Ë R.

M ql2log[ ]( ).exp=

1 n,

U ỹ : u v,( )∀ M0 : ϕuv ỹ( ) c1; u v,( )∀ M1 : ϕuv ỹ( ) c2;  yi M i 1 n,=,≤≥∈≤∈{ } .=

R ỹ U yk min
k 1 n,=

max,∈{ } .=

I i1 i2 … im, , ,{ } 1 2 … n, , ,{ }⊂=

RI ỹ U yi1
… yim

yi1
min,= =,∈{ } .=

yi1
yim

RI

RI z̃ UI z1 min,∈{ } .=

ϕ I
uv z̃ ỹ

UI z̃ : u v,( )∀ M0 : ϕ I
uv z̃( ) c1; u v,( )∀ M1 : ϕ I

uv z̃( ) c2;  zi M≤≥∈≤∈{ } .=

z̃ z̃ 1 q,
1 l, 1 n m– 1+,

ψuv z̃( )
ϕ I

uv z̃( ) c1 ÔË u v,( )– M0,∈

ϕ I
uv– z̃( ) c2 ÔË u v,( )+ M1,∈




=

ψuv z̃k( ) ψuv' z̃k( ) z̃ z̃k–( ),〈 〉+ 0, u≤ 1 q, , v 1 l, ,= =

0 zi M, i≤ ≤ 1 n m– 1+, ,=

1
2
--- z̃ z̃k–

2 βk z1 z1
k–( ) min.+

z̃k 1+

z̃I RI

ỹI

ỹI
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ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. èÛÒÚ¸  – Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë R, ÔË˜ÂÏ  = yj. èÛÒÚ¸ I = {i : yi = yj, i = }.

íÓ„‰‡  Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ Ó„‡ÌË˜ÂÌËflÏ Á‡‰‡˜Ë RI Ë ÛÒÎÓ‚Ë˛  = yj  min Ì‡ U. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-

ÌÓ,  fl‚ÎflÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂÏ Á‡‰‡˜Ë RI.
àÁ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Í‡Ì‰Ë‰‡Ú‡ÏË Ì‡ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë R ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÂ Â-

¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜ RI, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı  = , Ú.Â. Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚ÏË ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl

ËÏÂÌÌÓ ÚÂ, ÍÓÚÓ˚Â ÓÚÓ·‡Ì˚ ‚ Ì‡·Ó I. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÒÂ‰Ë ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı Í‡Ì‰Ë‰‡-
ÚÓ‚ ‚˚·‡Ú¸ ÚÓ Â¯ÂÌËÂ, ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó  ÔËÌËÏ‡ÂÚ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ. èÓÎÛ˜ÂÌÌ˚È

‚ÂÍÚÓ ·Û‰ÂÚ ‰‡‚‡Ú¸ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (5), Ë ËÁ ÌÂ„Ó Ó·‡ÚÌÓÈ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ÎÂ„ÍÓ ÔÓ-
ÎÛ˜ËÚ¸ Â¯ÂÌËÂ ËÒıÓ‰ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë (4).

éÔËÒ‡ÌÌ˚È ÏÂÚÓ‰ ÔÓ‰‰‡ÂÚÒfl ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÏÛ ‡ÒÔ‡‡ÎÎÂÎË‚‡ÌË˛. èË Â‡ÎËÁ‡ˆËË ˜ËÒÎÂÌÌÓ-
„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ÒÓÍ‡˘ÂÌËÂ ÔÂÂ·Ó‡ Á‡ Ò˜ÂÚ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËfl ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸Ì˚ı Á‡‰‡˜, Á‡‚Â‰ÓÏÓ
ÌÂ ‰‡˛˘Ëı Â¯ÂÌËÂ ËÒıÓ‰ÌÓÈ.
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èÂ‰ÎÓÊÂÌ ÌÓ‚˚È ÔÓ‰ıÓ‰ Í ÔÓÂÍÚËÓ‚‡ÌË˛ ÌÂ˜ÂÚÍËı ˝ÍÒÔÂÚÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ. èÓ‰Ó·ÌÓ ‡Ò-
ÒÏÓÚÂÌ˚ ‚ÓÔÓÒ˚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl ÁÌ‡ÌËÈ Ë ÙÓÏËÓ‚‡ÌËfl ‚˚ÒÍ‡Á˚‚‡ÌËÈ ÒÂ‰ÒÚ‚‡ÏË ÌÂ˜ÂÚ-
ÍÓÈ ÎÓ„ËÍË, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÓÔËÒ‡Ì‡ ÏÓ‰ÂÎ¸ ÌÂ˜ÂÚÍËı ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËÈ. éÒÌÓ‚ÌÓÂ ‚ÌËÏ‡ÌËÂ Û‰ÂÎÂÌÓ ‚Ó-
ÔÓÒ‡Ï ‡‚ÚÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ÁÌ‡ÌËÈ (ÌÂ˜ÂÚÍËı Ô‡‚ËÎ ‚˚‚Ó‰‡) ÔÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û ÔÂˆÂ-
‰ÂÌÚÓ‚. Ç ̃ ‡ÒÚÌÓÒÚË, ‚‚Â‰ÂÌ˚ ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÍËÚÂËË Í‡˜ÂÒÚ‚‡ Ô‡‚ËÎ Ë ÔÂ‰ÎÓÊÂÌ ‡Î„ÓËÚÏ Ëı
„ÂÌÂ‡ˆËË (ÏÂÚÓ‰ ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚ı ÒÛÊÂÌËÈ). éÔËÒ‡Ì˚ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË ‡Ò¯ËÂÌËfl ‚Ë‰‡ ‰ÓÔÛÒÚË-
Ï˚ı Ô‡‚ËÎ ÔÛÚÂÏ ‚‚Â‰ÂÌËfl ÓÔÂ‡ˆËË ÌÂ˜ÂÚÍÓÈ ‰ËÁ˙˛ÌÍˆËË. í‡ÍÊÂ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ì˚ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ-
ÒÚË ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËË Ì‡È‰ÂÌÌ˚ı Ô‡‚ËÎ. èÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌ-
ÚÓ‚, ‰ÂÏÓÌÒÚËÛ˛˘ËÂ ˆÂÌÌÓÒÚ¸ ÔÂ‰Î‡„‡ÂÏ˚ı ÔÓ‰ıÓ‰Ó‚. ÅË·Î. 47. îË„. 10. í‡·Î. 2.

äÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡: ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËÂ Ó·‡ÁÓ‚, ÔÓËÒÍ Á‡ÍÓÌÓÏÂÌÓÒÚÂÈ ‚ ‰‡ÌÌ˚ı, ÌÂ˜ÂÚÍ‡fl ÎÓ„ËÍ‡,
˝ÍÒÔÂÚÌ˚Â ÒËÒÚÂÏ˚.

ÇÇÖÑÖçàÖ

íÂÓËfl ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl Ó·‡ÁÓ‚ ÓÔÂËÛÂÚ Ò Á‡‰‡˜‡ÏË, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ÏË Ò ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡ÌËÂÏ Ì‡·Ó‡ Á‡-
‚ËÒËÏ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ÔÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı, ‰ÓÒÚÛÔÌ˚ı ‰Îfl ËÁÏÂÂÌËÈ Ë ÓˆÂ-
ÌÓÍ, ‚ ÒËÚÛ‡ˆËflı, ÍÓ„‰‡ ËÁ‚ÂÒÚÌ‡ ÌÂÍÓÚÓ‡fl ˝ÏÔËË˜ÂÒÍ‡fl ËÌÙÓÏ‡ˆËfl Ó· ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏÓÈ ‚Á‡ËÏÓ-
Ò‚flÁË (ÒÏ. [1, 2]). ÑÎfl Â¯ÂÌËfl ÔÓ‰Ó·Ì˚ı Á‡‰‡˜ ‡Á‡·ÓÚ‡ÌÓ ·ÓÎ¸¯ÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÏÂÚÓ‰Ó‚
(ÒÏ. [3]). ÅÓÎ¸¯ËÌÒÚ‚Ó ËÁ ÌËı (Ì‡ÔËÏÂ, ÌÂÈÚÓÌÌ˚Â ÒÂÚË, ÒÏ. [4]) ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛Ú ÍÓÌˆÂÔˆË˛ “˜ÂÌÓ-
„Ó fl˘ËÍ‡”, Ú.Â. ÔÓÒÚÓ ‚˚‰‡˛Ú ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡ÌËfl ‰Îfl ‰‡ÌÌÓ„Ó Ì‡·Ó‡ ÔËÁÌ‡ÍÓ‚. í‡ÍËÏ Ó·‡-
ÁÓÏ, Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û ÔÂÂÏÂÌÌ˚ÏË ‚ÌÛÚË ÔÓˆÂÒÒ‡ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÌÂflÒÌÓÈ. ïÓÚfl ‰Îfl fl‰‡ Á‡‰‡˜ Ó‰ÌÓ„Ó
ÔÓ„ÌÓÁ‡ ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ, ÌÓ Á‡˜‡ÒÚÛ˛ ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ÒËÚÛ‡ˆËË, ÍÓ„‰‡ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ ‰ÓÔÓÎ-
ÌËÚÂÎ¸Ì˚Â ÁÌ‡ÌËfl Ó· ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏÓÏ ÔÓˆÂÒÒÂ (ÒÏ. [5]). èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÓÒÓ·ÂÌÌÓ ‡ÍÚÛ‡Î¸-
Ì˚Ï ‚ ÚÂı ÒÎÛ˜‡flı, ÍÓ„‰‡ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÏÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡Ì˚ ËÒ-
ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎÂÏ. íÓ„‰‡ ÔËıÓ‰flÚ Í Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÈ Á‡‰‡˜Â data mining. èÓÒÎÂ ËÁ‚ÎÂ˜ÂÌËfl ÌÂÓ·ıÓ‰Ë-
Ï˚ı ÁÌ‡ÌËÈ ÏÓÊÌÓ ‚ÂÌÛÚ¸Òfl Í ÔÓ„ÌÓÁÛ Á‡‚ËÒËÏ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı, ÔËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ
ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÛ˛ ËÌÙÓÏ‡ˆË˛. Ç ¯ËÓÍÓÏ ÔÓÎÂ ÔËÍÎ‡‰Ì˚ı Á‡‰‡˜ ÔÓ‰Ó·ÌÛ˛ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ËÌ-
ÙÓÏ‡ˆË˛ ÔÓÎÛ˜‡˛Ú ÔË ÔÓÏÓ˘Ë ˝ÍÒÔÂÚÓ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ÔËÍÎ‡‰ÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË. Ç Ò‚flÁË Ò ˝ÚËÏ ÌÂÓ·ıÓ-
‰ËÏÓ, ˜ÚÓ·˚ ÁÌ‡ÌËfl, ËÁ‚ÎÂÍ‡ÂÏ˚Â ‡‚ÚÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍË ÔË ÔÓÏÓ˘Ë ÍÓÏÔ¸˛ÚÂ‡ ‚ ÔÓˆÂÒÒÂ data min-
ing, ·˚ÎË ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ì˚ ‚ ÚÂı ÊÂ ÚÂÏËÌ‡ı, ˜ÚÓ Ë ËÌÙÓÏ‡ˆËfl, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ‡fl ÓÚ ˝ÍÒÔÂÚÓ‚. í‡-
ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˝ÍÒÔÂÚ ·Û‰ÂÚ ‚ ÒÓÒÚÓflÌËË ÓˆÂÌËÚ¸, ‰Ó·‡‚ËÚ¸ ËÎË ÓÚ‚Â„ÌÛÚ¸ ˜‡ÒÚ¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÈ
‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓÈ ËÌÙÓÏ‡ˆËË. ëËÒÚÂÏ˚ ÔÓ‰Ó·ÌÓ„Ó Ó‰‡, ‚ ÍÓÚÓ˚ı ‚‡ÊÌÛ˛ ÓÎ¸ Ë„‡˛Ú ˝ÍÒ-
ÔÂÚÌ˚Â ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Â ÁÌ‡ÌËfl Ó· ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏÓÈ Ó·Î‡ÒÚË, ÔÓÎÛ˜ËÎË Ì‡Á‚‡ÌËÂ ˝ÍÒÔÂÚÌ˚ı ÒË-
ÒÚÂÏ.

àÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ‚ Ó·Î‡ÒÚË ˝ÍÒÔÂÚÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ ·ÂÛÚ Ò‚ÓÂ Ì‡˜‡ÎÓ Ò ÒÂÂ‰ËÌ˚ 50-ı „Ó‰Ó‚ ÔÓ¯ÎÓ-
„Ó ÒÚÓÎÂÚËfl Ë ÛÊÂ ÔÂÂÊËÎË ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ˝Ú‡ÔÓ‚ ‡Á‚ËÚËfl. á‡ ˝ÚÓ ‚ÂÏfl ·˚Î Â‡ÎËÁÓ‚‡Ì fl‰
ÛÒÔÂ¯Ì˚ı ÔÓÂÍÚÓ‚ ÔÓ ÒÓÁ‰‡ÌË˛ ˝ÍÒÔÂÚÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ, ‡·ÓÚ‡˛˘Ëı Ì‡ Ô‡ÍÚËÍÂ (ÒÏ. [6, 7]). é‰Ì‡-
ÍÓ ·ÓÎ¸¯ËÌÒÚ‚Ó ËÁ ÌËı ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÓÚÌÂÒÚË Í Ó·Î‡ÒÚË ÌÂ˜ÂÚÍÓ„Ó ÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl. ÑÂÎÓ ‚
ÚÓÏ, ˜ÚÓ ‚ Á‡‰‡˜‡ı ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl ·‡Á‡ ÁÌ‡ÌËÈ ÒËÒÚÂÏ˚ (ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ÛÔ‡‚Îfl˛˘Ëı Ô‡‚ËÎ) Á‡˜‡-
ÒÚÛ˛ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ÌÂ·ÓÎ¸¯Ó„Ó ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡ Ô‡‚ËÎ, ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔÓ‰ÒÍ‡Á˚‚‡ÂÏ˚ı ÔÂ‰ÏÂÚÌÓÈ
Ó·Î‡ÒÚ¸˛. èÓ˝ÚÓÏÛ ÓÒÌÓ‚ÌÓÈ ÔÓ·ÎÂÏÓÈ ÔË ‡Á‡·ÓÚÍÂ Ú‡ÍËı ÒËÒÚÂÏ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl Â‡ÎËÁ‡ˆËfl
ÌÂ˜ÂÚÍËı ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËÈ ËÎË ‚˚‚Ó‰Ó‚. Ç ̋ ÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ·ÓÎ¸¯ÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó Ì‡‡·ÓÚÓÍ,

1) ê‡·ÓÚ‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ ÔË ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ ÔÓ‰‰ÂÊÍÂ êîîà (ÍÓ‰˚ ÔÓÂÍÚÓ‚ 05-07-90333, 06-01-00492, 06-01-08045, 07-01-
00211), àçíÄë (YS 04-83-2942, 04-77-7036) Ë ÔÓ„‡ÏÏ˚ éåç êÄç ‹ 02.

ìÑä 519.6:519.710.24
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ÍÓÚÓ˚Â ÔË‚Ó‰flÚ Í ÛÒÔÂ¯Ì˚Ï ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡Ï (ÒÏ. [8–10]). èË ÔÓÒÚÓÂÌËË ˝ÍÒÔÂÚÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ,
ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚ı Ì‡ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜ ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl Ë ÔÓ„ÌÓÁËÓ‚‡ÌËfl, ÔÓ·ÎÂÏ‡ ÔÓÒÚÓÂÌËfl ·‡-
Á˚ ‰‡ÌÌ˚ı (ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl ÁÌ‡ÌËÈ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ), Ó„‡ÌËÁ‡ˆËfl ·‡Á˚ ÁÌ‡ÌËÈ (ÔÓÎÛ˜ÂÌËÂ ÁÌ‡ÌËÈ ÓÚ
˝ÍÒÔÂÚÓ‚ ÔÂ‰ÏÂÚÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË) Ë ÔÓÎÛ˜ÂÌËÂ ÏÓ‰ÂÎË ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÔÓ„ÌÓÁ‡ Ë„‡˛Ú ÍÎ˛˜Â‚Û˛
ÓÎ¸. çÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ Â¯ÂÌËfl ÍÓÏÔÎÂÍÒ‡ ÒÎÓÊÌ˚ı ÔÓ·ÎÂÏ ÔË‚Ó‰ËÚ Í Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÏÛ ‡ÒÔÓ-
ÒÚ‡ÌÂÌË˛ ˝ÍÒÔÂÚÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl Ë ÔÓ„ÌÓÁ‡ Ì‡ ÒÂ„Ó‰Ìfl¯ÌËÈ ‰ÂÌ¸.

Ç Ó·Î‡ÒÚË ˝ÍÒÔÂÚÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ ‚˚‰ÂÎfl˛Ú ÚË ÓÒÌÓ‚Ì˚Â ÔÓ·ÎÂÏ˚:
1) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ÁÌ‡ÌËÈ;
2) ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ÁÌ‡ÌËÈ;
3) ÔËÓ·ÂÚÂÌËÂ ÁÌ‡ÌËÈ.
ç‡Ë·ÓÎÂÂ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÙÓÏÓÈ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl ÁÌ‡ÌËÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÈ

ÚËÔ‡ “Öëãà…, íé…” (ÒÏ. [9]). èË ˝ÚÓÏ ÛÒÎÓ‚Ëfl ‚ ÔÓÒ˚ÎÍÂ Ô‡‚ËÎ‡ (‡ÌÚÂˆÂ‰ÂÌÚÂ), ‡ Ú‡ÍÊÂ ‚
Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËË Ô‡‚ËÎ‡ (‚˚‚Ó‰Â) ‰ÓÎÊÌ˚ ÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ú¸Òfl ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÔÓÒÚÓ, ˜ÚÓ·˚ ˝ÍÒÔÂÚ ÏÓ„
ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÎÂ„ÍÓ ÔÓËÌÚÂÔÂÚËÓ‚‡Ú¸ ÚÓ ËÎË ËÌÓÂ Ô‡‚ËÎÓ. ÑÎfl Á‡‰‡˜ ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl Ó·‡-
ÁÓ‚ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÛÒÎÓ‚ËÈ, ‚ıÓ‰fl˘Ëı ‚ Ô‡‚ËÎ‡, Ú‡‰ËˆËÓÌÌÓ ‚˚·Ë‡˛ÚÒfl Ì‡·Ó ÓÚÂÁÍÓ‚ (ÁÌ‡˜ÂÌËÂ
ÔËÁÌ‡Í‡ ÎÂÊËÚ ‚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÏ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ a ≤ x ≤ b, ÒÏ. [11, 12]) ËÎË ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ÌÂ˜ÂÚÍËı ÔÓ‰-
ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÔËÁÌ‡ÍÓ‚ (ÒÏ. [13]). çÂ˜ÂÚÍËÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÔÂ‰ÓÒÚ‡‚Îfl˛Ú ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸
Á‡‰‡‚‡Ú¸ Ô‡‚ËÎ‡ Ì‡ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏ flÁ˚ÍÂ, Ú.Â. ‚ ÙÓÏÂ, Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÈ Í ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌË˛
ÁÌ‡ÌËÈ ˝ÍÒÔÂÚ‡. Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ÒÚ‡Ú¸Â ËÒÒÎÂ‰Û˛ÚÒfl ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÒÔÓÒÓ·˚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl ÁÌ‡ÌËÈ ‚
‚Ë‰Â ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚË ÌÂ˜ÂÚÍËı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ‚ÓÔÓÒ˚ „ÂÌÂ‡ˆËË Ë ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËË
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl.

àÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ÁÌ‡ÌËÈ ‰Îfl ÔÓ„ÌÓÁËÓ‚‡ÌËfl, Í‡Í Ô‡‚ËÎÓ, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ‡ÁÎË˜Ì˚Â
ÒıÂÏ˚ „ÓÎÓÒÓ‚‡ÌËfl ÔÓ Ì‡·ÓÛ Á‡ÍÓÌÓÏÂÌÓÒÚÂÈ (Ô‡‚ËÎ, ÒÏ. [3, 11]). Ç ÒÎÛ˜‡Â ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl ÁÌ‡-
ÌËÈ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÌÂ˜ÂÚÍËı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Á‰ÂÒ¸ ÔÓ‰ÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl ‡Á‚ËÚ˚È ‡ÔÔ‡‡Ú ÌÂ˜ÂÚÍÓÈ ÎÓ„ËÍË.
èË ̋ ÚÓÏ ‚ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏ ËÚÓ„Â ÏÂı‡ÌËÁÏ ÌÂ˜ÂÚÍÓ„Ó ‚˚‚Ó‰‡ Ú‡ÍÊÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓËÌÚÂÔÂÚËÓ‚‡Ì
Ò ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl ÒıÂÏ˚ „ÓÎÓÒÓ‚‡ÌËfl (ÒÏ. [6]). Ç ÒÚ‡Ú¸Â ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÒÔÓÒÓ·˚ „ÓÎÓ-
ÒÓ‚‡ÌËfl Ë Ì‡ÒÚÓÈÍË ‚ÂÒÓ‚ Ô‡‚ËÎ.

ç‡Ë·ÓÎÂÂ ÚÛ‰ÓÂÏÍÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl Á‡‰‡˜‡ ÔËÓ·ÂÚÂÌËfl ÁÌ‡ÌËÈ. ÑÎfl Â¯ÂÌËfl ˝ÚÓÈ ÔÓ·ÎÂÏ˚
ÚÂ·Û˛ÚÒfl Í‡Í Ú‡Î‡ÌÚ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎfl Ì‡ıÓ‰ËÚ¸ Ó·˘ËÈ flÁ˚Í Ò ˝ÍÒÔÂÚ‡ÏË, Ú‡Í Ë ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚Â ‡‚-
ÚÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ ‡Î„ÓËÚÏ˚ ËÁ‚ÎÂ˜ÂÌËfl ÁÌ‡ÌËÈ ËÁ ̋ ÏÔËË˜ÂÒÍÓÈ ËÌÙÓÏ‡ˆËË. ÄÎ„ÓËÚÏ˚ ‡‚ÚÓÏ‡-
ÚË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÌÂ‡ˆËË ÁÌ‡ÌËÈ, Í‡Í Ô‡‚ËÎÓ, Ò‚flÁ‡Ì˚ Ò Â¯ÂÌËÂÏ ÏÌÓ„ÓÔ‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÓÔÚËÏËÁ‡-
ˆËÓÌÌ˚ı Á‡‰‡˜, ‚ ÍÓÚÓ˚ı ˆÂÎÂ‚‡fl ÙÛÌÍˆËfl Ó·Î‡‰‡ÂÚ ·ÓÎ¸¯ËÏ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ ÎÓÍ‡Î¸Ì˚ı ÓÔÚËÏÛ-
ÏÓ‚ (ÒÏ. [11]). ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ‚ ÒÎÛ˜‡Â ˝ÍÒÔÂÚÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ fl‰ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı
ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û ËÒÍÓÏ˚ı Á‡ÍÓÌÓÏÂÌÓÒÚÂÈ. ëÂ‰Ë ÌËı ÏÓÊÌÓ ÓÚÏÂÚËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ:

‡) ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÌÂ·ÓÎ¸¯ÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ËÌÙÓÏ‡ÚË‚Ì˚ı Á‡ÍÓÌÓÏÂÌÓÒÚÂÈ, ‰Îfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚
˝ÍÒÔÂÚ ÏÓ„ ÔÓÒÏÓÚÂÚ¸, ÓˆÂÌËÚ¸ Ë/ËÎË ËÁÏÂÌËÚ¸ Ì‡·Ó Ô‡‚ËÎ;

·) ÌÂ·ÓÎ¸¯ÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÛÒÎÓ‚ËÈ ‚ ÔÓÒ˚ÎÍ‡ı Ô‡‚ËÎ;
‚) Ô‡‚ËÎ‡ ‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸ ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ì˚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ËÒıÓ‰Ì˚ı ÔËÁÌ‡ÍÓ‚, ‚˚‡ÊÂÌËfl ÚË-

Ô‡  ËÎË sin(êÓÒÚ) fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂ‰ÓÔÛÒÚËÏ˚ÏË.
ÑÎfl ÔÓËÒÍ‡ Ì‡·Ó‡ ËÌÙÓÏ‡ÚË‚Ì˚ı Á‡ÍÓÌÓÏÂÌÓÒÚÂÈ ‚ ˝ÍÒÔÂÚÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ‡ı Ó·˚˜ÌÓ ËÒÔÓÎ¸-

ÁÛ˛Ú ‡Î„ÓËÚÏ˚ Ì‡ ·‡ÁÂ ÌÂ˜ÂÚÍËı ÌÂÈÚÓÌÌ˚ı ÒÂÚÂÈ (neuro-fuzzy approach, ÒÏ. [14, 15]), „ÂÌÂÚË-
˜ÂÒÍËı ‡Î„ÓËÚÏÓ‚ (ÒÏ. [16], [17], 13]), ‡ Ú‡ÍÊÂ „Ë·Ë‰Ì˚Â ÔÓ‰ıÓ‰˚ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ
ÍÎ‡ÒÚÂÌÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡ (ÒÏ. [18]). ä ÒÓÊ‡ÎÂÌË˛, ˝ÚË ÔÓ‰ıÓ‰˚ Ó·Î‡‰‡˛Ú fl‰ÓÏ ÌÂ‰ÓÒÚ‡ÚÍÓ‚:

– ÌÂ˜ÂÚÍËÂ ÌÂÈÓÌÌ˚Â ÒÂÚË (ççë) „ÂÌÂËÛ˛Ú Ó„ÓÏÌÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó Ô‡‚ËÎ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ
ÌËÁÍÓÈ ËÌÙÓÏ‡ÚË‚ÌÓÒÚË, ˜ÚÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÒËÚÛ‡ˆËË ÔÂÂÓ·Û˜ÂÌËfl, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÌÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ËÌ-
ÚÂÔÂÚËÓ‚‡Ú¸ Ë Â‰‡ÍÚËÓ‚‡Ú¸ Ì‡·Ó Ô‡‚ËÎ;

– ‚˚ÒÓÍËÈ ÔÓfl‰ÓÍ „ÂÌÂËÛÂÏ˚ı Ô‡‚ËÎ ‰Îfl ççë;
– ·ÓÎ¸¯‡fl Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ççë ÓÚ Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ÔË·ÎËÊÂÌËfl;
– ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ‚ÂÏfl Ó·Û˜ÂÌËfl ççë Ë „ÂÌÂÚË˜ÂÒÍËı ‡Î„ÓËÚÏÓ‚;
– ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ˜ËÒÎ‡ ÍÎ‡ÒÚÂÓ‚ ‚ ‡Î„ÓËÚÏ‡ı, ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛˘Ëı ÍÎ‡ÒÚÂËÁ‡ˆË˛;
– ·ÓÎ¸¯ÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó Ô‡‡ÏÂÚÓ‚, Ì‡ÒÚ‡Ë‚‡ÂÏ˚ı ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÚÂÎÂÏ, ‚ „ÂÌÂÚË˜ÂÒÍËı ‡Î„ÓËÚÏ‡ı.
åÓÊÌÓ ÓÚÏÂÚËÚ¸ Ú‡ÍÊÂ Ú‡ÍËÂ ‡Î„ÓËÚÏ˚ „ÂÌÂ‡ˆËË ÁÌ‡ÌËÈ, Í‡Í Â¯‡˛˘ËÂ ÒÔËÒÍË (ÒÏ. [19]) Ë

ÔÓ‰ıÓ‰˚ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÔÓˆÂ‰Û˚ ‡‰‡ÔÚË‚ÌÓÈ ÍÓÂÍˆËË ËÎË ·ÛÒÚËÌ„‡ (boosting, ÒÏ. [20–23]).
Ç ˝ÚËı ‡Î„ÓËÚÏ‡ı ÔËÏÂÌflÂÚÒfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì‡fl ÒıÂÏ‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl Ô‡‚ËÎ, ˜ÚÓ Ì‡ Ô‡ÍÚËÍÂ
ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ Á‡ÚÛ‰ÌflÂÚ ËÎË ‰ÂÎ‡ÂÚ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓÈ ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆË˛ Â¯ÂÌËÈ ‰Îfl ˝ÍÒÔÂÚ‡.
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Ç‡ÒËÎ¸Â‚ Ë ‰.

ÅÓÎ¸¯ÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ ÔÓÒ‚fl˘ÂÌÓ ‡Î„ÓËÚÏ‡Ï Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ Â¯‡˛˘Ëı ‰Â-
Â‚¸Â‚ (ÒÏ. [5, 24–26]). ùÚË ‡Î„ÓËÚÏ˚ Ó·Î‡‰‡˛Ú ‚˚ÒÓÍËÏË ÚÓ˜ÌÓÒÚÌ˚ÏË ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎflÏË Ë ˜‡ÒÚÓ
ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl Ì‡ Ô‡ÍÚËÍÂ. é‰Ì‡ÍÓ ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËfl ‰Â‚Ó‚Ë‰ÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛ˚ ‚ ‚Ë‰Â Ì‡·Ó‡ Ô‡‚ËÎ
˜‡ÒÚÓ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ·ÓÎ¸¯ÓÏÛ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Û “‰ÎËÌÌ˚ı” Ô‡‚ËÎ, ÔÓÒ˚ÎÍË ÍÓÚÓ˚ı Ó˜ÂÌ¸ ÔÓıÓÊË ‰Û„
Ì‡ ‰Û„‡ (ÒÏ. [24]). ùÚÓ Ú‡ÍÊÂ Á‡ÚÛ‰ÌflÂÚ ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆË˛ Â¯ÂÌËfl.

Ç ‰‡ÌÌÓÈ ÒÚ‡Ú¸Â ÔÂ‰Î‡„‡ÂÚÒfl ‡Î„ÓËÚÏ „ÂÌÂ‡ˆËË ÁÌ‡ÌËÈ, ÎË¯ÂÌÌ˚È ·ÓÎ¸¯ËÌÒÚ‚‡ ÛÔÓÏflÌÛ-
Ú˚ı ÌÂ‰ÓÒÚ‡ÚÍÓ‚. éÌ ÒÚÓËÚ ÌÂ·ÓÎ¸¯ÓÈ Ì‡·Ó ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ËÌÙÓÏ‡ÚË‚Ì˚ı Ô‡‚ËÎ, ÍÓÚÓ˚Â
ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÛÒÔÂ¯ÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì˚ ÔË Â¯ÂÌËË Á‡‰‡˜.

ê‡·ÓÚ‡ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ÔflÚË ‡Á‰ÂÎÓ‚. Ç ‡Á‰. 1 ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ÒÔÓÒÓ·˚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl ÁÌ‡ÌËÈ ‚
‚Ë‰Â ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚË ÌÂ˜ÂÚÍËı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚. Ç ‡Á‰. 2 ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ‚ÓÔÓÒ˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl
ÁÌ‡ÌËÈ, ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÏÓ‰ÂÎ¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ÔÓ„ÌÓÁ‡ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÌÂ˜ÂÚÍËı Á‡ÍÓÌÓÏÂÌÓÒÚÂÈ. ê‡Á‰. 3 ÔÓ-
Ò‚fl˘ÂÌ ÔÓ·ÎÂÏÂ „ÂÌÂ‡ˆËË ÁÌ‡ÌËÈ. Ç ÌÂÏ ÔÂ‰Î‡„‡˛ÚÒfl ‡‚ÚÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ ‡Î„ÓËÚÏ˚ ÔÓËÒÍ‡ Á‡-
ÍÓÌÓÏÂÌÓÒÚÂÈ, ‡ Ú‡ÍÊÂ ËÒÒÎÂ‰Û˛ÚÒfl Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ‡Î„ÓËÚÏÓ‚. ê‡Á‰. 4 ÔÓÒ‚fl˘ÂÌ ‚ÓÔÓÒ‡Ï ÓÔÚËÏË-
Á‡ˆËË ÏÓ‰ÂÎË, ÔÓËÒÍ‡ Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl, Ì‡ÒÚÓÈÍË ‚ÂÒÓ‚ Ô‡‚ËÎ, ÔÓËÒÍ‡ „‡ÌËˆ ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚ ‚ ÔÓÒ˚ÎÍ‡ı Ô‡‚ËÎ Ë Ô. Ç ‡Á‰. 5 ÔË‚Ó‰flÚÒfl ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚÓ‚ ÔÓ ÔËÏÂÌÂÌË˛
‡Á‡·‡Ú˚‚‡ÂÏ˚ı ÚÂıÌÓÎÓ„ËÈ ‰Îfl Â¯ÂÌËfl Â‡Î¸Ì˚ı ÔËÍÎ‡‰Ì˚ı Á‡‰‡˜, ÔÓ‰‚Ó‰flÚÒfl ËÚÓ„Ë Ë ‰Â-
Î‡˛ÚÒfl ‚˚‚Ó‰˚.

Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ·Û‰ÛÚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ËÏÂÂÚÒfl d
‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı ÔËÁÌ‡ÍÓ‚ (ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı) Ë Ó‰Ì‡ Á‡‚ËÒËÏ‡fl ÔÂÂÏÂÌÌ‡fl, ÔËÌËÏ‡-
˛˘‡fl ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ì‡ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â {1, 2, …, l, ∆} ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl Ó·‡ÁÓ‚ (ÍÎ‡Ò-
ÒËÙËÍ‡ˆËË) Ò l ÍÎ‡ÒÒ‡ÏË ËÎË Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë ‚ÓÒÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËfl Â-
„ÂÒÒËË (ÔÓ„ÌÓÁËÓ‚‡ÌËfl). èÂˆÂ‰ÂÌÚÌ‡fl (˝ÏÔËË˜ÂÒÍ‡fl) ËÌÙÓÏ‡ˆËfl (Ó·Û˜‡˛˘‡fl ‚˚·ÓÍ‡)

ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ Ô‡ {xi, yi , „‰Â xi ∈ �
d
, yi ∈ {1, 2, …, l}, ËÎË yi ∈ �.

1. èÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ÁÌ‡ÌËÈ

éÒÓ·ÂÌÌÓÒÚ¸˛ ̋ ÍÒÔÂÚÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ÁÌ‡ÌËÈ ‚ ÎÂ„ÍÓ ËÌÚÂÔÂÚËÛÂÏ˚ı
ÚÂÏËÌ‡ı. ä‡Í ÛÊÂ ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸ ‚˚¯Â, Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ‰ÓÒÚÛÔÌÓÈ ÙÓÏÓÈ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl ÁÌ‡ÌËÈ fl‚Îfl-
˛ÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËfl, ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡ÌÌ˚Â ‚ ÎËÌ„‚ËÒÚË˜ÂÒÍÓÏ ‚Ë‰Â. í‡ÍËÂ ÁÌ‡ÌËfl ÙÓÏÛÎËÛ˛ÚÒfl Ì‡
ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏ Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÌÂ˜ÂÚÍÓÏ flÁ˚ÍÂ. Ç ‡·ÓÚÂ [9] ÔÂ‰Î‡„‡ÂÚÒfl ÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ú¸ ÁÌ‡-
ÌËfl ‚ ÙÓÏÂ ÔÓ‰ÛÍˆËÓÌÌ˚ı Ô‡‚ËÎ ‚Ë‰‡ “Öëãà…, íé…”, ÔË ̋ ÚÓÏ ÔÓÒ˚ÎÍ‡ Ô‡‚ËÎ‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚-
ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÌÂ˜ÂÚÍËı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ‰Îfl ÔËÁÌ‡ÍÓ‚. 

éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ 1. èÛÒÚ¸ � – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ ÔÓÎÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.
çÂ˜ÂÚÍËÏ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ M ÔÓÎÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı
Ô‡

èË ˝ÚÓÏ, ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ µM(·) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ÌÂ˜ÂÚÍÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂ-
ÒÚ‚‡ M.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È ˜ËÒÎÓ‚ÓÈ ÔËÁÌ‡Í (Ó‰ËÌ ËÁ ÚÂı, ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÍÓÚÓ˚ı ÒÙÓÏÛÎË-
Ó‚‡Ì‡ ÔÂˆÂ‰ÂÌÚÌ‡fl ËÌÙÓÏ‡ˆËfl). ë ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl ̋ ÍÒÔÂÚ‡, Ó·Î‡ÒÚ¸ Â„Ó ËÁÏÂÌÂÌËfl ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
ÓÔËÒ‡Ì‡ ‚ÔÓÎÌÂ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚Ï ÒÂÏÂÈÒÚ‚ÓÏ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚, Í‡Ê‰ÓÏÛ ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ
ÌÂÍÓÚÓÓÂ ÎËÌ„‚ËÒÚË˜ÂÒÍÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ, ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡ÌÌÓÂ Ì‡ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏ flÁ˚ÍÂ. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â
ÔËÏÂ‡ Ì‡ ÙË„. 1 ËÁÓ·‡ÊÂÌ˚ ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍËÂ ÙÛÌÍˆËË ÚÂı ÌÂ˜ÂÚÍËı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÔË-
ÁÌ‡Í‡ “ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ‡ ÚÂÎ‡ Ô‡ˆËÂÌÚ‡”. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ËÏ ÎËÌ„‚ËÒÚË˜ÂÒÍËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl (ÒÎÂ‚‡ Ì‡-
Ô‡‚Ó): “çàáäÄü”, “çéêåÄãúçÄü”, “ÇõëéäÄü”.

Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÚ¸, ˜ÚÓ Ò ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl ˝ÍÒÔÂÚ‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÍÓÚÓÓÂ
‡Á·ËÂÌËÂ Ó·Î‡ÒÚË ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÔËÁÌ‡Í‡, ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ÂÂ ÛÒÎÓ‚Ì˚Â „‡ÌËˆ˚ ÏÂÊ‰Û ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ÒÓ-
ÒÚÓflÌËflÏË. ùÚÓ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÓÚ‡Ê‡ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ

éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ 2. ùÍÒÔÂÚÌÓÈ ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËÂÈ ÔËÁÌ‡Í‡ i ∈ {1, 2, …, d} ‰Îfl ‡Á·ËÂÌËfl Ó·Î‡ÒÚË

Â„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËÈ  < … <  ·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÌÂ˜ÂÚÍËı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ˜ËÒÎÓ‚ÓÈ Ôfl-
ÏÓÈ Ò ÛÒÎÓ‚Ì˚ÏË „‡ÌËˆ‡ÏË ‚ ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚Û˛˘Ëı ÚÓ˜Í‡ı Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó ‡Á·ËÂÌËfl:

}i 1=
q

x µM x( ),( )  x � µM : � 0 1,[ ],∈{ } .

ai
1 ai

ni

�i Mi
j j 1 ni 1–,   µ

Mi
j ·( ) µ x; ai

j ai
j 1+,( ) x∀ �∈= =,

 
 
 

.=
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èË ˝ÚÓÏ

á‰ÂÒ¸ ‚˚‡ÊÂÌËÂ µ(x; a, b) Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛ ÌÂ˜ÂÚÍÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂ-
ÒÚ‚‡ Ò ÛÒÎÓ‚Ì˚ÏË „‡ÌËˆ‡ÏË a Ë b. ÇË‰ ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÛÌÍˆËË µ(·) ÏÓÊÌÓ ‚˚·Ë‡Ú¸ ÔÓ-
‡ÁÌÓÏÛ. Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ·Û‰ÛÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ Ú‡ÔÂˆËÂ‚Ë‰Ì˚ı Ë ÍÓÎÓÍÓÎÓÓ·‡ÁÌ˚ı
ÙÛÌÍˆËÈ. ë‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û ÙÛÌÍˆËÂÈ ÌÂ˜ÂÚÍÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ë ÛÒÎÓ‚Ì˚ÏË „‡ÌËˆ‡ÏË ·Û‰ÂÚ ÛÚÓ˜-
ÌÂÌ‡ ÌËÊÂ.

1.1. ëÂÏÂÈÒÚ‚Ó Ú‡ÔÂˆËÂ‚Ë‰Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ

Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ·‡ÁÓ‚ÓÈ ÙÓÏ˚ ÌÂ˜ÂÚÍÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ‡‚ÌÓ·Â‰ÂÌÌÛ˛
Ú‡ÔÂˆË˛ (ÙË„. 2). Ç ˜‡ÒÚÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÌ‡ ÏÓÊÂÚ ËÏÂÚ¸ ÙÓÏÛ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ (ÂÒÎË a = b, c = d),
Ú.Â. Á‡‰‡‚‡Ú¸ ˜ÂÚÍÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ (ÂÒÎË b = c).

éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ 3. {a, b}-ÔÓÍ˚ÚËÂÏ ÔËÁÌ‡Í‡ ‰Îfl ‡Á·ËÂÌËfl Ó·Î‡ÒÚË Â„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËÈ a1 < … < an

·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ÌÂ˜ÂÚÍËı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ {Mi  Ò ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍËÏË Ú‡ÔÂˆËÂ-

j∀ 1 ni 1–, x* ai
j ai

j 1+,[ ]  : µ
Mi

j x*; ai
j ai

j 1+,( )∈∃ µ
Mi

j x; ai
j ai

j 1+,( )[ ] .
x

max= =

}i 1=
n 1–

1.0

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0
32 34 36 38 40 42 44 46

îË„. 1.

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0 2 4 6 8 10

α1

α2

a a1 b c a2 d

îË„. 2.
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‚Ë‰Ì˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË (ÙË„. 2) Ú‡ÍÛ˛, ˜ÚÓ ‚ÂÌÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ:

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

èÓÌflÚËÂ {a, b}-ÔÓÍ˚ÚËfl ÔÓËÎÎ˛ÒÚËÓ‚‡ÌÓ Ì‡ ÙË„. 3.
ëÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ ÒÎÂ‰Û˛˘‡fl
íÂÓÂÏ‡ 1. {a, b}-ÔÓÍ˚ÚËÂ ‰Îfl ‡Á·ËÂÌËfl a1 < … < an ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ.
ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. í‡ÔÂˆËfl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ˜ÂÚ˚Âı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ – ÚÓ-

˜ÂÍ ËÁÎÓÏ‡ Ú‡ÔÂˆËË: a, b, c, d (ÙË„. 2). ê‡ÒÒÏÓÚËÏ {a, b}-ÔÓÍ˚ÚËÂ ‰Îfl Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó ‡Á·ËÂÌËfl

{ai . íÂ·Ó‚‡ÌËÂ (1.4) ‚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË ÔÓÍ˚ÚËfl ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ̃ ÚÓ ‰Îfl ÌÂ˜ÂÚÍÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Mi

‚Â¯ËÌ‡ Ú‡ÔÂˆËË ‡ÒÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl ‚ÌÛÚË ËÌÚÂ‚‡Î‡ [ai, ai + 1]. éÚÒ˛‰‡, Û˜ËÚ˚‚‡fl ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl (1.1)
Ë (1.2) ‚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË ÔÓÍ˚ÚËfl, ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸, ˜ÚÓ ai ≤ b ≤ c ≤ ai + 1, „‰Â b, c – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ
Ô‡‡ÏÂÚ˚ ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÛÌÍˆËË ‰Îfl Mi.

ÑÎfl ÔÓÒÚÓÚ˚ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÓÚ‰ÂÎ¸ÌÓ ËÌÚÂ‚‡Î ‡Á·ËÂÌËfl (Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ Â„Ó ˜ÂÂÁ [a1, a2]) Ë ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÂÏÛ ÌÂ˜ÂÚÍÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó – Ú‡ÔÂˆË˛. ãÂ‚‡fl ÒÚÓÓÌ‡ Ú‡ÔÂˆËË ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ-
·ÓÈ ÔflÏÛ˛ ÎËÌË˛, ÔÓıÓ‰fl˘Û˛ ˜ÂÂÁ ÚË ÚÓ˜ÍË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ: (0, a), (α1, a1), (1, b) (ÙË„. 2).
ùÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ ‰‡ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛ ÒËÒÚÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÈ:

á‰ÂÒ¸ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ k, b1 – Û„ÓÎ Ì‡ÍÎÓÌ‡ Ë Ô‡‡ÏÂÚ Ò‰‚Ë„‡ ÔflÏÓÈ.
ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ, Ô‡‚‡fl ÒÚÓÓÌ‡ Ú‡ÔÂˆËË ÂÒÚ¸ ÔflÏ‡fl ÎËÌËfl, ÔÓıÓ‰fl˘‡fl ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍË (0, d),

(α2, a2), (1, c) (ÙË„. 2). Ç‚Ë‰Û ‡‚ÌÓ·Â‰ÂÌÌÓÒÚË Ú‡ÔÂˆËË Û„ÓÎ Ì‡ÍÎÓÌ‡ ÔflÏÓÈ k1 = –k. í‡ÍËÏ Ó·-
‡ÁÓÏ, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛ ÒËÒÚÂÏÛ:

α1 … αn 0 1,( ), β1 … βn 1– 0 1 ),,[∈, ,∈, ,

µMi
ai 1+( ) µMi 1+

ai 1+( ) α i 1+ i∀ 1 n 2–, ,= = =

µM1
a1( ) α1, µMn 1–

an( ) αn,= =

x*∃ ai ai 1+,[ ]  : µMi
x*( )∈ µ Mi

x( )[ ] i 1 n 1–, ,∈∀
x

max=

x �  µMi
x( )∈ 1={ }

ai 1+ ai–
-------------------------------------------------------- βi i∀ 1 n 1–, .∈=

}i 1=
n

0 ka b1,+=

α1 ka1 b1,+=

1 kb b1.+=

0 kd– b2,+=

1.2

0.8

0.4

α1

0 2 4 6 8 10 12

α2

α3

α4

a1 a2

c1 = d1 c1 d2
a3

c3 d3
a4

β2

d2 c2–

a3 a2–
----------------= β3

d3 c3–

a4 a3–
----------------=β1 = 0

îË„. 3.
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á‰ÂÒ¸ b2 – Ô‡‡ÏÂÚ Ò‰‚Ë„‡ ÔflÏÓÈ.
ìÒÎÓ‚ËÂ (1.5) ‚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË ÔÓÍ˚ÚËfl ÔË‚Ó‰ËÚ Í ‡‚ÂÌÒÚ‚Û

é·˙Â‰ËÌflfl ‚ÒÂ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ‚ Â‰ËÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

Ñ‡ÌÌ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÒËÒÚÂÏÛ ËÁ ÒÂÏË ÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÒÂÏË
ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı Ò ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ˚Ï ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎÂÏ Ë ÔË‚Ó‰ËÚ Í Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓÏÛ Â¯ÂÌË˛ ‰Îfl a, b, c, d:

íÂÓÂÏ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ˝ÍÒÔÂÚÌÓÈ ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËË ‰Îfl Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó ‡Á·ËÂÌËfl ÏÓÊÌÓ

‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl ÔÓÌflÚËÂÏ {a, b}-ÔÓÍ˚ÚËfl. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ 2n – 1 Ô‡‡ÏÂÚ-
Ó‚, „‰Â n – ˜ËÒÎÓ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ‡Á·ËÂÌËfl. ä‡Í ·˚ÎÓ ÛÍ‡Á‡ÌÓ ‚˚¯Â, Ì‡ Ô‡ÍÚËÍÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ‡Á·Ë-
ÂÌËfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ ÔËÏÂÌ˚Â „‡ÌËˆ˚ ÏÂÊ‰Û ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ÒÓÒÚÓflÌËflÏË, Á‡‰‡‚‡ÂÏ˚ÏË
˝ÍÒÔÂÚÓÏ, ‡ ‚‚Â‰ÂÌËÂ ÌÂ˜ÂÚÍËı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÓÚ‡Ê‡ÂÚ ÒÚÂÔÂÌ¸ Û‚ÂÂÌÌÓÒÚË ˝ÍÒÔÂÚ‡ ÓÚÌÓÒË-
ÚÂÎ¸ÌÓ ‚˚·‡ÌÌ˚ı „‡ÌËˆ. èÓ˝ÚÓÏÛ ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÚ¸, ˜ÚÓ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ (a, b) ÓÚ‡Ê‡˛Ú
ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚË ÁÌ‡ÌËfl ̋ ÍÒÔÂÚ‡ Ó ÁÌ‡˜ÂÌËflı ÔËÁÌ‡Í‡ ‚ ̂ ÂÎÓÏ, ‡ ÌÂ Ó· ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚ı ÌÂ˜ÂÚÍËı ÔÓ‰ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚‡ı. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÓÊËÚ¸ α1 = … = αn = α, β1 = … = βn – 1 = β. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÓÔÚËÏËÁËÛÂÏ˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÒÓÍ‡˘‡ÂÚÒfl.

ï‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÌÂ˜ÂÚÍËı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ {a, b}-ÔÓÍ˚ÚËfl ËÏÂÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ‚Ë‰:

á‰ÂÒ¸ Ô‡‡ÏÂÚ˚ l, r Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú ÎÂ‚Û˛ Ë Ô‡‚Û˛ ÛÒÎÓ‚ÌÛ˛ „‡ÌËˆÛ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

α2 ka2– b2,+=

1 kc– b2.+=

c b– β a2 a1–( ).=

0 ka b1,+=

α1 ka1 b1,+=

1 kb b1,+=

0 kd– b2,+=

α2 ka2– b2,+=

1 kc– b2,+=

c b– β a2 a1–( ).=

a a1

α1 1 β–( ) a2 a1–( )
2 α1– α2–

--------------------------------------------,–=

b a1

1 α1–( ) 1 β–( ) a2 a1–( )
2 α1– α2–

----------------------------------------------------------,+=

c a2

1 α2–( ) 1 β–( ) a2 a1–( )
2 α1– α2–

----------------------------------------------------------,–=

d a2

α2 1 β–( ) a2 a1–( )
2 α1– α2–

--------------------------------------------.+=

µI x; l r α β, , ,( )

0, x l
α r l–( ) 1 β–( )

2 1 α–( )
------------------------------------,–<

2
x l–( ) 1 α–( )
r l–( ) 1 β–( )

--------------------------------- α , l
α r l–( ) 1 β–( )

2 1 α–( )
------------------------------------–+ x l

1 β–( ) r l–( )
2

--------------------------------,+<≤

1, l
1 β–( ) r l–( )

2
--------------------------------+ x r

1 β–( ) r l–( )
2

--------------------------------,–<≤

2
r x–( ) 1 α–( )
r l–( ) 1 β–( )

--------------------------------- α , r
1 β–( ) r l–( )

2
--------------------------------–+ x r

α r l–( ) 1 β–( )
2 1 α–( )

------------------------------------,+<≤

0, x r
α r l–( ) 1 β–( )

2 1 α–( )
------------------------------------.+≥

















=
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1.2. ëÂÏÂÈÒÚ‚Ó ÍÓÎÓÍÓÎÓÓ·‡ÁÌ˚ı ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ

ëÂÏÂÈÒÚ‚Ó Ú‡ÔÂˆËÂ‚Ë‰Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ ÏÓÊÂÚ ÓÍ‡Á‡Ú¸Òfl ÌÂ Ó˜ÂÌ¸ Û‰Ó·Ì˚Ï ‚ ÚÂı ÒÎÛ˜‡flı, ÍÓ„‰‡
ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÔÓ‚Ó‰ËÚ¸ ÓÔÚËÏËÁ‡ˆË˛ ÔÓ ÛÒÎÓ‚Ì˚Ï „‡ÌËˆ‡Ï ‡Á·ËÂÌËÈ. ÑÂÎÓ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ Ú‡ÔÂ-
ˆËfl ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ‚ ÚÓ˜Í‡ı ËÁÎÓÏ‡ (ÍÓÚÓ˚Â ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú „‡ÌË-
ˆ‡Ï ‡Á·ËÂÌËÈ), ˜ÚÓ ÏÓÊÂÚ ÓÒÎÓÊÌËÚ¸ ÔËÏÂÌÂÌËÂ „‡‰ËÂÌÚÌ˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚ ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËË. ÑÎfl ÚÓ„Ó
˜ÚÓ·˚ ÔÂÓ‰ÓÎÂÚ¸ ˝ÚÛ ÔÓ·ÎÂÏÛ, ‚‚Â‰ÂÏ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó ÍÓÎÓÍÓÎÓÓ·‡ÁÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ. îÓÏÛ ÌÂ˜ÂÚ-
ÍËı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ‰‡ÌÌÓ„Ó ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ Á‡‰‡˛Ú ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍËÂ ÙÛÌÍˆËË (ÙË„. 4):

(1.6)

è‡‡ÏÂÚ˚ l Ë r ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú ÛÒÎÓ‚Ì˚Â „‡ÌËˆ˚ ÌÂ˜ÂÚÍÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ (µII(l; l, r, α, ·) =
= µII(r; l, r, α, ·) = α); β ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ “ÒÚÂÔÂÌ¸ ÌÂ˜ÂÚÍÓÒÚË” ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡. èÂ‰Î‡„‡ÂÏÓÂ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó
fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ „Ë·ÍËÏ. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÔË ÒÚÂÏÎÂÌËË β Í ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ı‡‡ÍÚÂ-
ËÒÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ – ÓÚÂÁÍ‡ [l, r]. éÒÌÓ‚Ì˚Ï ‰ÓÒÚÓËÌÒÚ‚ÓÏ ÔÂ‰-
Î‡„‡ÂÏÓ„Ó ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÌÓÒÚ¸ µII ÔÓ ‚ÒÂÏ Ò‚ÓËÏ ‡„ÛÏÂÌÚ‡Ï (x, l Ë r).

èÓ ‡Ì‡ÎÓ„ËË Ò {a, b}-ÔÓÍ˚ÚËÂÏ ÏÓÊÌÓ Ú‡ÍÊÂ ‚‚ÂÒÚË ÔÓÌflÚËÂ ÔÓÍ˚ÚËfl ‰Îfl ı‡‡ÍÚÂËÒÚË-
˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ (1.6).

éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ 4. [a, b]-ÔÓÍ˚ÚËÂÏ ÔËÁÌ‡Í‡ ‰Îfl ‡Á·ËÂÌËfl Ó·Î‡ÒÚË Â„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËÈ a1 < … < an

·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ÌÂ˜ÂÚÍËı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ {Mi  Ò ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍËÏË ÍÓÎÓÍÓÎÓ-

Ó·‡ÁÌ˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË (x) = µII(x; ai, ai + 1, αi, βi). èË ˝ÚÓÏ α1, …, αn – 1 ∈ (0, 1), β1, …, βn – 1 ∈ �.

ÑÎfl [a, b]-ÔÓÍ˚ÚËfl ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ a ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú ÁÌ‡˜ÂÌËfl ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍ-
ˆËÈ ÔËÌ‡‰ÎÂÊÌÓÒÚË ‚ ÚÓ˜Í‡ı ‡Á·ËÂÌËfl. Ç ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú ‚ÂÒÍËÂ ÔË˜ËÌ˚ Á‡‰‡-
‚‡Ú¸ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‰‡ÌÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡, ÚÓ ‡ÁÛÏÌ˚Ï ‚˚·ÓÓÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ÁÌ‡˜ÂÌËÂ 0.5. èÓ ‡Ì‡ÎÓ„ËË Ò
{a, b}-ÔÓÍ˚ÚËÂÏ ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ β ‚ [a, b]-ÔÓÍ˚ÚËË ÏÓÊÌÓ Ú‡ÍÚÓ‚‡Ú¸ Í‡Í ÒÚÂÔÂÌ¸ Û‚Â-
ÂÌÌÓÒÚË ˝ÍÒÔÂÚ‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‚˚·‡ÌÌ˚ı „‡ÌËˆ ‡Á·ËÂÌËfl. èÓÚÓÏÛ ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÓÊËÚ¸ Ó‰ÌÓ
Ë ÚÓ ÊÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ β ‰Îfl ‚ÒÂı ÌÂ˜ÂÚÍËı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÔÓÍ˚ÚËfl, Ú.Â. β1, …, βn – 1 = β.

ï‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍËÂ ÙÛÌÍˆËË ÌÂ˜ÂÚÍËı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ‚ ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ı Ú‡ÔÂˆËÂ‚Ë‰Ì˚ı Ë ÍÓÎÓ-
ÍÓÎÓÓ·‡ÁÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÛÒÎÓ‚Ì˚ı „‡ÌËˆ l Ë r. Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ Ó·Ó-
ÁÌ‡˜ÂÌËÂ µ(x; l, r) ÏÓÊÂÚ ‚ÓÒÔËÌËÏ‡Ú¸Òfl ‚ ÒÏ˚ÒÎÂ I ËÎË II ·ÂÁ Ó„‡ÌË˜ÂÌËfl ÍÓÂÍÚÌÓÒÚË ÔÓÒÚÓ-
ÂÌËÈ.

µII x; l r α β, , ,( ) 1

1 1
α
--- 1– 

  x l r+( )/2–
r l–( )/2

----------------------------- 
 

2β
+

-------------------------------------------------------------------, α 0 1,( ), β �, l r x �, l r.<∈, ,∈∈=

}i 1=
n 1–

µMi

1.2

1.0

0.8
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0.4

0.2
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0.3α
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rl

îË„. 4.
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2. åéÑÖãú çÖóÖíäàï êÄëëìÜÑÖçàâ

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ÔËÁÌ‡Í‡ i ∈ {1, 2, …, d} Á‡‰‡Ì‡ ˝ÍÒÔÂÚÌ‡fl ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËfl �i
(·‡Á‡ ‰‡ÌÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ˚). éÌ‡ ÏÓÊÂÚ ÓÔÂ‰ÂÎflÚ¸Òfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ {a, b}- ËÎË [a, b]-ÔÓÍ˚ÚËfl. èÛÒÚ¸
Ú‡ÍÊÂ ËÁ‚ÂÒÚÂÌ Ì‡·Ó Ô‡‚ËÎ, Ò‚flÁ˚‚‡˛˘Ëı ÌÂ˜ÂÚÍËÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‚ıÓ‰Ì˚ı Ë ‚˚ıÓ‰Ì˚ı ÔÂÂ-
ÏÂÌÌ˚ı (·‡Á‡ ÁÌ‡ÌËÈ ÒËÒÚÂÏ˚). ä‡Ê‰ÓÂ Ô‡‚ËÎÓ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

“Öëãà  ∈  & … &  ∈ , íé y ∈ N k”. (2.1)

á‰ÂÒ¸ , …, , Nk – ÌÂ˜ÂÚÍËÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó

Sump(R) = { , …, } ·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ÔÓÒ˚ÎÍÓÈ Ô‡‚ËÎ‡ R (2.1), ÏÂÚÍÛ ÍÎ‡ÒÒ‡ ‚ Á‡‰‡˜Â ÍÎ‡Ò-
ÒËÙËÍ‡ˆËË (ËÌ‰ÂÍÒ ÌÂ˜ÂÚÍÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÓÒË ‚ Á‡‰‡˜Â ‚ÓÒÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËfl Â„ÂÒ-
ÒËË) Res(R) = Nk – Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂÏ Ô‡‚ËÎ‡ R; ˜ËÒÎÓ Ord(R) = r – ÔÓfl‰ÍÓÏ Ô‡‚ËÎ‡ R. í‡ÍËÂ Ô‡‚ËÎ‡
ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ÓÚ ̋ ÍÒÔÂÚ‡ ËÎË Ò„ÂÌÂËÓ‚‡Ì˚ ÔÓ ÔÂˆÂ‰ÂÌÚÌÓÈ ËÌÙÓÏ‡ˆËË (ÒÏ. ‡Á‰. 3).

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Á‡‰‡˜Û ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl ÌÂ˜ÂÚÍËı ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËÈ (ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËË ÌÓ‚˚ı Ó·˙ÂÍÚÓ‚) Ò ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ·‡Á˚ ‰‡ÌÌ˚ı Ë ·‡Á˚ ÁÌ‡ÌËÈ. ä ÒÓÊ‡ÎÂÌË˛, Ì‡ Ì‡ÒÚÓfl˘ËÈ ÏÓÏÂÌÚ ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
Â‰ËÌ˚ı ÔÓ‰ıÓ‰Ó‚ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÚÓÏÛ, Í‡ÍËÂ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÔÓ‰ÂÎ‡Ú¸ ‚ ÔÓ„‡ÏÏÂ,
„‰Â ‚ÒÚÓÂÌ˚ ÙÛÌÍˆËË ÔËÌ‡‰ÎÂÊÌÓÒÚË, ˜ÚÓ·˚ ÒÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡Ú¸ ÌÂ˜ÂÚÍËÈ ‚˚‚Ó‰. ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ·Ó-
ÎÂÂ 100 ÏÂÚÓ‰Ó‚ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ÌÂ˜ÂÚÍËı ‚˚‚Ó‰Ó‚ Ì‡ ÎËÌ„‚ËÒÚË˜ÂÒÍÓÏ ÛÓ‚ÌÂ ‚ ‚˚˜ËÒÎÂÌËË
(ÒÏ. [6]). ä‡ÍÓÏÛ ËÏÂÌÌÓ ÏÂÚÓ‰Û ÓÚ‰‡Ú¸ ÔÂ‰ÔÓ˜ÚÂÌËÂ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÔÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË-
ÏË ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ÏË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ˝ÍÒÔÂÚÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ. Ç Ò‚flÁË Ò ˝ÚËÏ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl ‡ÁÛÏÌ˚Ï
ÔËÌflÚ¸ ÒÚ‡ÚÂ„Ë˛ ‚˚·Ó‡ ÏÂÚÓ‰Ó‚, ÎÛ˜¯Â ‚ÒÂ„Ó Á‡ÂÍÓÏÂÌ‰Ó‚‡‚¯Ëı ÒÂ·fl Ì‡ Ô‡ÍÚËÍÂ.

ÑÎfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÌÂ˜ÂÚÍÓ„Ó ‚˚‚Ó‰‡ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Á‡‰‡Ú¸ ÒÔÓÒÓ· ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÙÛÌÍˆËÈ ÔËÌ‡‰-
ÎÂÊÌÓÒÚË ‡ÌÚÂˆÂ‰ÂÌÚ‡ Ô‡‚ËÎ‡ (ÌÂ˜ÂÚÍÓÈ ÍÓÌ˙˛ÌÍˆËË) Ë ‚˚‚Ó‰‡ (ÌÂ˜ÂÚÍÓÈ ËÏÔÎËÍ‡ˆËË), ‡ Ú‡Í-
ÊÂ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÍÓÏÔÓÁËˆËÓÌÌÓÂ Ô‡‚ËÎÓ ‚˚‚Ó‰‡.

çÂ˜ÂÚÍ‡fl ÍÓÌ˙˛ÌÍˆËfl Ú‡‰ËˆËÓÌÌÓ Á‡‰‡ÂÚÒfl t-ÌÓÏÓÈ [ÒÏ. [7]). Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ÒÚ‡Ú¸Â ·Û‰ÂÚ ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl ÓÔÂ‡ˆËfl min, ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl ÚËÔË˜ÌÓÈ t-ÌÓÏÓÈ.

áÌ‡ÌËÂ ˝ÍÒÔÂÚ‡ (Ô‡‚ËÎÓ) Sump(R)  Res(R) ÓÚ‡Ê‡ÂÚ ÌÂÍÓÚÓÓÂ ÌÂ˜ÂÚÍÓÂ ÔË˜ËÌÌÓÂ ÓÚ-
ÌÓ¯ÂÌËÂ ÔÂ‰ÔÓÒ˚ÎÍË Ë Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËfl, Ú.Â.

R = Sump(R)  Res(R).

èÓÒ˚ÎÍÛ R ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÌÂ˜ÂÚÍÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ì‡ ÔflÏÓÏ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËË X × Y
ÔÓÎÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÂ‰ÔÓÒ˚ÎÓÍ X Ë ÔÓÎÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÈ Y. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,
ÔÓˆÂÒÒ ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ ‚˚‚Ó‰‡ B' Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ‰‡ÌÌ˚ı Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl A' Ë ÁÌ‡ÌËfl
Sump(R)  Res(R) ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â ÙÓÏÛÎ˚

B' = A' • R = A' • (Sump(R)  Res(R)).

á‰ÂÒ¸ ÁÌ‡Í • fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔÓÁËˆËÓÌÌ˚Ï Ô‡‚ËÎÓÏ ÌÂ˜ÂÚÍÓ„Ó ‚˚‚Ó‰‡, ‡ ÁÌ‡Í  ‚ Ô‡‚ËÎÂ
Sump(R)  Res(R) – ÌÂ˜ÂÚÍÓÈ ËÏÔÎËÍ‡ˆËÂÈ.

ç‡ Ô‡ÍÚËÍÂ ÌÂÂ‰ÍË ÒÎÛ˜‡Ë, ÍÓ„‰‡ ËÁ-Á‡ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚÂÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ËÌÙÓÏ‡ˆË˛ Ò ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ
ıÓÓ¯ÂÈ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÌÂ Û‰‡ÂÚÒfl ÎË·Ó ÌÂÚ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸ ÛÒÚÓÈÒÚ‚Ó ËÁÏÂÂ-
ÌËfl ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎfl, ˜ÚÓ ‚˚ÌÛÊ‰‡ÂÚ ÓˆÂÌË‚‡Ú¸ Â„Ó ÔÓ ÍÓÒ‚ÂÌÌ˚Ï ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ‡Ï. Ç ÔÓ‰Ó·Ì˚ı ÒÎÛ-
˜‡flı Û‰Ó·ÌÓ ÔËÌËÏ‡Ú¸ Á‡ ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌÓÂ Ì‡·Î˛‰ÂÌËÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÌÂ˜ÂÚÍÓ„Ó
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡. èÓ˝ÚÓÏÛ ‚ ·ÓÎÂÂ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡·Î˛‰ÂÌËÂ A' ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÌÂ˜ÂÚÍÓÂ ÔÓ‰-
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, ‡ Á‡ÍÓÌ ÍÓÏÔÓÁËˆËË • ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚Ï ÔÂ‰ÏÂÚÓÏ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl. é‰Ì‡ÍÓ ‰Îfl
ÒËÒÚÂÏ ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÓÊËÚ¸, ̃ ÚÓ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‚ıÓ‰Ì˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ ‚ ‚Ë‰Â ÍÓÌ-
ÍÂÚÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ, ‚ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ ˜Â„Ó ËÁÛ˜ÂÌËÂ ˝ÚÓ„Ó ‚ÓÔÓÒ‡ ÓÔÛÒÍ‡ÂÚÒfl.

2.1. Ç˚·Ó ÒÔÓÒÓ·‡ ‚‚Â‰ÂÌËfl ÌÂ˜ÂÚÍÓÈ ËÏÔÎËÍ‡ˆËË

í‡Í ÊÂ Í‡Í Ë ‰Îfl ÓÔÂ‡ˆËÈ çÖ, à, àãà, ‡Ò¯ËÂÌËÂ ÔÓÌflÚËfl ËÏÔÎËÍ‡ˆËË ‰Ó ÌÂ˜ÂÚÍÓ„Ó ÒÎÛ-
˜‡fl ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡Ï Ó·Ó·˘ÂÌËÈ. é‰Ì‡ÍÓ ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÌÂ Û‰‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓËÚ¸ ‡ÍÒËÓÏ‡-
ÚË˜ÂÒÍÛ˛ ·‡ÁÛ ‰Îfl ‡Ò¯ËÂÌËfl (ÔÓ ‡Ì‡ÎÓ„ËË Ò t-ÌÓÏÓÈ Ë t-ÍÓÌÓÏÓÈ), ‚ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ ˜Â„Ó Ó·Ó·˘Â-
ÌËÂ ‰‡ÌÌÓ„Ó ÔÓÌflÚËfl ÌÓÒËÚ ÒÍÓÂÂ ˝‚ËÒÚË˜ÂÒÍËÈ ı‡‡ÍÚÂ.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚‡ ÌÂ˜ÂÚÍËı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ A Ë B Ò Ëı ÙÛÌÍˆËflÏË ÔËÌ‡‰ÎÂÊÌÓÒÚË µA(x) Ë µB(y)
(ÒÏ. ÙË„. 5). ë ˆÂÎ¸˛ Ó·ÓÒÌÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ‚˚·Ó‡ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÌÂ˜ÂÚÍÓÈ ËÏÔÎËÍ‡ˆËË µA → B(x, y) ·˚ÎÓ

xi1
Mi1

j1 xir
Mir

jr

Mi1

j1 Mir

jr

Mi1

j1 Mir

jr
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Ç‡ÒËÎ¸Â‚ Ë ‰.

ÔÓ‚Â‰ÂÌÓ Ó·¯ËÌÓÂ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ (ÒÏ. [10]). Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÍËÚÂËfl ‚˚·Ó‡ ·˚Î‡ ‚ÁflÚ‡ ‚˚ÔÓÎÌË-
ÏÓÒÚ¸ ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÒıÂÏ ÌÂ˜ÂÚÍËı ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËÈ. ëÂ‰Ë ÌËı ÏÓÊÌÓ ‚˚‰ÂÎËÚ¸ Ú‡ÍËÂ:

ÑÎfl ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ·˚ÎË ‚ÁflÚ˚ ‚ÒÂ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â ‚ ÎËÚÂ‡ÚÛÂ ÔÓ ÌÂ˜ÂÚÍËÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡Ï ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl
ÌÂ˜ÂÚÍÓÈ ËÏÔÎËÍ‡ˆËË Ò ‰Ó·‡‚ÎÂÌËÂÏ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı Ò‚ÓËı ‚‡Ë‡ÌÚÓ‚. Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÓ‚ÂÓÍ ·˚Î
Ò‰ÂÎ‡Ì ‚˚‚Ó‰, ˜ÚÓ ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ‚ ÓÒÌÓ‚ÌÓÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ô‡‚ËÎ‡ (Rc, Rs, Rg – Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl,
‚‚Â‰ÂÌÌ˚Â ‡‚ÚÓ‡ÏË, ÒÏ. [10]):

(‡) Ô‡‚ËÎÓ Rc (Ô‡‚ËÎÓ å‡Ï‰‡ÌË):

(·) Ô‡‚ËÎÓ Rs:

(‚) Ô‡‚ËÎÓ Rg:

ëÏ˚ÒÎ Í‡Ê‰Ó„Ó ËÁ ˝ÚËı ‚˚‚Ó‰Ó‚ ‰Îfl ÔËÏÂ‡, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌÓ„Ó ÙË„. 5, ‰‡ÂÚÒfl Ì‡ ÙË„. 6. ä‡Í
ÌÂÚÛ‰ÌÓ ‚Ë‰ÂÚ¸, Ô‡‚ËÎ‡ ‚˚‚Ó‰‡ Rs Ë Rg ÌÂ Û˜ËÚ˚‚‡˛Ú ÒÚÂÔÂÌ¸ ÔËÌ‡‰ÎÂÊÌÓÒÚË γ = µA(x0) ‚ fl‚ÌÓÏ
‚Ë‰Â, ‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛Ú ˝ÚË ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÎË¯¸ ‰Îfl “ÛÒÂ˜ÂÌËfl ÌÂ˜ÂÚÍÓÒÚË”. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â
Ì‡ ‚˚ıÓ‰Â Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ˜ÂÚÍËÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ò ÛÓ‚ÌÂÏ ÔËÌ‡‰ÎÂÊÌÓÒÚË, ‡‚Ì˚Ï 1,
ÔË˜ÂÏ ˜ÂÏ ÏÂÌ¸¯Â γ, ÚÂÏ ·ÓÎ¸¯Â ÌÓÒËÚÂÎ¸ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‚˚‚Ó‰‡. ÑÎfl Ô‡‚ËÎ‡ ‚˚‚Ó‰‡ Rc ÁÌ‡-
˜ÂÌËÂ γ Ë„‡ÂÚ ·ÓÎ¸¯Û˛ ÓÎ¸. Ç Ò‚flÁË Ò ˝ÚËÏ ‰Îfl Á‡‰‡˜ ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl ‡ÁÛÏÌ˚Ï
ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ËÏÂÌÌÓ Ô‡‚ËÎÓ Rc ‰Îfl ÔÓÒÚÓÂÌËfl ÏÓ‰ÂÎË ÌÂ˜ÂÚÍÓ„Ó ‚˚‚Ó‰‡ ÔÓ Ô‡‚ËÎ‡Ï.

ÂÒÎË X  ÂÒÚ¸ A, ÚÓ Y  ÂÒÚ¸ B; X  ÂÒÚ¸ A
Y  ÂÒÚ¸ B

-------------------------------------------------------------------------------------------------;

ÂÒÎË X  ÂÒÚ¸ A, ÚÓ Y  ÂÒÚ¸ B; X  ÂÒÚ¸ Ó˜ÂÌ¸ A
Y  ÂÒÚ¸ B

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------;

ÂÒÎË X  ÂÒÚ¸ A, ÚÓ Y  ÂÒÚ¸ B; X  ÂÒÚ¸ ·ÓÎÂÂ ËÎË ÏÂÌÂÂ A
Y  ÂÒÚ¸ ·ÓÎÂÂ ËÎË ÏÂÌÂÂ B

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------;

ÂÒÎË X  ÂÒÚ¸ A, ÚÓ Y  ÂÒÚ¸ B; X  ÂÒÚ¸ ÌÂ-A
Y  ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌÓ

---------------------------------------------------------------------------------------------------------;

ÂÒÎË X  ÂÒÚ¸ A, ÚÓ Y  ÂÒÚ¸ B; Y  ÂÒÚ¸ ÌÂ-B
X  ÂÒÚ¸ ÌÂ-A

--------------------------------------------------------------------------------------------------------;

ÂÒÎË X  ÂÒÚ¸ A, ÚÓ Y  ÂÒÚ¸ B; Y  ÂÒÚ¸ B
X  ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌÓ

------------------------------------------------------------------------------------------------.

µA B→ x y,( ) min µA x( ) µB y( ),( );=

µA B→ x y,( )
1, µA x( ) µB y( ),≤
0, µA x( ) µB y( );>




=

µA B→ x y,( )
1, µA x( ) µB y( ),≤
µB y( ), µA x( ) µB y( ).>




=

1

µA(x)

x

γ

1

µA(y)

yx0

îË„. 5.
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2.2. åÓ‰ÂÎ¸ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÔÓ„ÌÓÁ‡

èÛÒÚ¸ ËÏÂÂÚÒfl m ÎËÌ„‚ËÒÚË˜ÂÒÍËı Ô‡‚ËÎ {Ri  ‚˚‚Ó‰‡ ‚Ë‰‡ (2.1). ëÓ„Î‡ÒÌÓ ‚˚‚Ó‰‡Ï
ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó ‡Á‰ÂÎ‡, ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÙÛÌÍˆËË ÔËÌ‡‰ÎÂÊÌÓÒÚË ÌÂ˜ÂÚÍÓÈ ËÏÔÎËÍ‡ˆËË ‚˚·ÂÂÏ
ÙÛÌÍˆË˛, ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌÛ˛ å‡Ï‰‡ÌË (ÒÏ. [8]):

íÓ„‰‡ Ò Û˜ÂÚÓÏ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÌÂ˜ÂÚÍÓÈ ÍÓÌ˙˛ÌÍˆËË ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËfl min, ‰Îfl
Ô‡‚ËÎ‡ ‚˚‚Ó‰‡ ÚËÔ‡ (2.1) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÔËÌ‡‰ÎÂÊÌÓÒÚË ·Û‰ÂÚ ËÏÂÚ¸ ‚Ë‰

ÑÎfl „ÛÔÔ˚ Ô‡‚ËÎ ‚˚‚Ó‰‡ Ò Ó‰ÌËÏ Ë ÚÂÏ ÊÂ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ËÏ ÌÂ˜ÂÚÍËÏ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚˚-
˜ËÒÎÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË ÔËÌ‡‰ÎÂÊÌÓÒÚË ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

(2.2)

ÍÓÚÓ‡fl ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÓÚÎË˜‡ÂÚÒfl ÓÚ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓ„Ó ‚ÁflÚËfl Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ (ÒÏ. [6]). é‰Ì‡ÍÓ ‡‚ÚÓ˚ Ò˜Ë-
Ú‡˛Ú (2.2) ·ÓÎÂÂ „Ë·ÍËÏ ÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ, ‚ ·ÓÎ¸¯ÂÈ ÒÚÂÔÂÌË Û˜ËÚ˚‚‡˛˘ËÏ ËÌ‰Ë‚Ë‰Û‡Î¸ÌÓÒÚ¸ Í‡Ê‰Ó-
„Ó Ô‡‚ËÎ‡ ‚˚‚Ó‰‡. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ‰‡ÎÂÂ, ˜ÚÓ ÔÓÏËÏÓ Ò‡ÏËı Ô‡‚ËÎ ‚˚‚Ó‰‡ ËÁ‚ÂÒÚÌ‡ Ú‡ÍÊÂ ËÌ-
ÙÓÏ‡ˆËfl Ó ‚ÂÒ‡ı ˝ÚËı Ô‡‚ËÎ. ùÚË ‚ÂÒ‡ ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ Á‡‰‡Ì˚ ˝ÍÒÔÂÚÓÏ ËÎË ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ‚ ÂÁÛÎ¸-
Ú‡ÚÂ ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËË ÔÓ Ó·Û˜‡˛˘ÂÈ ‚˚·ÓÍÂ (ÒÏ. ‡Á‰. 4). Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ‚ÂÒÓ‚ Ú‡ÍÊÂ ÏÓ„ÛÚ ‚˚ÒÚÛÔ‡Ú¸
ÁÌ‡˜ÂÌËfl ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚÂÈ Ô‡‚ËÎ (ÒÏ. ‡Á‰. 3). é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ‚ÂÒ i-„Ó Ô‡‚ËÎ‡ ˜ÂÂÁ wi. íÓ„‰‡ (2.2)
ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚÒfl Í ‚Ë‰Û

èÛÒÚ¸ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÔÓ„ÌÓÁÌÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ ä ÌÂ˜ÂÚÍËı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ {Nk .
é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ med(Nk) ÏÂ‰Ë‡ÌÛ k-„Ó ÌÂ˜ÂÚÍÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡, Ú.Â.

á‰ÂÒ¸ ak, ak + 1 – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ‡Á·ËÂÌËfl ‚ ˝ÍÒÔÂÚÌÓÈ ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËË ÔÓÒÚ‡Ì-
ÒÚ‚‡ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡.

ç‡ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÏ ˝Ú‡ÔÂ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÔÓ ÌÂ˜ÂÚÍÓÏÛ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û ‚˚‚Ó‰‡ ÚÓ˜Â˜ÌÓÂ ÁÌ‡-
˜ÂÌËÂ ÔÓ„ÌÓÁ‡. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ‚ ÓÒÌÓ‚ÌÓÏ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÏÂÚÓ‰˚ (ÒÏ. [6, 7, 8, 10]):

(2.3)

}i 1=
m

µSump R( ) Res R( )→ x y,( ) min µSump R( ) x( ) µRes R( ) y( ),( ).=

µRi
x y,( ) min µ

Mi1

j1
xi1

( ) … µ
Mir

jr
xir

( ) µ
N

k y( ), , , 
  .=

µR
N

k
x y,( )

µRi
x y,( )

i : Res Ri( ) N
k={ }

∑

1

i : Res Ri( ) N
k={ }

∑
---------------------------------------------------,=

µR
N

k
x y,( )

wiµRi
x y,( )

i : Res Ri( ) N
k={ }

∑

wi

i : Res Ri( ) N
k={ }

∑
---------------------------------------------------------.=

}k 1=
K

med Nk( )
ak ak 1++

2
----------------------.=

z µR
N

k
x med Nk( ),( ),

k 1 K,=

maxarg=

1

µA → B(x0,y)

γ

1 1

γ

y

(‡) (·) (‚)

îË„. 6.
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Ç‡ÒËÎ¸Â‚ Ë ‰.

(2.4)

ÑÂÙ‡ÁÁËÙËÍ‡ˆËfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ (2.3) ÔÓÎÛ˜ËÎ‡ Ì‡Á‚‡ÌËÂ ‰ÂÙ‡ÁÁËÙËÍ‡ˆËË ÔÓ ÏÓ‰Â, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl
Í‡Í ÙÓÏÛÎ‡ (2.4) ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÏÂÚÓ‰Û ˆÂÌÚ‡ ÚflÊÂÒÚË (ñí). Ç˚‡ÊÂÌËÂ (2.3) ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ÔË
ÔÓÒÚÓÂÌËË ˝ÍÒÔÂÚÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ‰Îfl Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËË, Ú.Â. ÍÓ„‰‡ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ‡Á-
‰ÂÎËÚ¸ „ÂÌÂ‡Î¸ÌÛ˛ ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ Ì‡ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÂÒfl ÍÎ‡ÒÒ˚. îÓÏÛÎ‡ (2.4) ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‚
ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÔÓÒÚÓËÚ¸ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚È ÔÓ„ÌÓÁ.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÓÔËÒ‡Ì‡ ÒÎÂ‰Û˛˘‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÔÓ„ÌÓÁ‡:

(2.5)

á‰ÂÒ¸  – ‡Á·ËÂÌËfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Í‡Ê‰Ó„Ó ËÁ d ÔËÁÌ‡ÍÓ‚ Ë ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Â-

ÁÛÎ¸Ú‡Ú‡, {αi , {βi  – Ô‡‡ÏÂÚ˚ {a, b}- ËÎË [a, b]-ÔÓÍ˚ÚËfl ˝ÍÒÔÂÚÌÓÈ ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËË

ÔËÁÌ‡ÍÓ‚, {Ri  – Ì‡·Ó Ô‡‚ËÎ ‚˚‚Ó‰‡, {wi  – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ‚ÂÒ‡ Ô‡‚ËÎ.

áÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÏÓ‰ÂÎË � ÏÓÊÌÓ Ì‡ıÓ‰ËÚ¸ ÔÛÚÂÏ ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËË ÔÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û ÔÂˆÂ‰ÂÌ-

ÚÓ‚ {xi, yi  Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ‚˚·‡ÌÌÓ„Ó ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡ Í‡˜ÂÒÚ‚‡. äÓÌÍÂÚÌ˚Â ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î˚ Í‡˜Â-
ÒÚ‚‡ Ë ÏÂÚÓ‰˚ Ëı ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËË ·Û‰ÛÚ ‡ÒÒÏÓÚÂÌ˚ ‚ ‡Á‰. 4.

3. ÄÇíéåÄíàóÖëäéÖ èêàéÅêÖíÖçàÖ áçÄçàâ

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓ‰ÛÍˆËÓÌÌÓÂ Ô‡‚ËÎÓ ‚˚‚Ó‰‡ (2.1):

“Öëãà  ∈  & … &  ∈ , íé y ∈ N k”.

åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı Ô‡‚ËÎ ‰‡ÌÌÓ„Ó ‚Ë‰‡ �* = {R} ·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸ÌÓÈ ·‡ÁÓÈ

ÁÌ‡ÌËÈ. èÓÒ˚ÎÍÛ Ô‡‚ËÎ‡ Sump(R) = { , …, } ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÌÂ˜ÂÚÍÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓ-

ÊÂÒÚ‚Ó ÔÓÎÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �
r
. ï‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ˝ÚÓ„Ó ÌÂ˜ÂÚÍÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡,

‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl ÒÚÂÔÂÌ¸˛ ÔËÌ‡‰ÎÂÊÌÓÒÚË Ó·˙ÂÍÚ‡ ÔÓÒ˚ÎÍÂ, ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ‚˚-
·‡ÌÌÓÈ ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ÌÂ˜ÂÚÍÓÈ ÍÓÌ˙˛ÌÍˆËË ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

ï‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍ‡fl ÙÛÌÍˆËfl Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËfl Ô‡‚ËÎ‡ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

‚ ÒÎÛ˜‡Â Á‡‰‡˜Ë ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËË Ë 

‚ ÒÎÛ˜‡Â Á‡‰‡˜Ë ‚ÓÒÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËfl Â„ÂÒÒËË.
èÓ·ÎÂÏ‡ ÔËÓ·ÂÚÂÌËfl ÁÌ‡ÌËÈ Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ‚˚‰ÂÎËÚ¸ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó � ÛÌË-

‚ÂÒ‡Î¸ÌÓÈ ·‡Á˚ ÁÌ‡ÌËÈ. èË ˝ÚÓÏ Ô‡‚ËÎ‡, ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘ËÂ � ‰ÓÎÊÌ˚ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÚ¸ ÌÂÍÓÚÓÓ-
ÏÛ ÍËÚÂË˛ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌÓÏÛ Ì‡ ÔÂˆÂ‰ÂÌÚÌÓÈ ËÌÙÓÏ‡ˆËË. Ç ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ÔÓ‰‡Á‰ÂÎÂ
ÙÓÏÛÎËÛÂÚÒfl fl‰ ÍËÚÂËÂÏ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË, Á‡‰‡ÌÌ˚Â ÔÂ‰ËÍ‡Ú‡ÏË ë Ì‡ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ Í‚‡‰‡ÚÂ
˜ËÒÎÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË. Ç‡ÊÌ˚ÏË ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ‡ÏË, ÔË ÔÓÏÓ˘Ë ÍÓÚÓ˚ı ÏÓÊÌÓ ÒÙÓÏÛÎËÓ-
‚‡Ú¸ ÏÌÓ„ËÂ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â ÍËÚÂËË ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË, fl‚Îfl˛ÚÒfl ÂÔÂÁÂÌÚ‡ÚË‚ÌÓÒÚ¸ Ë ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚ¸.

z

med Nk( )µR
N

k
x med Nk( ),( )

k 1=

K

∑

µR
N

k
x med Nk( ),( )

k 1=

K

∑
-------------------------------------------------------------------------.=

� ai
j{ } i 0 j, 1= =

d ni,
α i{ } i 1=

d βi{ } i 1–
d Ri{ } i 1=

m wi{ } i 1=
m, , , ,[ ] .

ai
j{ } i 0 j, 1= =

d ni,

}i 1=
d }i 1=

d

}i 1=
m }i 1=

m

}k 1=
q

xi1
Mi1

j1 xir
Mir

jr

Mi1
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jr

νR x( ) min µ
Mi1

j1
xi1
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jr
xir

( ), , 
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µ
N
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éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ 5. êÂÔÂÁÂÌÚ‡ÚË‚ÌÓÒÚ¸˛ Ô‡‚ËÎ‡ R Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÂÎË˜ËÌ‡

(3.1)

éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ 6. ùÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚ¸˛ Ô‡‚ËÎ‡ R Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÂÎË˜ËÌ‡

ÖÒÎË ‚ÒÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‚ ÔÓÒ˚ÎÍÂ Ô‡‚ËÎ‡ ˜ÂÚÍËÂ, ÚÓ ÚÓ„‰‡ ÂÔÂÁÂÌÚ‡ÚË‚ÌÓÒÚ¸ Ô‡‚ËÎ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl
‰ÓÎÂÈ Ó·˙ÂÍÚÓ‚ Ó·Û˜‡˛˘ÂÈ ‚˚·ÓÍË, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı ÔÓÒ˚ÎÍÂ Ô‡‚ËÎ‡, ‡ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚ¸ – ‰Ó-
Îfl Ó·˙ÂÍÚÓ‚, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı Ô‡‚ËÎÛ ˆÂÎËÍÓÏ, ÒÂ‰Ë Ó·˙ÂÍÚÓ‚, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı ÔÓÒ˚ÎÍÂ
Ô‡‚ËÎ‡. á‡‰‡˜‡ ‡‚ÚÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔËÓ·ÂÚÂÌËfl ÁÌ‡ÌËÈ ÔÓ ÔÂˆÂ‰ÂÌÚÌÓÈ ËÌÙÓÏ‡ˆËË Á‡ÍÎ˛˜‡-
ÂÚÒfl ‚ Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËË ‚ÒÂı Ô‡‚ËÎ R ∈ �* Ú‡ÍËı, ̃ ÚÓ ÌÂÍÓÚÓ˚È ÔÂ‰ËÍ‡Ú ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË Ô‡‚ËÎ‡ ‡‚ÂÌ
Â‰ËÌËˆÂ, Ú.Â. C(rep(R), eff(R)) = 1.

3.1. äËÚÂËË ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË Ô‡‚ËÎ

á‡‰‡˜ÂÈ ÔÓˆÂÒÒ‡ „ÂÌÂ‡ˆËË Ô‡‚ËÎ ‚˚‚Ó‰‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓËÒÍ Ô‡‚ËÎ, ÍÓÚÓ˚Â ÔÓ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË
Ó·Î‡‰‡˛Ú ‚˚ÒÓÍËÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ÂÔÂÁÂÌÚ‡ÚË‚ÌÓÒÚË Ë ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚË. ÅÓÎÂÂ ÙÓÏ‡Î¸ÌÓ: Ô‡-

‚ËÎÓ R ∈  ⊂ � fl‚ÎflÂÚÒfl ÁÌ‡˜ËÏ˚Ï, ÂÒÎË C(rep(R), eff(R)) = 1, „‰Â C : [0, 1]2  {0, 1}.
ù‚ËÒÚË˜ÂÒÍËÈ ÍËÚÂËÈ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË. Ç Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ÔÓÒÚÓÈ ÙÓÏÂ ÔÂ‰ËÍ‡Ú ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË Ô‡-

‚ËÎ‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚ÏË ÔÓÓ„‡ÏË ‰Îfl ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚË Ë ÂÔÂÁÂÌÚ‡ÚË‚ÌÓÒÚË.
éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ 7. èÛÒÚ¸ ‰‡Ì˚ ˜ËÒÎ‡ 0 < cr ≤ 1 Ë 0 < ce ≤ 1. ù‚ËÒÚË˜ÂÒÍËÏ ÍËÚÂËÂÏ ·Û‰ÂÏ Ì‡-

Á˚‚‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ÔÂ‰ËÍ‡Ú Ì‡ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ Í‚‡‰‡ÚÂ ˜ËÒÎÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (ÙË„. 7):

è‡‚ËÎÓ R ·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ÁÌ‡˜ËÏ˚Ï ÔÓ ˝‚ËÒÚË˜ÂÒÍÓÏÛ ÍËÚÂË˛, ÂÒÎË Ch(rep(R), eff(R)) = 1.
é‰Ì‡ÍÓ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÌ˚Â ÔÓÓ„Ë ‰Îfl ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚË Ë ÂÔÂÁÂÌÚ‡ÚË‚ÌÓÒÚË ÌÂ ÒÓ‚ÒÂÏ

ÚÓ˜ÌÓ ÓÚ‡Ê‡˛Ú ÒÛÚ¸ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË Ô‡‚ËÎ‡. èÓÌflÚÌÓ, ˜ÚÓ ‰Îfl ÌËÁÍËı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÂÔÂÁÂÌÚ‡ÚË‚ÌÓ-

rep R( )

νR xk( )
k 1=

q

∑
q

------------------------.=

eff R( )

min νR xk( ) µRes R( ) yk( ),( )
k 1=

q

∑
rep R( )q

-------------------------------------------------------------------.=

�̃

Ch
v w,( )

1, ÂÒÎË v cr Ë w ce,≥≥
0 ËÌ‡˜Â,




v w,( ) 0 1,[ ] 2.∈=
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Ç‡ÒËÎ¸Â‚ Ë ‰.

ÒÚË ÁÌ‡˜ËÏÓÂ Ô‡‚ËÎÓ ‰ÓÎÊÌÓ Ó·Î‡‰‡Ú¸ ‚˚ÒÓÍËÏ ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚË. ë ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚,
‰Îfl ‚˚ÒÓÍËı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÂÔÂÁÂÌÚ‡ÚË‚ÌÓÒÚË ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚË ÌÂÏÌÓ„Ó ‚˚¯Â ‡ÔËÓÌÓÈ
‚ÂÓflÚÌÓÒÚË ÔÓfl‚ÎÂÌËfl ÍÎ‡ÒÒ‡ ÛÊÂ ·Û‰ÂÚ Ò‚Ë‰ÂÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó‚‡Ú¸ Ó ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË Ô‡‚ËÎ‡. ëÎÂ‰Û˛˘ËÈ
ÍËÚÂËÈ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚Â Á‡ÏÂ˜‡ÌËfl.

ëÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍËÈ ÍËÚÂËÈ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË ÓÒÌÓ‚˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ ÚÂıÌËÍÂ ÔÓ‚ÂÍË ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍËı „Ë-
ÔÓÚÂÁ. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚ÒÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‚ ÔÓÒ˚ÎÍÂ Ô‡‚ËÎ‡ ˜ÂÚÍËÂ. íÓ„‰‡ Ô‡‚ËÎÓ R fl‚ÎflÂÚÒfl
ÌÂÁÌ‡˜ËÏ˚Ï, ÂÒÎË ËÌÙÓÏ‡ˆËfl Ó ÚÓÏ, ˜ÚÓ Ó·˙ÂÍÚ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÔÓÒ˚ÎÍÂ Ô‡‚ËÎ‡ Sump(R), ÌÂ
‰‡ÂÚ ËÌÙÓÏ‡ˆËË Ó Â„Ó ÔËÌ‡‰ÎÂÊÌÓÒÚË Á‡ÍÎ˛˜ÂÌË˛ ˝ÚÓ„Ó Ô‡‚ËÎ‡ Res(R) = N:

é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ÓˆÂÌÍÛ ‡ÔËÓÌÓÈ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚË Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËfl N ÔÓ Ó·Û˜‡˛˘ÂÈ ‚˚·ÓÍÂ ˜ÂÂÁ PN:

(3.2)

ÖÒÎË „ËÔÓÚÂÁ‡ ‚ÂÌ‡, ÚÓ„‰‡ ÒÎÛ˜‡ÈÌ‡fl ‚ÂÎË˜ËÌ‡ rep(R)eff(R)q ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ n = rep(R)q ËÒ-
Ô˚Ú‡ÌËÈ ÅÂÌÛÎÎË Ò ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸˛ ÛÒÔÂı‡ PN Ë ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔË·ÎËÊÂÌ‡ ÌÓÏ‡Î¸Ì˚Ï ‡ÒÔÂ‰Â-
ÎÂÌËÂÏ Ò ˆÂÌÚÓÏ rep(R)qPN Ë ‰ËÒÔÂÒËÂÈ rep(R)qPN(1 – PN), Ú.Â.

Ç˚·Ë‡fl z, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‚˚ÒÓÍÓÏÛ ÛÓ‚Ì˛ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË, ËÏÂÂÏ ‰Ó‚ÂËÚÂÎ¸Ì˚È
ËÌÚÂ‚‡Î, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ÔËÌËÏ‡ÂÚÒfl „ËÔÓÚÂÁ‡

Ç Ó·Î‡ÒÚË (–∞, –z] ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ˚ ‡ÌÚËÔ‡‚ËÎ‡, ËÁ ÔËÌ‡‰ÎÂÊÌÓÒÚË Ó·˙ÂÍÚ‡ ÔÓÒ˚ÎÍÂ ÍÓÚÓ˚ı
ÒÎÂ‰ÛÂÚ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ‚˚‚Ó‰ Ó ÌÂÔËÌ‡‰ÎÂÊÌÓÒÚË Ó·˙ÂÍÚ‡ Ëı Á‡ÍÎ˛˜ÂÌË˛. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ô‡‚ËÎÓ
ÔËÁÌ‡ÂÚÒfl ÁÌ‡˜ËÏ˚Ï, ÂÒÎË

éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ 8. èÛÒÚ¸ ‰‡Ì ÛÓ‚ÂÌ¸ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË α > 0. ëÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍËÏ ÍËÚÂËÂÏ ·Û‰ÂÏ Ì‡-
Á˚‚‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ÔÂ‰ËÍ‡Ú Ì‡ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ Í‚‡‰‡ÚÂ ˜ËÒÎÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (ÙË„. 7):

á‰ÂÒ¸ zα – Í‚‡ÌÚËÎ¸ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓ„Ó ÌÓÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl, ÓÚ‚Â˜‡˛˘‡fl ÛÓ‚Ì˛ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË α.
è‡‚ËÎÓ R ·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ÁÌ‡˜ËÏ˚Ï ÔÓ ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍÓÏÛ ÍËÚÂË˛, ÂÒÎË Cs(rep(R), eff(R)) = 1.

ëÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍËÈ ÍËÚÂËÈ ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ì ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl, ÍÓ„‰‡ ‚ÒÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‚ ÔÓÒ˚ÎÍÂ Ô‡‚Ë-
Î‡ ˜ÂÚÍËÂ. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‡ÒÒÏÓÚÂÌËÂ ËÒÔ˚Ú‡ÌËÈ ÅÂÌÛÎÎË Ë ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËfl ÌÓÏ‡Î¸Ì˚Ï ‡Ò-
ÔÂ‰ÂÎÂÌËÂÏ fl‚Îfl˛ÚÒfl ‚ÔÓÎÌÂ Á‡ÍÓÌÌ˚ÏË. Ñ‡ÌÌ˚È ÍËÚÂËÈ ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ Ë ‚ ÌÂ˜ÂÚÍÓÏ
ÒÎÛ˜‡Â, Ó‰Ì‡ÍÓ ÚÓ„‰‡ Â„Ó ÒÎÂ‰ÛÂÚ Ò˜ËÚ‡Ú¸ ̋ ‚ËÒÚËÍÓÈ. íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ ‚ Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍËı ÔËÎÓÊÂÌËflı
Â„Ó ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ˜‡ÒÚÓ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ıÓÓ¯ËÏ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡Ï.

àÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌ˚È ÍËÚÂËÈ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË ÓÒÌÓ‚˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ ÔÓÌflÚËflı ˝ÌÚÓÔËË Ë ËÌÙÓÏ‡ˆË-
ÓÌÌÓ„Ó ‚˚Ë„˚¯‡. ç‡ÔÓÏÌËÏ, ˜ÚÓ ˝ÌÚÓÔËÂÈ ‰ËÒÍÂÚÌÓ„Ó ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ï‡ÚÂÏ‡ÚË-

� y N   x Sump R( )∈ ∈( ) � y N∈( ).=

PN

µN yk( )
k 1=

q

∑
q

-------------------------.=

eff R( ) PN–

PN 1 PN–( )
rep R( )q

---------------------------

-------------------------------- � 0 1,( ).∼

eff R( ) PN–

PN 1 PN–( )
rep R( )q

---------------------------

-------------------------------- z– z,( ).∈

eff R( ) PN–

PN 1 PN–( )
rep R( )q

---------------------------

-------------------------------- z.>

Cs
v w,( )

1, ÂÒÎË
w PN–

PN 1 PN–( )
vq

---------------------------

-------------------------------- zα≥

0 ËÌ‡˜Â,







v w,( ) 0 1,[ ] 2.∈=
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˜ÂÒÍÓÂ ÓÊË‰‡ÌËÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡ ËÌÙÓÏ‡ˆËË; ÔË ˝ÚÓÏ ÂÒÎË ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸ ËÒıÓ‰‡ ‡‚Ì‡ P(w), ÚÓ ÍÓ-
ÎË˜ÂÒÚ‚Ó ËÌÙÓÏ‡ˆËË, Ò‚flÁ‡ÌÌÓÂ Ò ÌËÏ, ‡‚ÌÓ –log(P(w)). í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˝ÌÚÓÔË˛ Ó·Û˜‡˛˘ÂÈ
‚˚·ÓÍË ‰Ó ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ËÌÙÓÏ‡ˆËË Ó ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËË Ô‡‚ËÎ‡ R Ò Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂÏ N, Û˜ËÚ˚‚‡fl ÒÓ-
ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ (3.2), ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

èÓÒÎÂ ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ËÌÙÓÏ‡ˆËË Ó ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËË Ô‡‚ËÎ‡ R ̋ ÌÚÓÔËfl ÔËÌËÏ‡ÂÚ ·ÓÎÂÂ ÒÎÓÊÌ˚È ‚Ë‰:

í‡Í ÊÂ Í‡Í Ë ‚ ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËflı ‰Îfl ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍËÚÂËfl, ÔË eff(R) < PN, ÁÌ‡˜ËÏ˚Ï Ó·˙fl‚Îfl-
ÂÚÒfl ‡ÌÚËÔ‡‚ËÎÓ. ÑÎfl ÛÒÚ‡ÌÂÌËfl ˝ÚÓÈ ÔÓ·ÎÂÏ˚ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‰ÓÏÌÓÊËÚ¸ ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌ˚È ‚˚-
Ë„˚¯ Ì‡ eff(R) – PN).

éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ 9. èÛÒÚ¸ ‰‡ÌÓ ˜ËÒÎÓ ci > 0. àÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌ˚Ï ÍËÚÂËÂÏ ·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û-
˛˘ËÈ ÔÂ‰ËÍ‡Ú Ì‡ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ Í‚‡‰‡ÚÂ ˜ËÒÎÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (ÙË„. 7):

è‡‚ËÎÓ R ·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ÁÌ‡˜ËÏ˚Ï ÔÓ ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌÓÏÛ ÍËÚÂË˛, ÂÒÎË Ci(rep(R), eff(R)) = 1.
ç‡ ÙË„. 7 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÍËÚÂËË ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË. è‡‚ËÎ‡, ÎÂÊ‡˘ËÂ ‚˚¯Â Ó·ÓÁÌ‡-

˜ÂÌÌ˚ı ÍË‚˚ı, ÔËÁÌ‡˛ÚÒfl ÁÌ‡˜ËÏ˚ÏË ÔÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÏÛ ÍËÚÂË˛. ÇÓÁÏÓÊÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl
˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚË Ë ÂÔÂÁÂÌÚ‡ÚË‚ÌÓÒÚË Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ vw ≤ PN.

äËÚÂËÈ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË äÓÎÏÓ„ÓÓ‚‡–ëÏËÌÓ‚‡. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ı‡‡Í-
ÚÂËÒÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÛÌÍˆËË Ô‡‚ËÎ‡ R:

åÓÊÌÓ ÔÓÒÚÓËÚ¸ ˝ÏÔËË˜ÂÒÍËÂ ÙÛÌÍˆËË ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl G'(t) Ë G''(t), ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl Ó·˙ÂÍÚ˚ yi ∈
∈ Res(R) Ë yi ∉ Res(R) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. íÓ„‰‡ ‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÁÌ‡˜ËÏ˚ı ‡ÁÎË˜ËÈ ÏÂÊ‰Û ‡ÒÔÂ-
‰ÂÎÂÌËflÏË ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì ÌÂÔ‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÒÚ äÓÎÏÓ„ÓÓ‚‡–
ëÏËÌÓ‚‡.

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ, ‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÔÂ‰˚‰Û˘Ëı ÍËÚÂËÂ‚ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË, ‰‡ÌÌ˚È ÍËÚÂËÈ ÒÙÓÏÛÎË-
Ó‚‡Ì Ë Ó·ÓÒÌÓ‚‡Ì ‰Îfl ÔËÏÂÌÂÌËfl ‚ ÌÂ˜ÂÚÍÓÏ ÒÎÛ˜‡Â.

3.2. é·˘ËÂ ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl Í ÔÂ‰ËÍ‡Ú‡Ï ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË Ô‡‚ËÎ

á‡ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËÂÏ ˝‚ËÒÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍËÚÂËfl ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË, ÔÂ‰ËÍ‡Ú˚ ‰Îfl ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı ÍËÚÂËÂ‚
Á‡‰‡˛ÚÒfl ‚ ÙÓÏÂ

„‰Â F : [0, 1]2  � – ÙÛÌÍˆËfl ÍËÚÂËfl Ë F0 – ÌÂÍÓÚÓ˚È ÔÓÓ„. óÂÏ ·ÓÎ¸¯Â ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË
ÍËÚÂËfl F, ÚÂÏ ·ÓÎÂÂ ÁÌ‡˜ËÏ˚Ï fl‚ÎflÂÚÒfl Ô‡‚ËÎÓ. åÓÊÌÓ ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÚÂ·Ó-
‚‡ÌËÂ Í ÙÛÌÍˆËflÏ ÍËÚÂËfl ‰Îfl “‡ÁÛÏÌ˚ı” ÍËÚÂËÂ‚ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË Ô‡‚ËÎ.

éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ 10. îÛÌÍˆËfl ÍËÚÂËfl F Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÏÓÌÓÚÓÌÌÓÒÚË, ÂÒÎË ∀(v 0,
w0) : F(v0, w0) ≥ F0 ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ

(3.3)

H1 PN PN( )log– 1 PN–( ) 1 PN–( ).log–=

H2 rep R( ) eff R( ),( ) rep R( ) eff R( ) eff R( )[ ]log 1 eff R( )–[ ] 1 eff R( )–[ ]log+{ } ––=

– 1 rep R( )–( )
PN rep R( )eff R( )–

1 rep R( )–
---------------------------------------------

PN rep R( )eff R( )–
1 rep R( )–

--------------------------------------------- 
  +log

+
1 rep R( ) 1 eff R( )–[ ]– PN–

1 rep R( )–
--------------------------------------------------------------------

1 rep R( ) 1 eff R( )–[ ]– PN–
1 rep R( )–

-------------------------------------------------------------------- 
 log .

(sign

Ci
v w,( )

1, ÂÒÎË w PN–( ) H1 H2 v w,( )–( )sign ci,≥
0 ËÌ‡˜Â,




v w,( ) 0 1,[ ] 2.∈=

G t( ) � µR x( ) t<{ } .=

C v w,( )
1, ÂÒÎË F v w,( ) F0,≥
0 ËÌ‡˜Â,




=

F v w,( ) F v 0 w0,( ) v w,( )∀ v 0 w0,( ).>≥

11
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Ç‡ÒËÎ¸Â‚ Ë ‰.

ÑÎfl ‚˚ÔÓÎÌÂÌËfl ÛÒÎÓ‚Ëfl (3.3) ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Ë ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ, ˜ÚÓ·˚ ∀(v 0, w0) : F(v0, w0) ≥ F0 ‚˚-
ÔÓÎÌflÎËÒ¸ ÛÒÎÓ‚Ëfl

(3.4)

(3.5)

„‰Â (3.4) ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ò ÓÒÚÓÏ ÂÔÂÁÂÌÚ‡ÚË‚ÌÓÒÚË Ò ÒÓı‡ÌÂÌËÂÏ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚË
Ô‡‚ËÎÓ ÌÂ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÏÂÌÂÂ ÁÌ‡˜ËÏ˚Ï, ‡ (3.5) – ̃ ÚÓ ‰Îfl ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÛÓ‚Ìfl ÂÔÂÁÂÌÚ‡ÚË‚-
ÌÓÒÚË Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚË ÚÓÎ¸ÍÓ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚ¸ Ô‡‚ËÎ‡.

íÂÓÂÏ‡ 2. îÛÌÍˆËË ÍËÚÂËfl ‰Îfl ÍËÚÂËfl ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË äÓÎÏÓ„ÓÓ‚‡–ëÏËÌÓ‚‡ ‚ ˜ÂÚÍÓÏ
ÒÎÛ˜‡Â Ë ‰Îfl ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍÓ„Ó, ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÍËÚÂËÂ‚ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Û‰Ó-
‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÛÒÎÓ‚Ë˛ (3.3).

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ÑÎfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ (3.3) ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Ë ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÔÓ‚ÂËÚ¸ ‚˚ÔÓÎÌÂÌËÂ
ÛÒÎÓ‚ËÈ (3.4) Ë (3.5).

1. ÑÎfl ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍËÚÂËfl ÙÛÌÍˆËfl ÍËÚÂËfl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

èË ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËË ÂÔÂÁÂÌÚ‡ÚË‚ÌÓÒÚË v ÁÌ‡ÏÂÌ‡ÚÂÎ¸ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌÓÈ
Ë ÙÛÌÍˆËfl ÍËÚÂËfl ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ Ò ÓÒÚÓÏ ̋ ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚË w. ë ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, ÔË ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÏ
ÁÌ‡˜ÂÌËË w ˜ËÒÎËÚÂÎ¸ fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ, ‡ ÁÌ‡ÏÂÌ‡ÚÂÎ¸ Û·˚‚‡ÂÚ Ò ÓÒÚÓÏ v. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ
ÙÛÌÍˆËfl ÍËÚÂËfl ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ Ò ÓÒÚÓÏ v.

2. ÑÎfl ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÍËÚÂËfl ÙÛÌÍˆËfl ÍËÚÂËfl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

(3.6)

„‰Â H(x) = xlog(x) + (1 – x)log(1 – x). Ç˚˜ËÒÎflfl ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛ ‚˚‡ÊÂÌËfl (3.6) ÔÓ w, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

àÒÍÎ˛˜‡fl ËÁ ‡ÒÒÏÓÚÂÌËfl ‡ÌÚËÔ‡‚ËÎ‡, Ú.Â. ÔËÌËÏ‡fl w ≥ PN, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ‚Ò˛‰Û
ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÙÛÌÍˆËfl ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ ÌÂÛ·˚‚‡ÂÚ ÔÓ w. ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Â ‡ÒÒÛÊ‰Â-
ÌËfl ‰Îfl v ÔË‚Ó‰flÚ Í ÚÓÏÛ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl (3.6) ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ ÌÂÛ·˚‚‡ÂÚ ÔÓ v.

3. Ç ˜ÂÚÍÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÙÛÌÍˆËfl ÍËÚÂËfl ‰Îfl ÍËÚÂËfl äÓÎÏÓ„ÓÓ‚‡–ëÏËÌÓ‚‡ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(3.7)

„‰Â P Ë N – ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó Ò‚ÓËı Ë ˜ÛÊËı Ó·˙ÂÍÚÓ‚ ‚ ‚˚·ÓÍÂ, ‡ p Ë n – ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó Ò‚ÓËı Ë ˜ÛÊËı
Ó·˙ÂÍÚÓ‚, ‚˚‰ÂÎflÂÏ˚ı Ô‡‚ËÎÓÏ. èË ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËË ÂÔÂÁÂÌÚ‡ÚË‚ÌÓÒÚË rep(R) =
= (p + n)/(P + N) Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚË eff(R) = p/(p + n) ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ Û‚ÂÎË˜ÂÌË˛ p.
èË ˝ÚÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ n ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl Ú‡Í, ˜ÚÓ p + n = const. íÓ„‰‡ ÙÛÌÍˆËfl ÍËÚÂËfl (3.7) ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ.

èË ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËË ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚË ËÏÂÂÏ p = Cn, „‰Â C ∈ (0, 1) – ÌÂÍÓÚÓ‡fl ÍÓÌ-
ÒÚ‡ÌÚ‡. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÂÔÂÁÂÌÚ‡ÚË‚ÌÓÒÚË ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ Û‚ÂÎË˜ÂÌË˛ p.
èË ˝ÚÓÏ ÙÛÌÍˆËfl ÍËÚÂËfl (3.7) Ú‡ÍÊÂ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ.

3.3. ï‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ‡ ÔÂ‰ËÍ‡Ú‡, ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘Â„Ó ÍËÚÂËÈ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË
ÑÎfl ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Ëı ÔÓÒÚÓÂÌËÈ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ‚‚ÂÒÚË ÌÂÍÓÚÓ˚Â ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Â Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl.
éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ 11. óËÒÎÓ α ≥ 0 ·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍÓÈ ÔÂ‰ËÍ‡Ú‡ C : [0, 1]2  {0, 1},

ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ:
∀(v, w) ∈ [0, 1] 2 : C(v, w) = 1 ⇒ vw ≥ α;
∀ε > 0 ∃(v, w) ∈ [0, 1] 2 : C(v, w) = 1 Ë vw < α + ε.
éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ 12. èÂ‰ËÍ‡Ú Cα : [0, 1]2  {0, 1} Ò ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍÓÈ α ·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ Ï‡ÍÒË-

Ï‡Î¸Ì˚Ï, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ‰Û„Ó„Ó ÔÂ‰ËÍ‡Ú‡ C' : [0, 1]2  {0, 1} Ò ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍÓÈ α ‚˚ÔÓÎ-
ÌÂÌÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ ∀(v, w) ∈ [0, 1] : C'(v, w) = 1 ⇒ C α(v, w) = 1.

F v w0,( ) F v 0 w0,( ) v∀ v 0,>≥

F v 0 w,( ) F v 0 w0,( ) w∀ w0,>≥

w PN–

PN 1 PN–( )
vq

---------------------------

--------------------------------.

vH w( ) 1 v–( )H
PN vw–

1 v–
-------------------- 

  ,+

v
w

1 w–
------------ 

 log v
PN vw–

1 v– PN– vw+
--------------------------------------- 

 log– v
w vw– wPN– vw2+

PN vw– wPN– vw2+
------------------------------------------------------

 
 
 

.log=

p/P n/N ,–
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íÂÓÂÏ‡ 3. ÑÎfl Î˛·Ó„Ó α ∈ [0, 1] ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚È Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚È ÔÂ‰ËÍ‡Ú Ò ı‡-
‡ÍÚÂËÒÚËÍÓÈ α:

(3.8)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ëÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ Cα, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ˚È ÙÓÏÛÎÓÈ (3.8), Û‰Ó-
‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÂ‰ËÍ‡Ú‡.

Ö‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚ¸. èÛÒÚ¸ C' – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚È ÔÂ‰ËÍ‡Ú Ò ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍÓÈ α.
íÓ„‰‡, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÂ‰ËÍ‡Ú‡,

Ú.Â. C'(v, w) ⇔ Cα(v, w) ∀(v, w) ∈ [0, 1] 2. ìÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ ‰ÓÍ‡Á‡ÌÓ.

3.4. åÂÚÓ‰ ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚ı ÒÛÊÂÌËÈ

éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ 13. è‡‚ËÎÓ R2 ·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ÒÛÊÂÌËÂÏ Ô‡‚ËÎ‡ R1 Ë Ó·ÓÁÌ‡˜‡Ú¸ R2 ⊂ R1, ÂÒÎË
‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl:

1) Res(R1) = Res(R2);

2) Sump(R1) ⊂ Sump(R 2).

íÂÓÂÏ‡ 4. ÖÒÎË R' ⊃ R, ÚÓ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ÑÓÔÛÒÚËÏ, ˜ÚÓ Sump(R') = { , …, }, ‡ ÔÓÒ˚ÎÍ‡ Ô‡‚ËÎ‡ R ÓÚÎË˜‡ÂÚÒfl ÓÚ

ÔÓÒ˚ÎÍË R' Ì‡ Ó‰ÌÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Sump(R) = Sump(R') ∪ { }. íÓ„‰‡

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ,

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ Ô‡‚ËÎ‡ R ÔÓ‚Ó‰ËÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ. ìÚ‚Â-
Ê‰ÂÌËÂ ‰ÓÍ‡Á‡ÌÓ.

èÛÒÚ¸ Á‡‰‡Ì˚ ˝ÍÒÔÂÚÌ˚Â ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËË ‚ÒÂı ÔËÁÌ‡ÍÓ‚ � = {�1, …, �d}, Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂ Ô‡-
‚ËÎ N Ë ÔÂ‰ËÍ‡Ú C Ò ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍÓÈ α ≥ α 0 > 0. èÛÒÚ¸

ëÎÂ‰Û˛˘ËÈ ‡Î„ÓËÚÏ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Ì‡ıÓ‰ËÚ¸ ‚ÒÂ ÁÌ‡˜ËÏ˚Â Ô‡‚ËÎ‡ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡.

Cα
v w,( )

1, ÂÒÎË vw α ,≥
0 ËÌ‡˜Â,




v w,( ) 0 1,[ ] 2.∈=

v w,( )∀ 0 1,[ ] 2 : 
C' v w,( ) Cα

v w,( ),⇒

Cα
v w,( ) C' v w,( ),⇒




∈

rep R'( ) rep R( ),≥

rep R'( )eff R'( ) rep R( )eff R( ).≥

Mi1

j1 Mir

jr

Mir 1+

jr 1+

rep R'( ) ÓÔ. 3.1( ){ } 1
q
--- min µ

Mi1

j1
xi1

k( ) … µ
Mir

jr
xir

k( ), , 
  ≥

k 1=

q

∑= =

≥ 1
q
--- min µ

Mi1

j1
xi1

k( ) … µ
Mir

jr
xir

k( ) µ
Mir 1+

jr 1+
xir 1+

k( ), , , 
 

k 1=

q

∑ rep R( ).=

rep R'( )eff R'( ) 1
q
--- min µ

Mi1

j1
xi1

k( ) … µ
Mir

jr
xir

k( ), , 
  ≥

k 1 q, ; yk Res R'( )= =

∑=

≥ 1
q
--- min µ

Mi1

j1
xi1

k( ) … µ
Mir

jr
xir

k( ) µ
Mir 1+

jr 1+
xir 1+

k( ), , , 
 

k 1 q, ; yk Res R'( )= =

∑ Res R( ) Res R'( )={ } rep R( )eff R( ).= =

cr* inf v 0 1,[ ]   w∃ 0 1,[ ]  : C v w,( ) 1=∈ ∈{ } .=

11*
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Ç‡ÒËÎ¸Â‚ Ë ‰.

ò‡„ 1. èÓÒÚÓËÏ ‚ÒÂ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Â Ô‡‚ËÎ‡ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡ ‰Îfl Á‡‰‡ÌÌÓÈ ˝ÍÒÔÂÚÌÓÈ ËÌÚÂ-
ÔÂÚ‡ˆËË ÔËÁÌ‡ÍÓ‚ �:

ò‡„ 2. Ç˚˜ËÒÎËÏ ÂÔÂÁÂÌÚ‡ÚË‚ÌÓÒÚ¸ Ë ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚ¸ Í‡Ê‰Ó„Ó Ô‡‚ËÎ‡ Ë ËÒÍÎ˛˜ËÏ ËÁ ‡Ò-
ÒÏÓÚÂÌËfl ÌÂÂÔÂÁÂÌÚ‡ÚË‚Ì˚Â:

ò‡„ 3. àÒÍÎ˛˜ËÏ ËÁ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ô‡‚ËÎ‡, ÌÂ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÂ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÏÛ
ÍËÚÂË˛ Ò ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍÓÈ α0:

ò‡„ 4. ÖÒÎË ‚ÒÂ Ô‡‚ËÎ‡ ËÒ˜ÂÔ‡Ì˚, ÚÓ ‡Î„ÓËÚÏ Á‡Í‡Ì˜Ë‚‡ÂÚ ‡·ÓÚÛ. Ç ÔÓÚË‚ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÂÒ-
ÎË Ô‡‚ËÎÓ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÍËÚÂË˛ C, ÚÓ ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÁÌ‡˜ËÏ˚Ï Ë Á‡ÌÓÒËÚÒfl ‚ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛-

˘ÂÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó , ËÌ‡˜Â – Û˜‡ÒÚ‚ÛÂÚ ‚ ÔÓˆÂÒÒÂ ÒÛÊÂÌËÈ:

ò‡„ 5. éÒÚ‡Î¸Ì˚Â Ô‡‚ËÎ‡ (ÂÒÎË ÓÌË ÂÒÚ¸) ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‚ ÔÓˆÂÒÒÂ ÒÛÊÂÌËfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·-
‡ÁÓÏ. é·˙Â‰ËÌÂÌËÂ ÔÓÒ˚ÎÓÍ Î˛·˚ı ‰‚Ûı Ô‡‚ËÎ, ÍÓÚÓ˚Â ÒÛÊ‡˛ÚÒfl Í ÌÂÍÓÚÓÓÏÛ Ô‡‚ËÎÛ
·ÓÎ¸¯Â„Ó ÔÓfl‰Í‡, Ë ÂÒÚ¸ ‚ ÚÓ˜ÌÓÒÚË ÔÓÒ˚ÎÍ‡ ÌÓ‚Ó„Ó Ô‡‚ËÎ‡, ÂÒÎË ÔÓfl‰ÓÍ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó Ì‡ Â‰Ë-
ÌËˆÛ ·ÓÎ¸¯Â ÔÓfl‰Í‡ ËÒıÓ‰Ì˚ı:

ò‡„ 6. ÖÒÎË ‚ÒÂ Ô‡‚ËÎ‡ Ó·‡·ÓÚ‡Ì˚, Ú.Â. �' = , ÚÓ ÍÓÌÂˆ ‡·ÓÚ˚ ‡Î„ÓËÚÏ‡, ËÌ‡˜Â ÔÂÂıÓ-
‰ËÏ Í ¯‡„Û 2.

ç‡ ÙË„. 8 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ ÒıÂÏ‡ ‡·ÓÚ˚ ÏÂÚÓ‰‡ ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚ı ÒÛÊÂÌËÈ. á‡¯ÚËıÓ‚‡ÌÌ‡fl Ó·-
Î‡ÒÚ¸ – Ó·Î‡ÒÚ¸ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÁÌ‡˜ËÏ˚ı Ô‡‚ËÎ. ÇÂÚËÍ‡Î¸Ì‡fl ̃ ÂÌ‡fl ÎËÌËfl ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ ÓÒ¸ ‡·ÒˆËÒÒ
‚ ÚÓ˜ÍÂ . ÇÒÂ ÚÓ˜ÍË, ‚ ÍÓÚÓ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÂ‰ËÍ‡Ú‡ ‰Îfl Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó ÍËÚÂËfl
‡‚ÌÓ Â‰ËÌËˆÂ, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ˚ ‚˚¯Â ¯ÚËıÓ‚ÓÈ ÎËÌËË.

�' := R �*  Res R( ) N Sump R( ), Mi
ji ji 1 ni, i 1 d,=,=,= =∈{ } .

�' := R �'  rep R( ) cr*≥∈{ } .

�' := R �'  C
α0 rep R( ) eff R( ),( ) 1=∈{ } .

�̃

� := � R �'  C rep R( ) eff R( ),( )∈ 1={ }∪˜ ˜

�' := R �'  C rep R( ) eff R( ),( )∈ 0={ } .

�' := R �*  Res R( ) N Sump R( ) Sump R1( ) Sump R2( ) R1 R2 �',∈, ,∪=,=∈{

Ord R( ) Ord R1( ) 1 R+ : R∀+ R+ Ord R+( ),⊂ Ord R( ) 1 R+ �'∈⇒–= = } .

0

cr*

eff
1.0

0.9

0.8

0.7

0.6
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super

0.3

0.2

0.1

0
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

rep
cr*

áÌ‡˜ËÏ˚Â Ô‡‚ËÎ‡

Ñ‡Î¸ÌÂÈ¯ËÂ
‚˚˜ËÒÎÂÌËfl èÛÚË ÒÛÊÂÌËfl

ÌÂ˜ÂÚÍËı Ô‡‚ËÎ
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íÂÓÂÏ‡ 5 (ÓÒÌÓ‚Ì‡fl). åÂÚÓ‰ ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚ı ÒÛÊÂÌËÈ ÒÚÓËÚ ‚ÒÂ ÁÌ‡˜ËÏ˚Â Ô‡‚ËÎ‡ ÏËÌË-
Ï‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡, Ú.Â.

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÔÓ ÔÓfl‰ÍÛ ÁÌ‡˜ËÏÓÂ Ô‡‚ËÎÓ R,
ÔÛÒÚ¸ Ord(R) = r. ÑÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ÓÌÓ ‚ÓÈ‰ÂÚ ‚ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ÂÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó � Ì‡ r-È ËÚÂ‡ˆËË ¯‡„‡ 4.
ÖÒÎË ˝ÚÓ ÌÂ Ú‡Í, ÚÓ Ì‡È‰ÂÚÒfl Ô‡‚ËÎÓ ÏÂÌ¸¯Â„Ó (ËÎË Ú‡ÍÓ„Ó ÊÂ) ÔÓfl‰Í‡ ∃R' ⊃ R, Ord(R') = r' ≤ r,
‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó R fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÛÊÂÌËÂÏ (ËÎË R' = R), ËÒÍÎ˛˜‡ÂÏÓÂ ËÁ �'' Ì‡ r'-È ËÚÂ‡ˆËË ¯‡„‡ 2 ËÎË 3.
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Ó·‡ ÒÎÛ˜‡fl.

1. R' ËÒÍÎ˛˜ÂÌÓ ËÁ �'' ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ¯‡„‡ 2, Ú.Â. rep(R') < . íÓ„‰‡, Ì‡ ÓÒÌÓ‚‡ÌËË ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËfl 4,

ËÏÂÂÏ rep(R) < . ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ ÚÓ˜ÌÓÈ ÌËÊÌÂÈ „‡ÌË ˜ËÒÎÓ‚Ó„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡, 

‡ ÁÌ‡˜ËÚ, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, C(rep(R), eff(R)) = 0, ˜ÚÓ ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÚ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË Ô‡‚ËÎ‡ R.

2. R' ËÒÍÎ˛˜ÂÌÓ ËÁ �'' ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ¯‡„‡ 3, Ú.Â. rep(R')eff(R') < α0 ≤ α. ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÔÂ‰˚‰Û˘Â-
ÏÛ ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌË˛, Ì‡ ÓÒÌÓ‚‡ÌËË ÚÂÓÂÏ˚ 4 ËÏÂÂÏ rep(R)eff(R) < α. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚‚Ë‰Û ÚÓ„Ó ˜ÚÓ
ë ËÏÂÂÚ ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍÛ α ËÏÂÂÏ C(rep(R), eff(R)) = 0, ˜ÚÓ Ú‡ÍÊÂ ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÚ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË Ô‡-
‚ËÎ‡ R. ìÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ ‰ÓÍ‡Á‡ÌÓ.

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 1. ÑÓÍ‡Á‡ÌÌÓÂ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ Ó·ÓÒÌÓ‚˚‚‡ÂÚ ÔËÏÂÌËÏÓÒÚ¸ ÏÂÚÓ‰‡ ̋ ÙÙÂÍÚË‚Ì˚ı ÒÛÊÂÌËÈ ‰Îfl
ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÔÂ‰ËÍ‡Ú‡ Ò ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍÓÈ. Ç ÒÎÛ˜‡Â ÂÒÎË ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ‡ ÔÂ‰ËÍ‡Ú‡
‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛ Ë  = 0, ¯‡„Ë 2 Ë 3 ÌÂ ËÏÂ˛Ú ÒÏ˚ÒÎ‡ Ë ‡Î„ÓËÚÏ ‚˚ÓÊ‰‡ÂÚÒfl ‚ ÚË‚Ë‡Î¸Ì˚È ÔÂÂ·Ó. 

íÂÓÂÏ‡ 6. èÂ‰ËÍ‡Ú˚ Ch, Cs Ë Ci ËÏÂ˛Ú ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Â ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍË.

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. 1. ÑÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ‡ Ch ‡‚Ì‡ crce:

áÌ‡˜ËÚ, α = crce fl‚ÎflÂÚÒfl ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍÓÈ ÔÂ‰ËÍ‡Ú‡ Ch ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ (11).

2. ÑÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ‡ Cs ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÔÓÚË‚ÌÓÂ: α = 0. á‡ÏÂÚËÏ,
˜ÚÓ z ≥ z0 > 0. èÓÎÓÊËÏ

ÚÓ„‰‡, ÔÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ (11),

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÂ. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ‡ Cs fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊË-
ÚÂÎ¸ÌÓÈ.

3. ÑÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ‡ Ci ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÔÓÚË‚ÌÓÂ: α = 0. á‡ÏÂÚËÏ,
˜ÚÓ ci ≥ c0 > 0 Ë H1 – H2(v, w)) = 0, Ú.Â. ∃δ : 0 < v < δ ⇒ H1 – H2 < c0. èÓÎÓÊËÏ ε = δPN; ÚÓ„‰‡,

ÔÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ (11), ∃(v, w) ∈ [0, 1] 2 : vw < ε Ë w > PN Ë H1 – H2(v, w) > ci ⇒ ci < c0. èÓÚË‚ÓÂ˜ËÂ.
ìÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ ‰ÓÍ‡Á‡ÌÓ.

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 2. óÂÏ ‚˚¯Â ÌËÊÌflfl ÓˆÂÌÍ‡ ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍË ÔÂ‰ËÍ‡Ú‡, ÚÂÏ ·ÓÎ¸¯Â ÌÂÁÌ‡˜ËÏ˚ı ‚ ÔÂÒÔÂÍ-
ÚË‚Â Ô‡‚ËÎ ËÒÍÎ˛˜‡˛ÚÒfl ËÁ ‡ÒÒÏÓÚÂÌËfl Ì‡ ‡ÌÌËı ˝Ú‡Ô‡ı ÏÂÚÓ‰‡ ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚ı ÒÛÊÂÌËÈ. èÓÎÛ˜ÂÌËÂ
ÚÓ˜Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚‡ÊÌÓÈ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓÈ Á‡‰‡˜ÂÈ, ËÏÂ˛˘ÂÈ ÔflÏÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ Í
Ô‡ÍÚËÍÂ. Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ‡·ÓÚÂ ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ì˚ Ë ‰ÓÍ‡Á‡Ì˚ ÚÂÓÂÏ˚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ı‡-
‡ÍÚÂËÒÚËÍ ‰Îfl ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ÍËÚÂËÂ‚: ˝‚ËÒÚË˜ÂÒÍÓ„Ó, ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Ë ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó.

� R �*  C rep R( ) eff R( ),( )∈ 1 R'∀ R : C rep R'( ) eff R'( ),( ) 0=⊃={ } .=

cr*

cr*

ε∀ 0 cr* ]  w∀,( 0 1,[ ]  : C cr* ε– w,( )∈ ∈ 0,=
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v w,( )∈ 1 rep cr Ë w ce vw crce≥⇒≥ ≥⇒ α ,= =
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Ç‡ÒËÎ¸Â‚ Ë ‰.

3.5. ÑËÁ˙˛ÌÍÚË‚Ì‡fl ÏÓ‰ËÙËÍ‡ˆËfl ÏÂÚÓ‰‡ ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚ı ÒÛÊÂÌËÈ

Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ Ô‡‚ËÎ‡, ÔÓÒ˚ÎÍ‡ ÍÓÚÓ˚ı fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÌ˙˛ÌÍˆËÂÈ ÌÂ˜ÂÚÍËı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚, ·Û-
‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ÏË. Ç ÌÂÍÓÚÓ˚ı Á‡‰‡˜‡ı Á‡ÍÓÌÓÏÂÌÓÒÚË, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÂ ÍËÚÂ-
Ë˛ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË, ËÏÂ˛Ú ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ “ÌÂÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÛ˛” ÙÓÏÛ. èË ˝ÚÓÏ Ú‡ÍËÂ Á‡ÍÓÌÓÏÂÌÓ-
ÒÚË ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔË·ÎËÊÂÌ˚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı Ô‡‚ËÎ, Í‡Ê‰ÓÂ ËÁ ÍÓÚÓ˚ı, ‚ÓÓ·˘Â „Ó-
‚Ófl, ÌÂ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÔÂ‰ËÍ‡ÚÛ ë. í‡ÍËÂ Ô‡‚ËÎ‡ Ì‡ÁÓ‚ÂÏ ÒÎÓÊÌ˚ÏË, ËÎË ‰ËÁ˙˛ÌÍÚË‚Ì˚ÏË.

éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ 14. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Ô‡‚ËÎ‡ R1, R2 Ë Ëı ÔÓÒ˚ÎÍË Sump1 = { , …, } Ë Sump2 =

= { , …, }. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ν1 Ë ν2 – ÒÚÂÔÂÌË ÔËÌ‡‰ÎÂÊÌÓÒÚË ˝ÚËÏ ÔÓÒ˚ÎÍ‡Ï. Ñ‡Ì-

Ì˚Â Ô‡‚ËÎ‡ ·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ÏË ÔÓ ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚Û, ÂÒÎË Ì‡È‰ÂÚÒfl Ó·˙ÂÍÚ x ∈  �
d
 Ú‡ÍÓÈ, ̃ ÚÓ

á‰ÂÒ¸ a Á‡‰‡ÂÚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÔÓÍ˚ÚËÂ ‚ ˝ÍÒÔÂÚÌÓÈ ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËË ÔËÁÌ‡ÍÓ‚.

î‡ÍÚË˜ÂÒÍË ̋ ÚÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ̃ ÚÓ Û ÒÓÒÂ‰ÌËı Ô‡‚ËÎ “fl‰‡”, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ˚Â ÛÒÎÓ‚Ì˚-
ÏË „‡ÌËˆ‡ÏË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ‡Á·ËÂÌËÈ, ÔÂÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl. Ç Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍËı ÔËÎÓÊÂÌËflı ‡ÁÛÏ-
Ì˚Ï fl‚ÎflÂÚÒfl ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ÍËÚÂËfl ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË Ô‡‚ËÎ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓ„Ó ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂÏ ÔÂ‰Ë-
Í‡ÚÓ‚ Ch Ë Cs (ÙË„. 8). èË ˝ÚÓÏ Ó‰ËÌ‡Ú‡ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl ÎÂ‚ÓÈ Ë ÌËÊÌÂÈ „‡ÌËˆ Ó·Î‡ÒÚË ÁÌ‡˜ËÏ˚ı

Ô‡‚ËÎ (Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ÂÂ , Ë Ì‡ÁÓ‚ÂÏ ÔÓÓ„ÓÏ ÒÛÔÂ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚË) Ó·Î‡‰‡ÂÚ ËÌÚÂÂÒÌ˚Ï
Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ: ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú Ó·˙Â‰ËÌÂÌËfl Î˛·Ó„Ó Ô‡‚ËÎ‡ Ò ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚ¸˛, ÔÂ‚ÓÒıÓ‰fl˘ÂÈ ÔÓÓ„
ÒÛÔÂ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚË, Ë ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ËÏÓ„Ó Ô‡‚ËÎ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÁÌ‡˜ËÏ˚Ï ‰ËÁ˙˛ÌÍÚË‚Ì˚Ï
Ô‡‚ËÎÓÏ.

Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ‡·ÓÚÂ ÔÂ‰Î‡„‡ÂÚÒfl ‡Î„ÓËÚÏ „ÂÌÂ‡ˆËË ÔÓ‰Ó·Ì˚ı ‰ËÁ˙˛ÌÍÚË‚Ì˚ı Ô‡‚ËÎ, fl‚-
Îfl˛˘ËÈÒfl ‡Ò¯ËÂÌËÂÏ ÒıÂÏ˚ åùë. éÌ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÓÚ˚ÒÍË‚‡Ú¸ ÁÌ‡˜ËÏ˚Â Ô‡‚ËÎ‡, ÒÓÒÚÓfl˘ËÂ
ËÁ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ı ÔÓ ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚Û ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı (ÌÂÍÓÚÓ˚Â, ÌÓ ÌÂ ‚ÒÂ).

Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÓ‰ËÙËÍ‡ˆËfl Í‡Ò‡ÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ¯‡„‡ 3, ‚ÏÂÒÚÓ ÍÓÚÓÓ„Ó ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ¯‡„ 3'.

ò‡„ 3'. Ç˚˜ËÒÎËÏ ÂÔÂÁÂÌÚ‡ÚË‚ÌÓÒÚ¸ Ë ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚ¸ Í‡Ê‰Ó„Ó Ô‡‚ËÎ‡. ÖÒÎË (·, ·) = 0 Ë

eff(R) < , ÚÓ Ô‡‚ËÎÓ ËÒÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl ËÁ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Ëı ‡ÒÒÏÓÚÂÌËÈ. ÖÒÎË (·, ·) = 0, ‡ Â„Ó ˝Ù-

ÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚ¸ eff(R) ≥  Ë ÔË ˝ÚÓÏ ‚ ·‡ÁÂ ÁÌ‡ÌËÈ ÛÊÂ ÒÓ‰ÂÊËÚÒfl Ô‡‚ËÎÓ, fl‚Îfl˛˘ÂÂÒfl ÒÓÒÂ‰-
ÌËÏ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÏÛ, ÚÓ ÚÓ„‰‡ Ô‡‚ËÎÓ Á‡ÌÓÒËÚÒfl ‚ ·‡ÁÛ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘Ëı
Ô‡‚ËÎ.

åÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÒıÂÏ‡ åùë ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸, ‚ÓÓ·˘Â „Ó‚Ófl, ·ÓÎÂÂ ÚÓ˜Ì˚Â Â¯ÂÌËfl
ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò åùë Á‡ Ò˜ÂÚ ·ÓÎ¸¯Â„Ó ÔÓÍ˚ÚËfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÔÂˆÂ‰ÂÌÚÓ‚ Ô‡‚ËÎ‡ÏË. êÂÁÛÎ¸Ú‡-
Ú˚ ËÒÔ˚Ú‡ÌËÈ Ì‡ ÌÂÍÓÚÓ˚ı Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍËı Á‡‰‡˜‡ı ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ‚ ‡Á‰. 5. éÚÏÂÚËÏ, ̃ ÚÓ ‰‡ÌÌ‡fl ÏÓ-
‰ËÙËÍ‡ˆËfl ÏÂÚÓ‰‡ ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚ı ÒÛÊÂÌËÈ Â¯‡ÂÚ Á‡‰‡˜Û ÔÓËÒÍ‡ ‚ÒÂı ‰ËÁ˙˛ÌÍÚË‚Ì˚ı Ô‡‚ËÎ
ÔË·ÎËÊÂÌÌÓ. ã˛·ÓÈ ÏÂÚÓ‰ ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ÚÓ˜ÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl ËÏÂÂÚ ·ÓÎÂÂ ‚˚ÒÓÍÛ˛ ‡Î„ÓËÚÏË˜Â-
ÒÍÛ˛ ÒÎÓÊÌÓÒÚ¸.

4. éèíàåàáÄñàü Ç åéÑÖãà ÄãÉéêàíåéÇ

ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ‡fl Á‡‰‡˜‡ ÒËÌÚÂÁ‡ ˝ÍÒÔÂÚÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl Ó·‡ÁÓ‚ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌË-
ÂÏ ÔÂˆÂ‰ÂÌÚÌÓÈ ËÌÙÓÏ‡ˆËË, Í‡Í ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸ ‚˚¯Â, ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ÔÓÒÚÓÂÌËÂ Â¯ÂÌËfl ‚ ÚË ˝Ú‡-
Ô‡: Á‡‰‡ÌËÂ ˝ÍÒÔÂÚÌÓÈ ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËË Í‡Ê‰Ó„Ó ÔËÁÌ‡Í‡, ÔÓÎÛ˜ÂÌËÂ Ì‡·Ó‡ Ô‡‚ËÎ (ÁÌ‡ÌËÈ) Ë
‚˚·Ó Ì‡ËÎÛ˜¯Â„Ó ‡Î„ÓËÚÏ‡ ‚ ÏÓ‰ÂÎË (2.5) (ÛÚÓ˜ÌÂÌËÂ ‚ÂÒÓ‚ Ô‡‚ËÎ, Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÔÓÍ˚ÚËÈ,
„‡ÌËˆ ‡Á·ËÂÌËÈ Ë Ô.). êÂ¯ÂÌËÂ Í‡Ê‰Ó„Ó ËÁ ̋ ÚËı ̋ Ú‡ÔÓ‚ ÏÓÊÂÚ ÔÓ‚Ó‰ËÚ¸Òfl Í‡Í ̋ ÍÒÔÂÚÓÏ, Ú‡Í
Ë ‡‚ÚÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍË (‡ Ú‡ÍÊÂ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ). ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ ‚ÓÔÓÒ˚ ÔÓËÒÍ‡ Ë ÓÔÚËÏËÁ‡-
ˆËË ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ „ÛÔÔ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÏÓ‰ÂÎË (2.5).
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4.1. èÂ‚Ë˜ÌÓÂ ÙÓÏËÓ‚‡ÌËÂ „‡ÌËˆ ÌÂ˜ÂÚÍËı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚

Ç [16], [17], [13] Á‡‰‡˜‡ ÔÓËÒÍ‡ ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‡Á·ËÂÌËfl, ‡ Ú‡ÍÊÂ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÔÓÍ˚ÚËfl ÌÂ˜ÂÚ-
ÍËÏË ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË Â¯‡ÂÚÒfl ‚ Ó‰ÌÓÈ Ò‚flÁÍÂ Ò „ÂÌÂ‡ˆËÂÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ô‡‚ËÎ. Ç ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚÂ
ÔÓÌflÚËÂ ˝ÍÒÔÂÚÌÓÈ ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËË ÔÂ‰Î‡„‡ÂÚÒfl ‡Á‰ÂÎËÚ¸ Ì‡ ÔÓÌflÚËÂ ‡Á·ËÂÌËfl Ó·Î‡ÒÚË ÁÌ‡-
˜ÂÌËÈ ÔËÁÌ‡ÍÓ‚ Ë ÔÓÌflÚËÂ Ì‡·Ó‡ ÔÓÍ˚‚‡˛˘Ëı ÌÂ˜ÂÚÍËı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚. èÂ‚ÓÂ ËÁ ˝ÚËı ÔÓÌfl-
ÚËÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚Ï Ë ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ Ú‡ÍÚÓ‚ÍÛ ˝ÍÒÔÂÚÓÏ Ò‡ÏÓ„Ó ÔÓÌflÚËfl ÔËÁÌ‡Í‡. ÇÚÓÓÂ
ÔÓÌflÚËÂ ÓÚ‚Â˜‡ÂÚ Á‡ ÏÂÛ ÌÂÚÓ˜ÌÓÒÚË ‚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË ˝ÍÒÔÂÚÌÓÈ ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËË Ë ‚ÔÓÎÌÂ ÏÓÊÂÚ
ÓÔÚËÏËÁËÓ‚‡Ú¸Òfl Ò Û˜ÂÚÓÏ ÔÂˆÂ‰ÂÌÚÌÓÈ ËÌÙÓÏ‡ˆËË Ë Ó·Ì‡ÛÊÂÌÌÓ„Ó Ì‡·Ó‡ Ô‡‚ËÎ ‚˚‚Ó‰‡.
Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔÓÍ˚ÚËfl ÏÓÊÌÓ ‚˚·‡Ú¸ {a, b}- ËÎË [a, b]-ÔÓÍ˚ÚËfl Ë ÓÔÚËÏËÁËÓ‚‡Ú¸ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î
Í‡˜ÂÒÚ‚‡ ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚ‡Ï a Ë b.

èÛÒÚ¸ ÚÂ·ÛÂÚÒfl ÔÓÒÚÓËÚ¸ ÌÂÍÓÚÓÓÂ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÂ ‡Á·ËÂÌËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔËÁÌ‡ÍÓ‚

. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ÔÓÂÍˆË˛ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ó·˙ÂÍÚÓ‚ Ó·Û˜‡˛˘ÂÈ ‚˚·ÓÍË Ì‡ i-È ÔËÁÌ‡Í

˜ÂÂÁ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó . èÛÒÚ¸ Ú‡ÍÊÂ ‰‡ÌÓ ÚÂ·ÛÂÏÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ËÌÚÂ‚‡ÎÓ‚ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó

ÔËÁÌ‡Í‡: ni, i = . íÓ„‰‡ ‰Îfl Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl ÔÂ‚Ë˜ÌÓ„Ó ‡Á·ËÂÌËfl  < … <  i-„Ó ÔËÁÌ‡Í‡ ‡-
ÁÛÏÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú Ó‰ÌÓÏÂÌÓÈ ÍÎ‡ÒÚÂËÁ‡ˆËË. ÑÎfl Â¯ÂÌËfl ̋ ÚÓÈ Á‡‰‡˜Ë ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
Á‡‰ÂÈÒÚ‚Ó‚‡Ì, Ì‡ÔËÏÂ, ÏÂÚÓ‰ ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ Ï‡ÒÒ˚ (ÔÓ‚Ó‰ËÚ¸ ‡Á·ËÂÌËÂ Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ̃ ÚÓ·˚
‚ Í‡Ê‰ÓÈ „ÛÔÔÂ ·˚ÎÓ ÔËÏÂÌÓ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÂ ˜ËÒÎÓ Ó·˙ÂÍÚÓ‚, ËÎË ‚ ÒÎÛ˜‡Â, ÂÒÎË Ó·˙ÂÍÚ˚ ËÏÂ˛Ú
ËÌ‰Ë‚Ë‰Û‡Î¸Ì˚Â ‚ÂÒ‡, „ÛÔÔ˚ Ó·˙ÂÍÚÓ‚ ‰ÓÎÊÌ˚ ËÏÂÚ¸ ÔËÏÂÌÓ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Â ‚ÂÒ‡). Ç ÔÓÒÚÂÈ-
¯ÂÏ ‚Ë‰Â ˝ÚÓÚ ÏÂÚÓ‰ Ú‡ÍÓ‚.

ò‡„ 1. ìÔÓfl‰Ó˜ËÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó  :  ≤ … ≤ .

ò‡„ 2. èÓÎÓÊËÏ

ò‡„ 3. ÑÎfl Í‡Ê‰Ó„Ó j ÓÚ 2 ‰Ó ni – 1 ‚˚˜ËÒÎËÏ t =  Ë ÔÓÎÓÊËÏ  = . äÓÌÂˆ

‡·ÓÚ˚ ‡Î„ÓËÚÏ‡.
í‡ÍÊÂ ‰Îfl Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë ÔÂ‚Ë˜Ì˚ı „‡ÌËˆ ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì˚ ‰Û„ËÂ ÏÂÚÓ‰˚ ÍÎ‡-

ÒÚÂËÁ‡ˆËË, Ì‡ÔËÏÂ K-ÒÂ‰ÌËı (ÒÏ. [3], [27]), ËÂ‡ıË˜ÂÒÍ‡fl „ÛÔÔËÓ‚Í‡ (ÒÏ. [3], [27]), ‚ÓÒÒÚ‡-
ÌÓ‚ÎÂÌËÂ ÒÏÂÒË ÌÓÏ‡Î¸Ì˚ı ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÈ (ÒÏ. [28], [29]) Ë ‰.

áÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ {ni  (˜ËÒÎÓ ÍÎ‡ÒÚÂÓ‚ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ÔËÁÌ‡Í‡) ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂ-
Ì˚ ˝ÍÒÔÂÚÓÏ ‚Û˜ÌÛ˛ ÔÛÚÂÏ ‚ËÁÛ‡Î¸ÌÓ„Ó ÓˆÂÌË‚‡ÌËfl Í‡˜ÂÒÚ‚‡ ÍÎ‡ÒÚÂËÁ‡ˆËË ‚ Ó‰ÌÓÏÂÌÓÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â. ÖÒÎË ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÔËÁÌ‡ÍÓ‚ ‚ÂÎËÍÓ Ë ‚ËÁÛ‡Î¸ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ÚÂ·ÛÂÚ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸Ì˚ı
‚ÂÏÂÌÌ˚ı Á‡Ú‡Ú, ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì˚ ÏÂÚÓ‰˚ ‡‚ÚÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ˜ËÒÎ‡ ÍÎ‡-
ÒÚÂÓ‚. ëÂ‰Ë ÌËı ÏÓÊÌÓ ‚˚‰ÂÎËÚ¸ ·‡ÈÂÒÓ‚ÒÍËÈ ÔÓ‰ıÓ‰ ‰Îfl ÒÏÂÒË ÌÓÏ‡Î¸Ì˚ı ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÈ
(ÒÏ. [28], [29]), ·‡ÈÂÒÓ‚ÒÍËÈ ÔÓ‰ıÓ‰ ‰Îfl ÒÏÂÒË ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÈ ëÚ¸˛‰ÂÌÚ‡ (ÒÏ. [30]), ‡ Ú‡ÍÊÂ ÔÓ‰ıÓ‰, ÓÒ-
ÌÓ‚‡ÌÌ˚È Ì‡ ÏÌÓ„Ó‡ÁÓ‚ÓÈ ÍÎ‡ÒÚÂËÁ‡ˆËË Ô‡ ÔÓ‰‚˚·ÓÓÍ ËÁ ËÒıÓ‰ÌÓÈ ‚˚·ÓÍË Ò ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ÔÓ-
ÒÚÓÂÌËÂÏ „ËÒÚÓ„‡ÏÏ˚ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÍËÚÂËfl Ò‡‚ÌÂÌËfl ‰‚Ûı ÍÎ‡ÒÚÂËÁ‡ˆËÈ (ÒÏ. [31], [32]).

ê‡Á·ËÂÌËfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÔËÁÌ‡ÍÓ‚ ÏÓ„ÛÚ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÛÚÓ˜ÌflÚ¸Òfl ‚ ÔÓˆÂÒÒÂ ËÒ-
ÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ‰‡ÌÌÓÈ ÔËÍÎ‡‰ÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË. ç‡ÔËÏÂ, Ó·˙ÂÍÚ˚, ÌÂÔ‡‚ËÎ¸ÌÓ ‡ÒÔÓÁÌ‡ÌÌ˚Â Ì‡
Ó˜ÂÂ‰ÌÓÈ ËÚÂ‡ˆËË ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl, ÏÓ„ÛÚ ÏÂÌflÚ¸ Ò‚ÓÂ ‚ÎËflÌËÂ Ì‡ ‡Á·ËÂÌËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ‚ ·Û‰Û˘ÂÏ.
Ç [23] ÔÂ‰Î‡„‡ÂÚÒfl ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ÔÓˆÂ‰Û˚ ‡‰‡ÔÚË‚ÌÓÈ ÍÓÂÍˆËË ËÎË ·ÛÒÚËÌ„‡ (ÒÏ. [21]) ‰Îfl
ÙÓÏËÓ‚‡ÌËfl „‡ÌËˆ ‡Á·ËÂÌËÈ.

4.2. éÔÚËÏËÁ‡ˆËfl ‚ÂÒÓ‚ Ô‡‚ËÎ

èÛÒÚ¸ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ ˝ÍÒÔÂÚÌ˚Â ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËË ‚ÒÂı ÔËÁÌ‡ÍÓ‚ � = {�1, …, �d} Ë ÔÓÒÚÓÂÌ‡ ·‡Á‡

ÁÌ‡ÌËÈ � = {R ∈ �* | C(rep(R), eff(R)) = 1} = {Ri . íÂ·ÛÂÚÒfl ÔÓ‚ÂÒÚË ÓÔÚËÏËÁ‡ˆË˛ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ

‚ÂÒÓ‚ Ô‡‚ËÎ {wi  Ò ˆÂÎ¸˛ ÏËÌËÏËÁ‡ˆËË ‚ÂÓflÚÌÓÒÚË Ó¯Ë·ÍË ‡Î„ÓËÚÏ‡ Ì‡ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÏ
Ó·˙ÂÍÚÂ ÔËÁÌ‡ÍÓ‚Ó„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. é‰Ì‡ÍÓ ˝Ú‡ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ÌÂ‰ÓÒÚÛÔÌ‡ ‰Îfl ËÁÏÂÂÌËfl, ‡ ÂÂ ÓˆÂ-

ai
j{ } j 1=

ni{ } i 1=

d

xi
k{ } k 1=

q

1 d, ai
1 ai

ni

xi
k{ } k 1=

q
xi

k1 xi
kq

ai
1 xi

k1 xi
kq xi

k1–
2 ni 2–( )
---------------------, ai

ni– xi
kq xi

kq xi
k1–

2 ni 2–( )
---------------------.+= =

j 1–( )q
ni 1–

------------------- ai
j xi

kt xi
kt 1++

2
----------------------

}i 1=
d

}i 1=
m

}i 1=
m
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Ç‡ÒËÎ¸Â‚ Ë ‰.

ÌË‚‡ÌËÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÓÚ‰ÂÎ¸ÌÛ˛ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÔÓ·ÎÂÏÛ (ÒÏ. [33]). Ç Ò‚flÁË Ò ˝ÚËÏ ‡Ò-
ÒÏ‡ÚË‚‡˛Ú ‡Î¸ÚÂÌ‡ÚË‚Ì˚Â ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î˚ Í‡˜ÂÒÚ‚‡ ‚ ÚÂÏËÌ‡ı Ó·Û˜‡˛˘ÂÈ ‚˚·ÓÍË Ë ÏÓ‰ÂÎË
‡Î„ÓËÚÏÓ‚.

ëÎÛ˜‡È Á‡‰‡˜Ë ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËË. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ Â¯‡ÂÚÒfl Á‡‰‡˜‡ ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl Ó·‡ÁÓ‚
(ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËË). íÓ„‰‡ Â¯‡˛˘ÂÂ Ô‡‚ËÎÓ (2.3) ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ‚˚·Ó ÍÎ‡ÒÒ‡, ÍÓ-
ÚÓÓÏÛ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡fl ÓˆÂÌÍ‡. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ú‡ÍÓÈ ÓˆÂÌÍË ‚˚ÒÚÛÔ‡ÂÚ ‚ÂÎË˜ËÌ‡

(x, med(Nk)) ‰Îfl ÍÎ‡ÒÒ‡ k. Ç‚Â‰ÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛ ÙÛÌÍˆË˛ Ô‡‚‰ÓÔÓ‰Ó·Ëfl ‰‡ÌÌ˚ı Ë ÏÓ‰ÂÎË (Á‡-

‰‡ÌÌÓ„Ó Ì‡·Ó‡ ‚ÂÒÓ‚ Ô‡‚ËÎ):

á‰ÂÒ¸ λ > 0 – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È, Á‡‡ÌÂÂ Á‡‰‡ÌÌ˚È Ô‡‡ÏÂÚ.
àÁ‚ÂÒÚÌ˚È ÏÂÚÓ‰ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ Ô‡‚‰ÓÔÓ‰Ó·Ëfl ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËÓÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Â

Ì‡ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‚ÂÒÓ‚ Ô‡‚ËÎ:

(4.1)

é‰Ì‡ÍÓ ÔÓÒÚ‡fl Ï‡ÍÒËÏËÁ‡ˆËfl Ô‡‚‰ÓÔÓ‰Ó·Ëfl (4.1) ÏÓÊÂÚ ÔË‚Ó‰ËÚ¸ Í ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏÛ ÔÂÂ-
Ó·Û˜ÂÌË˛ ‡Î„ÓËÚÏ‡ ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl. ÑÎfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ ËÁ·ÂÊ‡Ú¸ ‰‡ÌÌÓÈ ÒËÚÛ‡ˆËË, ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl
‡ÁÎË˜Ì˚Â ÏÂÚÓ‰˚ Â„ÛÎflËÁ‡ˆËË Ó·Û˜ÂÌËfl (ÒÏ. [4], [29], [34], [35]). Ç ‰‡ÌÌÓÈ ÒÚ‡Ú¸Â ÔÂ‰Î‡„‡ÂÚ-
Òfl ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚È ·‡ÈÂÒÓ‚ÒÍËÈ ÔÓ‰ıÓ‰ (ÒÏ. [4], [29], [34], [36]–[38]). Ç ̋ ÚÓÏ ÔÓ‰ıÓ‰Â
Â„ÛÎflËÁ‡ˆËfl Á‡‰‡ÂÚÒfl ÔË ÔÓÏÓ˘Ë ‡ÔËÓÌÓ„Ó ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÓÔÚËÏËÁËÛÂ-
Ï˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚. îÛÌÍˆËfl ÔËÌflÚËfl Â¯ÂÌËÈ ‚ Â¯‡˛˘ÂÏ Ô‡‚ËÎÂ (2.3) ÏÓÊÂÚ Ú‡ÍÚÓ‚‡Ú¸Òfl,
Í‡Í ‚Á‚Â¯ÂÌÌ‡fl ÎËÌÂÈÌ‡fl ÍÓÏ·ËÌ‡ˆËfl ÙÛÌÍˆËÈ ÔËÌ‡‰ÎÂÊÌÓÒÚË Ô‡‚ËÎ‡Ï. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‰‡Ì-
Ì‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ ·ÎËÁÍ‡ ÔÓ Ò‚ÓÂÏÛ ‚Ë‰Û Í Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Ï ÎËÌÂÈÌ˚Ï ÏÓ‰ÂÎflÏ, ÍÓÚÓ˚Â ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‚
Ú‡ÍËı ÔÓÔÛÎflÌ˚ı ‡Î„ÓËÚÏ‡ı ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl, Í‡Í ÏÂÚÓ‰ ÓÔÓÌ˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚ (ÒÏ. [39], [40]), ÏÂÚÓ‰
ÂÎÂ‚‡ÌÚÌ˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚ (ÒÏ. [38]), ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡ÌËÂ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ „‡ÛÒÒÓ‚ÒÍËı ÔÓˆÂÒÒÓ‚ (ÒÏ. [34], [41])
Ë ‰. é·˚˜ÌÓ ÔË ÔËÏÂÌÂÌËË ·‡ÈÂÒÓ‚ÒÍÓ„Ó ÔÓ‰ıÓ‰‡ ‚ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÎËÌÂÈÌ˚ı ÏÓ‰ÂÎflı ‚ Í‡˜Â-
ÒÚ‚Â ‡ÔËÓÌÓ„Ó ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ (ÒÏ. [37], [38]) ËÎË ‰‚Ûı-
ÒÚÓÓÌÌÂÂ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ã‡ÔÎ‡Ò‡ (ÒÏ. [42]). Ç Á‡‰‡˜Â (4.1) ‚ÂÒ‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË ‚ÂÎË-
˜ËÌ‡ÏË. èÓ˝ÚÓÏÛ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ‡ÔËÓÌÓ„Ó ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‰Îfl ‚ÂÒÓ‚ Ô‡‚ËÎ ÔÂ‰Î‡„‡ÂÚÒfl ËÒÔÓÎ¸ÁÓ-
‚‡Ú¸ Ó‰ÌÓÒÚÓÓÌÌÂÂ ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ (4.2) ËÎË ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ (4.3):

(4.2)

(4.3)

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Á‰ÂÒ¸ ‚ÂÒ‡ Ô‡‚ËÎ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡˛ÚÒfl ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ÏË ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ÏË ‚ÂÎË˜ËÌ‡ÏË, Ú.Â.
‡ÔËÓÌÓÂ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ‚ÂÒÓ‚ ÂÒÚ¸ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ‡ÔËÓÌ˚ı ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÈ

‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ‚ÂÒÓ‚Ó„Ó ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡. èË ˝ÚÓÏ Ì‡·Ó Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ {αi  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÍÓÌÍÂÚ-
Ì˚È ‚Ë‰ ‡ÔËÓÌÓ„Ó ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ‚ÂÒ‡.

ÑÎfl ÔÓ‰·Ó‡ „ËÔÂÔ‡‡ÏÂÚÓ‚ (Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÏÓ‰ÂÎË) {αi  ‚ ·‡ÈÂÒÓ‚ÒÍÓÏ ÔÓ‰ıÓ‰Â ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚ-
Òfl ÔÓˆÂ‰Û‡ Ï‡ÍÒËÏËÁ‡ˆËË Ó·ÓÒÌÓ‚‡ÌÌÓÒÚË (Ô‡‚‰ÓÔÓ‰Ó·Ëfl ÏÓ‰ÂÎË, ÒÏ. [36], evidence ÒÏ. [38]):

(4.4)

îÓÏ‡Î¸ÌÓ ‚ ·‡ÈÂÒÓ‚ÒÍÓÏ ÔÓ‰ıÓ‰Â ‰Îfl „ËÔÂÔ‡‡ÏÂÚÓ‚ Ú‡ÍÊÂ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ‡ÔË-
ÓÌÓÂ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÔÓˆÂ‰ÛÛ Ï‡ÍÒËÏËÁ‡ˆËË Ô‡‚‰ÓÔÓ‰Ó·Ëfl „ËÔÂÏÓ‰ÂÎË. í‡-
Í‡fl ÔÓˆÂ‰Û‡ ‚‚Â‰ÂÌËfl „ËÔÂÔ‡‡ÏÂÚÓ‚ Ó˜ÂÂ‰ÌÓ„Ó ÛÓ‚Ìfl ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌ‡ ‰Ó ÚÂı
ÔÓ, ÔÓÍ‡ Ì‡ Í‡ÍÓÏ-ÚÓ ˝Ú‡ÔÂ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ‡ÔËÓÌÓ„Ó ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÌÂ ‚˚·Ë‡ÂÚÒfl ‡‚ÌÓÏÂÌÓÂ
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‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‚ Ó·Î‡ÒÚË ËÁÏÂÌÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚. Ç ·ÓÎ¸¯ËÌÒÚ‚Â Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍËı Á‡‰‡˜ Ó·˚˜ÌÓ
Ó„‡ÌË˜Ë‚‡˛ÚÒfl Ó‰ÌËÏ ÛÓ‚ÌÂÏ.

àÌÚÂ„‡Î (4.4) ÌÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‚˚˜ËÒÎÂÌ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍË. èÓ˝ÚÓÏÛ ÔË Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔËÏÂÌÂ-
ÌËË ÔÓˆÂ‰Û˚ Ï‡ÍÒËÏËÁ‡ˆËË Ó·ÓÒÌÓ‚‡ÌÌÓÒÚË ̃ ‡ÒÚÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ ÔË·ÎËÊÂÌËÂ
ã‡ÔÎ‡Ò‡ – Á‡ÏÂÌ‡ ÎÓ„‡ËÙÏ‡ ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË Ô‡‡·ÓÎÓÈ, ̃ ÚÓ ‚ÎÂ˜ÂÚ Á‡ ÒÓ·ÓÈ ÔË·ÎË-
ÊÂÌËÂ ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË „‡ÛÒÒË‡ÌÓÈ, ËÌÚÂ„‡Î ÓÚ ÍÓÚÓÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ÎÂ„ÍÓ ‚˚˜ËÒÎËÏ˚Ï
‚˚‡ÊÂÌËÂÏ (ÒÏ. [37], [38]). èË ˝ÚÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËfl, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ Ï‡ÍÒËÏÛÏÛ ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÈ
ÙÛÌÍˆËË (Â„ÛÎflËÁÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡), fl‚Îfl˛ÚÒfl ËÒÍÓÏ˚ÏË ‚ÂÒ‡ÏË Ô‡‚ËÎ.

ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl ‡ÔËÓÌÓ„Ó ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÚËÔ‡ (4.2) ËÎË (4.3) ‚ [37], [38] ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì‡fl
ËÚÂ‡ˆËÓÌÌ‡fl ÔÓˆÂ‰Û‡ Ï‡ÍÒËÏËÁ‡ˆËË Î‡ÔÎ‡ÒÓ‚ÒÍÓ„Ó ÔË·ÎËÊÂÌËfl Ó·ÓÒÌÓ‚‡ÌÌÓÒÚË ‰Îfl ÔÓËÁ-
‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ‚Ë‰‡ ÙÛÌÍˆËË Ô‡‚‰ÓÔÓ‰Ó·Ëfl ‰‡ÌÌ˚ı Ë ÏÓ‰ÂÎË p(y | w). ÑÎfl ÂÂ ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ
ÔË‡‚ÌflÚ¸ Í ÌÛÎ˛ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ÎÓ„‡ËÙÏ‡ Ó·ÓÒÌÓ‚‡ÌÌÓÒÚË ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚ‡Ï Ë ËÒÔÓÎ¸-
ÁÓ‚‡Ú¸ ÔËÂÏ ËÁ (ÒÏ. [37]).

ëÎÛ˜‡È Á‡‰‡˜Ë ‚ÓÒÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËfl Â„ÂÒÒËË. ÑÎfl Á‡‰‡˜Ë ‚ÓÒÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËfl Â„ÂÒÒËË Ë Â¯‡˛˘Â-
„Ó Ô‡‚ËÎ‡ (2.4) ‚‚Â‰ÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛ ÙÛÌÍˆË˛ Ô‡‚‰ÓÔÓ‰Ó·Ëfl ‰‡ÌÌ˚ı Ë ÏÓ‰ÂÎË:

(4.5)

á‰ÂÒ¸  = M[…](xi) – ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡ÌËfl ‚˚ıÓ‰ÌÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ˝ÍÒÔÂÚÌÓÈ ÒË-
ÒÚÂÏ˚ å ‰Îfl Ó·˙ÂÍÚ‡ Ó·Û˜ÂÌËfl xi, ‡ σ – ÌÂÍÓÚÓ˚È ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È Ô‡‡ÏÂÚ, ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÈ
ÛÓ‚ÂÌ¸ ¯ÛÏ‡ ‚ ‰‡ÌÌ˚ı.

í‡Í ÊÂ Í‡Í Ë ‚ ÒÎÛ˜‡Â Á‡‰‡˜Ë ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËË, ‰Îfl ÔÓ‰·Ó‡ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ‚ÂÒÓ‚ Ô‡‚ËÎ Á‰ÂÒ¸ ÏÓÊÂÚ
·˚Ú¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì‡ ÔÓÒÚ‡fl ÔÓˆÂ‰Û‡ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ Ô‡‚‰ÓÔÓ‰Ó·Ëfl ËÎË ÔÓˆÂ‰Û‡ Â„ÛÎflËÁ‡ˆËË
‚ ‡ÏÍ‡ı ·‡ÈÂÒÓ‚ÒÍÓ„Ó ÔÓ‰ıÓ‰‡. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÒÎÛ˜‡Â Â„ÂÒÒËË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ·‡ÈÂÒÓ‚ÒÍÓ„Ó
ÔÓ‰ıÓ‰‡ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Ú‡ÍÊÂ ÓˆÂÌËÚ¸ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Ô‡‡ÏÂÚ‡ σ ÔË ÔÓÏÓ˘Ë Ï‡ÍÒËÏËÁ‡ˆËË Ó·ÓÒÌÓ‚‡Ì-
ÌÓÒÚË.

Ç ·ÓÎÂÂ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÙÛÌÍˆËfl Ô‡‚‰ÓÔÓ‰Ó·Ëfl p(y | w) ‚˚·Ë‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â exp[– l(yi, )],

„‰Â l : �
2
  � – ÌÂÍÓÚÓ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÔÓÚÂ¸. Ç˚·Ó Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË ÔÓÚÂ¸ (4.5) ÌÂ ‚ÒÂ-

„‰‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡‰ÂÍ‚‡ÚÌ˚Ï, Ú‡Í Í‡Í ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ·ÓÎ¸¯ËÂ ÓÚÍÎÓÌÂÌËfl ¯Ú‡ÙÛ˛ÚÒfl ÒÎË¯ÍÓÏ
ÒËÎ¸ÌÓ. Ç [43] ÔÂ‰ÎÓÊÂÌ‡ ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÔÓÚÂ¸, ÍÓÚÓ‡fl ÌÂ ¯Ú‡ÙÛÂÚ ·ÎËÁÍËÂ ÁÌ‡˜Â-
ÌËfl, ÒÂ‰ÌËÂ ÓÚÍÎÓÌÂÌËfl ¯Ú‡ÙÛÂÚ Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓ, ‡ ·ÓÎ¸¯ËÂ ÓÚÍÎÓÌÂÌËfl – ÎËÌÂÈÌÓ. äÓÏÂ ÚÓ„Ó,
˝Ú‡ ÙÛÌÍˆËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ. áÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚, Â„ÛÎËÛ˛˘Ëı „‡ÌËˆ˚ ÏÂÊ‰Û
·ÎËÁÍËÏË, ÒÂ‰ÌËÏË Ë ·ÓÎ¸¯ËÏË ÓÚÍÎÓÌÂÌËflÏË, ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ Ì‡È‰ÂÌ˚ ÔË ÔÓÏÓ˘Ë ·‡ÈÂÒÓ‚ÒÍÓ„Ó
ÔÓ‰ıÓ‰‡. èË ˝ÚÓÏ ÔÓˆÂ‰Û‡ ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì‡ ÒÎÛ˜‡˛ Ò Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ÔÓÚÂ¸.

4.3. éÔÚËÏËÁ‡ˆËfl „‡ÌËˆ ‡Á·ËÂÌËÈ

èÛÒÚ¸ Á‡‰‡Ì˚ ˝ÍÒÔÂÚÌ˚Â ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËË ÔËÁÌ‡ÍÓ‚ � Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ô‡‚ËÎ �. íÓ„‰‡ ËÏÂÂÚÒfl

ÏÓ‰ÂÎ¸ ‡Î„ÓËÚÏÓ‚ � = ��[ ; {wm ]. ç‡ Ô‡ÍÚËÍÂ ÛÒÎÓ‚Ì˚Â „‡ÌËˆ˚ ‡Á·ËÂ-
ÌËÈ ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ‚˚·‡Ì˚ ÌÂ‡‰ÂÍ‚‡ÚÌÓ, Ì‡ÔËÏÂ ÂÒÎË ÓÌË ‚˚·Ë‡˛ÚÒfl Í‡Í ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú Ó‰ÌÓÏÂ-
ÌÓÈ ÍÎ‡ÒÚÂËÁ‡ˆËË ‰‡ÌÌ˚ı. Ç‚Â‰ÂÌËÂ ÔÓÍ˚ÚËÈ ÔËÁÌ‡ÍÓ‚ ÌÂ˜ÂÚÍËÏË ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË ÔÓÁ‚ÓÎfl-
ÂÚ ÓÔÚËÏËÁËÓ‚‡Ú¸ ÌÂÍÓÚÓ˚È ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î Í‡˜ÂÒÚ‚‡ Q ÔÓ „‡ÌËˆ‡Ï ‡Á·ËÂÌËÈ. èÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl Á‡-
‰‡˜‡ ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËË Ò ÎËÌÂÈÌ˚ÏË Ó„‡ÌË˜ÂÌËflÏË:

(4.6)

Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡ Í‡˜ÂÒÚ‚‡ ‚˚ÒÚÛÔ‡ÂÚ Ô‡‚‰ÓÔÓ‰Ó·ËÂ ‰‡ÌÌ˚ı Ë ÏÓ‰ÂÎË. ä‡Í Ë ‚Ó ÏÌÓ-
„Ëı ‰Û„Ëı ÌÂÚË‚Ë‡Î¸Ì˚ı ÏÓ‰ÂÎflı ‡Î„ÓËÚÏÓ‚ ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚È ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î
Í‡˜ÂÒÚ‚‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÌÓ„Ó˝ÍÒÚÂÏ‡Î¸Ì˚Ï. ÑÎfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓ„Ó ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ ı‡‡Í-
ÚÂËÒÚË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ (1.6) Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚È „‡‰ËÂÌÚ ‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍË. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,
‰Îfl ÔÓËÒÍ‡ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl ÔÓÒÚ‡‚ÎÂÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ÏÓÊÌÓ ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl Î˛·˚Ï ËÁ-
‚ÂÒÚÌ˚Ï ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËË, Û˜ËÚ˚‚‡˛˘ËÏ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚È „‡‰ËÂÌÚ.

p y  w( ) 2πσ( ) m– 1

2σ2
--------- y ŷ– 2– 
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Ç‡ÒËÎ¸Â‚ Ë ‰.

àÚ‡Í, ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ËÁÎÓÊÂÌ‡ ÒıÂÏ‡ ÔÓÒÚÓÂÌËfl Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl Ó·‡ÁÓ‚ Ò Á‡‰‡Ì-
Ì˚Ï ÙÛÌÍˆËÓÌ‡ÎÓÏ Í‡˜ÂÒÚ‚‡. êÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Î„ÓËÚÏ ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl, ÔËÌËÏ‡˛˘ËÈ Â-
¯ÂÌËÂ Ó ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËË Ó·˙ÂÍÚÓ‚ Ì‡ ÓÒÌÓ‚‡ÌËË ÁÌ‡ÌËÈ, ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡ÌÌ˚ı ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ˝ÍÒÔÂ-
Ú‡. ùÍÒÔÂÚÌ‡fl ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËfl ÔËÁÌ‡ÍÓ‚ Ë Ô‡‚ËÎ‡, ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡ÌÌ˚Â ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÌÂÂ, ÏÓ-
„ÛÚ ·˚Ú¸ ÒËÌÚÂÁËÓ‚‡Ì˚ ‡‚ÚÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍË ÔÓ Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÔÂˆÂ‰ÂÌÚÌÓÈ ËÌÙÓÏ‡ˆËË. ÇÔÓÒÎÂ‰ÒÚ‚ËË
˝ÍÒÔÂÚ ËÏÂÂÚ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ‚ÂËÙËˆËÓ‚‡Ú¸ Ë ÏÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â Ô‡‚ËÎ‡.

5. ùäëèÖêàåÖçíõ

èÂ‰ÎÓÊÂÌÌ‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ ÌÂ˜ÂÚÍÓÈ ˝ÍÒÔÂÚÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ (ùë) ·˚Î‡ ÔÓÚÂÒÚËÓ‚‡Ì‡ Ì‡ ÌÂÒÍÓÎ¸-
ÍËı Á‡‰‡˜‡ı.

ëÌ‡˜‡Î‡ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÚÂÒÚËÓ‚‡ÌËfl ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÒËÒÚÂÏ˚ ‰Îfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ÌÂÔÂ˚‚-
ÌÓ„Ó ÔÓ„ÌÓÁ‡. èÂ‚‡fl Á‡‰‡˜‡ Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl ‚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË ÏÂÒÚ ÍÓÏ‡Ì‰ ‚ ÓÒÒËÈÒÍÓÏ ÙÛÚ·ÓÎ¸-
ÌÓÏ ˜ÂÏÔËÓÌ‡ÚÂ Á‡ ‰‚‡ „Ó‰‡ ÔÓ ÚÛÌËÌÓÈ Ú‡·ÎËˆÂ. Ñ‡ÌÌ˚Â ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ Ú‡·ÎËˆÛ Ò 32
Ó·˙ÂÍÚ‡ÏË Ë 6 ÔËÁÌ‡Í‡ÏË. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔËÁÌ‡ÍÓ‚ ‚˚ÒÚÛÔ‡˛Ú, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ËÚÓ„Ó‚ÓÂ ÏÂÒÚÓ ‚
˜ÂÏÔËÓÌ‡ÚÂ, ˜ËÒÎÓ ÔÓ·Â‰, ˜ËÒÎÓ ÌË˜¸Ëı, ˜ËÒÎÓ ÔÓ‡ÊÂÌËÈ, ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó Á‡·ËÚ˚ı Ïfl˜ÂÈ Ë ÍÓÎË˜Â-
ÒÚ‚Ó ÔÓÔÛ˘ÂÌÌ˚ı Ïfl˜ÂÈ.

çÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ËÚÓ„Ó‚ÓÂ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÍÓÏ‡Ì‰˚ ‚ Ú‡·ÎËˆÂ (ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡Ú¸ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÔÂ-
‚Ó„Ó ÔËÁÌ‡Í‡). êÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ËÒÔ˚Ú‡ÌËÈ Ò‡‚ÌË‚‡ÎËÒ¸ Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÎËÌÂÈÌÓÈ Â„ÂÒÒËÂÈ.
ç‡ ÙË„. 9 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÔÓ„ÌÓÁËÓ‚‡ÌËfl. ëÔÎÓ¯Ì‡fl ÎËÌËfl – ÚÓ˜Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl,
¯ÚËıÔÛÌÍÚËÌ‡fl – ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡ÌËÂ ùë, ¯ÚËıÓ‚‡fl – ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡ÌËÂ ÎËÌÂÈÌÓÈ Â„ÂÒÒËË. äÓÏ‡Ì‰˚
·˚ÎË ÓÚÒÓÚËÓ‚‡Ì˚ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò Ëı ËÚÓ„Ó‚˚Ï ÔÓÎÓÊÂÌËÂÏ. çÂÒÏÓÚfl Ì‡ ‚˚ÒÓÍÛ˛ ÍÓÂÎfl-
ˆË˛ ÏÂÊ‰Û ÔËÁÌ‡Í‡ÏË Ë ÔÓ„ÌÓÁËÛÂÏÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ (ÎËÌÂÈÌ‡fl Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÏÂÊ‰Û ˜ËÒÎÓÏ ÔÓ-
·Â‰, ÌË˜¸Ëı, ÔÓ‡ÊÂÌËÈ Ë ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ Ì‡·‡ÌÌ˚ı Ó˜ÍÓ‚), ‰Îfl ÎËÌÂÈÌÓÈ Â„ÂÒÒËË ÒÂ‰ÌÂÍ‚‡‰-
‡ÚË˜ÌÓÂ ÓÚÍÎÓÌÂÌËÂ ÒÓÒÚ‡‚ËÎÓ 38.056, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í ‰Îfl ùë ÓÌÓ ‡‚ÌflÎÓÒ¸ 21.936. äÓÏÂ ÚÓ„Ó,
ÒËÒÚÂÏ‡ ùë „ÂÌÂËÓ‚‡Î‡ ÌÂ·ÓÎ¸¯ÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÎÂ„ÍÓ ËÌÚÂÔÂÚËÛÂÏ˚ı Ô‡‚ËÎ. ÇÓÚ, Ì‡ÔË-
ÏÂ, ÌÂÍÓÚÓ˚Â Ô‡‚ËÎ‡, ÍÓÚÓ˚Â Ì‡¯Î‡ ÒËÒÚÂÏ‡ ‰Îfl ÙÛÚ·ÓÎ¸ÌÓ„Ó ˜ÂÏÔËÓÌ‡Ú‡:

Öëãà èÓÔÛ˘ÂÌÌ˚ı Ïfl˜ÂÈ = çÂÏÌÓ„Ó à èÓ‡ÊÂÌËÈ = å‡ÎÓ, íé åÂÒÚÓ = Ç˚ÒÓÍÓÂ

Öëãà èÓ·Â‰ = çÂÏ‡ÎÓ à á‡·ËÚ˚ı ÏÂ˜ÂÈ = åÌÓ„Ó à çË˜¸Ëı =

= çÂÒÍÓÎ¸ÍÓ, íé åÂÒÚÓ = èËÁÓ‚ÓÂ

Öëãà á‡·ËÚ˚ı Ïfl˜ÂÈ = å‡ÎÓ, íé åÂÒÚÓ = çËÁÍÓÂ

Öëãà èÓÔÛ˘ÂÌÌ˚ı Ïfl˜ÂÈ = çÂÏÌÓ„Ó à çË˜¸Ëı = åÌÓ„Ó, íé åÂÒÚÓ = çÂ‚˚ÒÓÍÓÂ

áÌ‡ÌËfl ÔÓ‰Ó·ÌÓ„Ó Ó‰‡ ÓÒÓ·ÂÌÌÓ ÔÓÎÂÁÌ˚ ‚ ÒËÚÛ‡ˆËË, ÍÓ„‰‡ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÔËÁÌ‡ÍÓ‚
ÏÓÊÌÓ ÍÓÌÚÓÎËÓ‚‡Ú¸. ì˜ËÚ˚‚‡fl ÒÚÂÔÂÌ¸ ‚ÎËflÌËfl ˝ÚËı ÔËÁÌ‡ÍÓ‚ Ì‡ ÒÍ˚ÚÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÔÓ-
„ÌÓÁ‡, Ï˚ ÏÓÊÂÏ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓ ÛÔ‡‚ÎflÚ¸ ÔÓˆÂÒÒÓÏ ÔÛÚÂÏ ÏÓ‰ËÙËÍ‡ˆËË ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û-
˛˘Ëı ÔËÁÌ‡ÍÓ‚.

í‡ÍÊÂ ·˚Î ÔÓ‚Â‰ÂÌ fl‰ ̋ ÍÒÔÂËÏÂÌÚÓ‚ ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ ÓÔËÒ‡ÌÌÓÈ ÌÂ˜ÂÚÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Ò ‡Î¸ÚÂ-
Ì‡ÚË‚Ì˚Ï ÔÓ‰ıÓ‰ÓÏ ÒËÒÚÂÏ˚ MatLab fuzzy logic toolbox. èÓÒÎÂ‰Ìflfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ‡Á‚ËÚËÂ
Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓ„Ó ÌÂÈÓ-ÌÂ˜ÂÚÍÓ„Ó ÔÓ‰ıÓ‰‡ (ÒÏ. [14], [15], [44]). éÌ‡ Ú‡ÍÊÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ „ÂÌÂËÓ-
‚‡Ú¸ ‡‚ÚÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍË ÌÂ˜ÂÚÍËÂ Ô‡‚ËÎ‡ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÔÂˆÂ‰ÂÌÚÌÓÈ ËÌÙÓÏ‡ˆËË Ë ÓÔÂ‰Â-
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ÎflÚ¸ ÙÓÏ˚ ÌÂ˜ÂÚÍËı ÏÌÓÊÂÒÚ‚. ÑÎfl ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ·˚Î‡ ‚˚·‡Ì‡ ÒÎÂ‰Û˛˘‡fl Á‡‰‡˜‡: ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡-
ÌËÂ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ Ï‡„ÌËÚÌÓ„Ó ÔÓÎfl ‚ ÛÒÍÓfl˛˘ÂÏ ̋ ÎÂÏÂÌÚÂ “cavity” ÍÎËÒÚÓÌ‡. çÂÓ·ıÓ-
‰ËÏ˚Â ‰‡ÌÌ˚Â ·˚ÎË ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ‰Îfl „‡Ï·Û„ÒÍÓ„Ó ÎËÌÂÈÌÓ„Ó ÛÒÍÓËÚÂÎfl ‚ ËÌÒÚËÚÛÚÂ DESY („ÓÓ‰
É‡Ï·Û„, ÉÂÏ‡ÌËfl). Ñ‡ÌÌ‡fl Á‡‰‡˜‡ ËÏÂÂÚ ‚‡ÊÌÓÂ Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ, Ú‡Í Í‡Í ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸ ‡-
·ÓÚ˚ ÛÒÍÓËÚÂÎfl ‚ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÏÂÂ ÔÓ‰‚ÂÊÂÌ‡ ÏÌÓ„Ó˜ËÒÎÂÌÌ˚Ï ‚ÌÂ¯ÌËÏ ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËflÏ (Ì‡-
ÔËÏÂ, ÍÓÎÂ·‡ÌËflÏ ÁÂÏÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ËÁ-Á‡ ‰‚ËÊÂÌËfl ‡‚ÚÓÏÓ·ËÎÂÈ, ÌÂÒÚ‡·ËÎ¸ÌÓÒÚË „ÂÓÏ‡„-
ÌËÚÌÓÈ Ó·ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË, Ì‡ÎË˜ËÂÏ ‡ÁÎË˜ÌÓ„Ó Ó‰‡ ¯ÛÏÓ‚, ÒÓÒÚÓflÌËÂÏ ‡ÚÏÓÒÙÂ˚ Ë Ô.). èÂ‰ÒÍ‡-
Á‡ÌËÂ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ï‡„ÌËÚÌÓ„Ó ÔÓÎfl ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔËÏÂÌflÚ¸ ÌÂÈÚ‡ÎËÁÛ˛˘ËÂ
‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ‰Îfl ÔÂ‰ÓÚ‚‡˘ÂÌËfl ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ò ˆÂÎ¸˛ ‰Ó·ËÚ¸Òfl ·ÓÎÂÂ Ì‡‰ÂÊÌÓÈ ‡·ÓÚ˚ ÒËÒÚÂÏ˚.
Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ËÒıÓ‰ÌÓ„Ó ÔËÁÌ‡ÍÓ‚Ó„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚˚ÒÚÛÔ‡ÎË ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÍÓÎÂ·‡-
ÌËÈ ‚ ‰Û„Ëı ÛÒÍÓfl˛˘Ëı ̋ ÎÂÏÂÌÚ‡ı ÚÓ„Ó ÊÂ ÍÎËÒÚÓÌ‡. êÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‡·ÓÚ˚ ùë Ë MatLab Ì‡ ÍÓÌ-
ÚÓÎ¸ÌÓÈ Ú‡·ÎËˆÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Ì‡ ÙË„. 10 (ÍÓÎÂ·‡ÌËfl Ï‡„ÌËÚÌÓ„Ó ÔÓÎfl ‚ % ÔÓ ‚ÂÏÂÌË).
ëÔÎÓ¯Ì‡fl ÎËÌËfl – ÚÓ˜Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl, ̄ ÚËıÓ‚‡fl – ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡ÌËÂ ùë, ÔÛÌÍÚËÌ‡fl – MatLab. ëËÒÚÂ-
Ï‡ MatLab ÒÍÎÓÌÌ‡ Í ÔÂÂÓ·Û˜ÂÌË˛, ÌÂÒÏÓÚfl Ì‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓÈ ‚˚·ÓÍË ‰Îfl
Â„Ó ÔÂ‰ÓÚ‚‡˘ÂÌËfl, ‡ Ú‡ÍÊÂ ‚ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÏÂÂ ıÛÊÂ ÛÎ‡‚ÎË‚‡ÂÚ ÓÒÌÓ‚Ì˚Â ÔËÍË ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ë
Ó·˘Û˛ ÚÂÌ‰ÂÌˆË˛.

ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl Á‡‰‡˜ ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËË ÒËÒÚÂÏ‡ ùë Ò‡‚ÌË‚‡Î‡Ò¸ Ò ÌÂÍÓÚÓ˚ÏË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌÌ˚ÏË
ÏÂÚÓ‰‡ÏË ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl – ÎËÌÂÈÌ˚Ï ‰ËÒÍËÏËÌ‡ÌÚÓÏ îË¯Â‡ (LDF), q-·ÎËÊ‡È¯Ëı ÒÓÒÂ‰ÂÈ
(QNN), ÚÂÒÚÓ‚˚Ï ‡Î„ÓËÚÏÓÏ (íÄ), ÍÓÏËÚÂÚÓÏ „ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚÂÈ (LM), ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÓÔÓÌ˚ı ‚ÂÍÚÓ-
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(Ï‡Î‡fl ‚˚·ÓÍ‡)
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(·ÓÎ¸¯‡fl ‚˚·ÓÍ‡)

èÓ˜Í‡
(ÒÂ‰Ìflfl ‚˚·ÓÍ‡, 

ÏÌÓ„Ó ÍÎ‡ÒÒÓ‚)

MLP 65.6 78.2 77.5

LDF 56.3 77.4 77.5

TA 62.5 65.5 65.7

LM 50.0 77.2 79.3

SVM 59.4 77.4 83.1

QNN 62.5 84.7 80.3

ùë 66.6 77.5 76.5
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Ó‚ (SVM) ÏÌÓ„ÓÒÎÓÈÌ˚Ï ÔÂˆÂÔÚÓÌÓÏ (MLP). êÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‡·ÓÚ˚ (ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸ Ì‡ ÍÓÌÚÓÎ¸ÌÓÈ
‚˚·ÓÍË ‚ %) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ‚ Ú‡·Î. 1.

Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â Á‡‰‡˜ ‚˚ÒÚÛÔ‡ÎË:
åÖãÄçéåÄ. éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÒÚÂÔÂÌË Á‡·ÓÎÂ‚‡ÌËfl ÔÓ ‰‡ÌÌ˚Ï ‡Ï·ÛÎ‡ÚÓÌÓ„Ó Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl; 33

ÔËÁÌ‡Í‡, 3 ÍÎ‡ÒÒ‡. ÇÒÂ„Ó 48 Ó·˙ÂÍÚÓ‚ ‰Îfl Ó·Û˜ÂÌËfl, 32 – ‰Îfl ÍÓÌÚÓÎfl.
îéçÖåõ. éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÚËÔ‡ ÙÓÌÂÏ˚ ÔÓ fl‰Û ÙËÎ¸Ú‡ˆËÓÌÌ˚ı ÔËÁÌ‡ÍÓ‚ ÒË„Ì‡Î‡; 6 ÔË-

ÁÌ‡ÍÓ‚, 2 ÍÎ‡ÒÒ‡. ÇÒÂ„Ó 2200 Ó·˙ÂÍÚÓ‚ ‰Îfl Ó·Û˜ÂÌËfl, 1404 – ‰Îfl ÍÓÌÚÓÎfl.
èéóäÄ. éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÒÚÂÔÂÌË Á‡·ÓÎÂ‚‡ÌËfl ÔÓ ‰‡ÌÌ˚Ï ‡Ï·ÛÎ‡ÚÓÌÓ„Ó Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl; 8 ÔË-

ÁÌ‡ÍÓ‚, 7 ÍÎ‡ÒÒÓ‚. ÇÒÂ„Ó 170 Ó·˙ÂÍÚÓ‚ ‰Îfl Ó·Û˜ÂÌËfl, 150 – ‰Îfl ÍÓÌÚÓÎfl.
í‡ÍÊÂ ·˚ÎË ÔÓ‚Â‰ÂÌ˚ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ˚ ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ ÔÂ‰Î‡„‡ÂÏ˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚ ‡‚ÚÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ

„ÂÌÂ‡ˆËË ÁÌ‡ÌËÈ ÔÓ ÔÂˆÂ‰ÂÌÚÌÓÈ ËÌÙÓÏ‡ˆËË. ÑÎfl Ò‡‚ÌÂÌËfl Ëı Í‡˜ÂÒÚ‚‡ ·˚ÎÓ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌÓ
120 ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚÓ‚ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â 6 Á‡‰‡˜ ËÁ UCI-ÂÔÓÁËÚÓËfl (ÒÏ. [45]). Ñ‡ÌÌ˚Â ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ Á‡‰‡˜Ë
ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ‡Á·Ë‚‡ÎËÒ¸ Ì‡ Ó·Û˜‡˛˘Û˛ (33% ‚ÒÂı Ó·˙ÂÍÚÓ‚) Ë ÍÓÌÚÓÎ¸ÌÛ˛ ‚˚·ÓÍÛ
(67% ‚ÒÂı Ó·˙ÂÍÚÓ‚) ‰‚‡‰ˆ‡Ú¸˛ ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ÒÔÓÒÓ·‡ÏË. ÑÎfl Í‡Ê‰Ó„Ó ËÁ Ò‡‚ÌË‚‡ÂÏ˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚
ÔÓ Ó·Û˜‡˛˘ÂÈ ‚˚·ÓÍÂ ‡‚ÚÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍË ÒÚÓËÎÒfl ‡Î„ÓËÚÏ ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËË. äÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó Ó¯Ë·ÓÍ
Ì‡ ÍÓÌÚÓÎ¸ÌÓÈ ‚˚·ÓÍÂ, ÛÒÂ‰ÌÂÌÌÓÂ ÔÓ ‡ÁÎË˜Ì˚Ï ‡Á·ËÂÌËflÏ, Á‡ÌÓÒËÎÓÒ¸ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛-
˘Û˛ ÏÂÚÓ‰Û Ë Á‡‰‡˜Â fl˜ÂÈÍÛ Ú‡·Î. 2. ëÚÓÎ·Âˆ åùë ÒÓ‰ÂÊËÚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ËÒÔ˚Ú‡ÌËÈ ˝ÍÒÔÂÚÌÓÈ
ÒËÒÚÂÏ˚ ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl Ó·‡ÁÓ‚ ·ÂÁ ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËË ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡ Í‡˜ÂÒÚ‚‡, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ Ô‡‚ËÎ‡
„ÂÌÂËÓ‚‡ÎËÒ¸ ÏÂÚÓ‰ÓÏ ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚ı ÒÛÊÂÌËÈ. Ç ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ÒÚÓÎ·ˆÂ – ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Â ÂÁÛÎ¸-
Ú‡Ú˚ ˝ÍÒÔÂÚÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl Ó·‡ÁÓ‚ ·ÂÁ ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËË ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡ Í‡˜ÂÒÚ‚‡, ÓÒÌÓ-
‚‡ÌÌÓÈ Ì‡ ‰ËÁ˙˛ÌÍÚË‚ÌÓÈ ÏÓ‰ËÙËÍ‡ˆËË ÏÂÚÓ‰‡ ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚ı ÒÛÊÂÌËÈ. ëÚÓÎ·Âˆ ÑåùëQ ÒÓ‰Â-
ÊËÚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ˝ÍÒÔÂÚÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl Ó·‡ÁÓ‚, Ú‡ÍÊÂ ÓÒÌÓ‚‡ÌÌÓÈ Ì‡ ‰ËÁ˙˛ÌÍÚË‚-
ÌÓÈ ÏÓ‰ËÙËÍ‡ˆËË ÏÂÚÓ‰‡ ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚ı ÒÛÊÂÌËÈ; ‚ÂÒ‡ Ô‡‚ËÎ Ë ˝ÍÒÔÂÚÌ˚Â ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËË
ÔËÁÌ‡ÍÓ‚ ÓÔÚËÏËÁËÓ‚‡ÎËÒ¸ Ò ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓ„Ó ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡ Í‡˜ÂÒÚ‚‡.

ÑÎfl Ò‡‚ÌÂÌËfl ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÒÚÓ˜ÍÂ ÏÂÚÓ‰‡Ï ÔËÒ‚‡Ë‚‡Î‡Ò¸ ÓˆÂÌÍ‡: 1 – ÎÛ˜¯ËÈ ÏÂ-
ÚÓ‰, 2 – ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ, 3 – ıÛ‰¯ËÈ. ëÛÏÏ˚ ÓˆÂÌÓÍ ‚ ÒÚÓÎ·ˆ‡ı Á‡ÔËÒ‡Ì˚ ‚ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÈ ÒÚÓÍÂ Ú‡·Î. 2.

Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÏÓÊÌÓ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ‚˚‚Ó‰Ó‚. åÂÚÓ‰ ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚ı ÒÛÊÂÌËÈ ‚ ÓÒÌÓ‚ÌÓÏ
‡·ÓÚ‡ÂÚ ÌÂ ıÛÊÂ, ˜ÂÏ Â„Ó ‰ËÁ˙˛ÌÍÚË‚Ì‡fl ÏÓ‰ËÙËÍ‡ˆËfl. Ç‚Ë‰Û ÚÓ„Ó ˜ÚÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ô‡‚ËÎ ÔÓ-
ÒÎÂ‰ÌÂ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ‚ÒÂ„‰‡ ·ÓÎ¸¯Â, Ñåùë ÒÍÎÓÌÂÌ Í ÔÂÂÓ·Û˜ÂÌË˛. é‰Ì‡ÍÓ ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËfl ˝ÍÒÔÂÚ-
Ì˚ı ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËÈ ÔËÁÌ‡ÍÓ‚ Ë ‚ÂÒÓ‚ Ô‡‚ËÎ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÌÛÊÌÓÏÛ ÛÎÛ˜¯ÂÌË˛ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚. éÚ-
ÒÛÚÒÚ‚ËÂ ÔÂÂÓ·Û˜ÂÌËfl Ì‡ ˝Ú‡ÔÂ ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËË ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Ó·˙flÒÌÂÌÓ Ì‡ÎË˜ËÂÏ Ó„‡ÌË˜ÂÌËÈ ‚
ÙÓÏÛÎÂ (4.6), Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı Ò Ì‡ÎË˜ËÂÏ ÔÓfl‰Í‡ ÏÂÊ‰Û ÌÂ˜ÂÚÍËÏË ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË, ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘Ë-
ÏË ˝ÍÒÔÂÚÌÛ˛ ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆË˛ Í‡Ê‰Ó„Ó ÔËÁÌ‡Í‡.

6. áÄäãûóàíÖãúçõÖ áÄåÖóÄçàü

Ñ‡ÌÌ˚Â ËÒÔ˚Ú‡ÌËÈ ÔÓÍ‡Á‡ÎË, ˜ÚÓ ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌ˚È ÏÂÚÓ‰ ÔÓÒÚÓÂÌËfl ÌÂ˜ÂÚÍÓÈ ˝ÍÒÔÂÚÌÓÈ ÒË-
ÒÚÂÏ˚ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì ‰Îfl ÔÓ‰‰ÂÊÍË ÔËÌflÚËfl Â¯ÂÌËÈ ‚ ÚÂı ÒÎÛ˜‡flı, ÍÓ„‰‡ ÌÂ ÒÛ˘Â-
ÒÚ‚ÛÂÚ ÒÚÓ„ÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÏÓ‰ÂÎË ËÁÛ˜‡ÂÏÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ÁÌ‡ÌËÈ, ÌÓ ËÏÂÂÚÒfl ÌÂÍÓÚÓ‡fl ‡ÔË-
ÓÌ‡fl ËÌÙÓÏ‡ˆËfl Ë ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÔÂˆÂ‰ÂÌÚÓ‚ ÌÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚Â ÒÚ‡ÚËÒÚË-
˜ÂÒÍËÂ ÏÂÚÓ‰˚. èÓ-‚Ë‰ËÏÓÏÛ, ‰‡ÌÌ˚È ÏÂÚÓ‰ ÌÂ ÒÚÓËÚ ÔËÏÂÌflÚ¸ ‚ ÚÂı ÒÎÛ˜‡flı, ÍÓ„‰‡ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ
ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ ÚÓ˜ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÔÓ„ÌÓÁ‡ Ë/ËÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÒÚÓ„‡fl Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÓ-
‰ÂÎ¸ fl‚ÎÂÌËfl.

í‡·ÎËˆ‡ 2

á‡‰‡˜‡ åùë Ñåùë ÑåùëQ

AUSTRALIAN 19 ± 2.40 18.9 ± 1.41 18.42 ± 1.90

BUPA 43.61 ± 4.71 44.56 ± 4.64 38.16 ± 4.59

CLEVELAND 19.45 ± 2.10 19.08 ± 1.90 18.73 ± 1.82

CREDIT 18.94 ± 1.93 19.51 ± 1.77 19.26 ± 2.37

HEPATITIS 40.23 ± 5.22 39.91 ± 5.35 40.34 ± 5.26

HUNGARY 18.8 ± 1.74 18.93 ± 1.79 17.9 ± 1.83

éˆÂÌÍ‡ 13 14 9
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ëÎÂ‰ÛÂÚ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËfl Ì‡·Ó‡ ÌÂ˜ÂÚÍËı Ô‡‚ËÎ, ÔÓ ÒÛÚË, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ
ÔÓ‰·Ó ÍÓÎÓÍÓÎÓÓ·‡ÁÌÓÈ fl‰Ó‚ÓÈ ÙÛÌÍˆËË. ä‡Í ÛÊÂ ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸ ‚˚¯Â ÔË ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËË ‚ÂÒÓ‚
Ô‡‚ËÎ, ÔÂ‰Î‡„‡ÂÏ‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ ·ÎËÁÍ‡ Í Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Ï ÎËÌÂÈÌ˚Ï ÏÓ‰ÂÎflÏ, „‰Â ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ˝ÎÂÏÂÌ-
Ú‡Ì˚ı ÔËÁÌ‡ÍÓ‚ ÙË„ÛËÛ˛Ú ÌÂ˜ÂÚÍËÂ Ô‡‚ËÎ‡. àÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ {a, b}- Ë [a, b]-ÔÓÍ˚ÚËÈ
Ù‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÔÓ‰·Ó ÍÓÎÓÍÓÎÓÓ·‡ÁÌÓÈ fl‰Ó‚ÓÈ ÙÛÌÍˆËË. êÂ¯ÂÌËÂ ÔÓ‰Ó·ÌÓÈ ÔÓ·ÎÂ-
Ï˚ ‚ fl‰Ó‚˚ı ÏÂÚÓ‰‡ı ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl, Ú‡ÍËı Í‡Í ÏÂÚÓ‰˚ ÓÔÓÌ˚ı Ë ÂÎÂ‚‡ÌÚÌ˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚, fl‚-
ÎflÂÚÒfl Ó˜ÂÌ¸ ÚÛ‰ÓÂÏÍÓÈ Á‡‰‡˜ÂÈ (ÒÏ. [46], [47]). Ç ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÂÂ Û‰‡ÂÚÒfl ËÁ·ÂÊ‡Ú¸ Á‡ Ò˜ÂÚ
ÍÓÌÒÚÛËÓ‚‡ÌËfl Ì‡·Ó‡ Ô‡‚ËÎ ËÁ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ·ÎÓÍÓ‚, Á‡‰‡‚‡ÂÏ˚ı ˝ÍÒÔÂÚÓÏ ÎË·Ó ÓÔÂ‰Â-
ÎflÂÏ˚ı ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÍÎ‡ÒÚÂËÁ‡ˆËË.
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ë „ÎÛ·ÓÍËÏ ÔËÒÍÓ·ËÂÏ ÒÓÓ·˘‡ÂÏ, ˜ÚÓ 27 flÌ‚‡fl 2007 „Ó‰‡ ÓÚ ÒÂ‰Â˜ÌÓÈ ÌÂ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓÒÚË
ÒÍÓÌ˜‡ÎÒfl ËÁ‚ÂÒÚÌ˚È ÓÒÒËÈÒÍËÈ Û˜ÂÌ˚È-Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ, ‡Í‡‰ÂÏËÍ êÓÒÒËÈÒÍÓÈ ÄÍ‡‰ÂÏËË ç‡ÛÍ Ç‡-
ÎÂÌÚËÌ Ç‡ÒËÎ¸Â‚Ë˜ ÇÓÂ‚Ó‰ËÌ. ç‡ÛÍ‡ ÔÓÚÂflÎ‡ Ò‚ÓÂ„Ó ‡ÍÚË‚ÌÓ ‡·ÓÚ‡˛˘Â„Ó ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚÂÎfl, ÒÂ-
Ï¸fl – Î˛·ËÏÓ„Ó ÏÛÊ‡ Ë ÓÚˆ‡. ùÚÓ ÒÚ‡ÎÓ ÌÂ‚ÓÒÔÓÎÌËÏÓÈ ÛÚ‡ÚÓÈ ‰Îfl ÒÓÚÛ‰ÌËÍÓ‚ Ë ‰ÛÁÂÈ, ÍÓÚÓ-
˚Â ‡·ÓÚ‡ÎË Ò ÌËÏ ‚ àÌÒÚËÚÛÚÂ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË êÄç, ‰Îfl ˜ÎÂÌÓ‚ Â‰ÍÓÎÎÂ„ËË
ÜÛÌ‡Î‡ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË Ë Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍË. çÂ ÒÚ‡ÎÓ Ó‰ÌÓ„Ó ËÁ ‡‚ÚÓËÚÂÚ-
ÌÂÈ¯Ëı ˝ÍÒÔÂÚÓ‚ ÔÓ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸Ì˚Ï ÏÂÚÓ‰‡Ï ÎËÌÂÈÌÓÈ ‡Î„Â·˚, ÔÓ ÏÂÚÓ‰‡Ï Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ı
‚˚˜ËÒÎÂÌËÈ Ì‡ ùÇå. å˚ ÔÓÚÂflÎË ‚ÂÒÂÎÓ„Ó, ÊËÁÌÂ‡‰ÓÒÚÌÓ„Ó, ‰ÓÒÚÛÔÌÓ„Ó ‰Îfl ·ÂÒÂ‰, ‰Ó·ÓÊÂ-
Î‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó Í Î˛‰flÏ ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡. åÌÓ„ËÂ ÒÔÂˆË‡ÎËÒÚ˚, Ó·‡˘‡‚¯ËÂÒfl Í ÌÂÏÛ Á‡ ÍÓÌÒÛÎ¸Ú‡ˆËflÏË,
ÛıÓ‰ËÎË ÓÚ ÌÂ„Ó ‚ÔÓÎÌÂ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓÂÌÌ˚ÏË Ë ·Î‡„Ó‰‡Ì˚ÏË ˝ÚÓÏÛ ÔÓÒÚÓÏÛ ‚ Ó·˘ÂÌËË ˜ÂÎÓ‚Â-
ÍÛ. Ç‡ÎÂÌÚËÌ Ç‡ÒËÎ¸Â‚Ë˜ Ò 1977 „Ó‰‡ ‰Ó Ò‚ÓÂÈ ÍÓÌ˜ËÌ˚ fl‚ÎflÎÒfl Ó‰ÌËÏ ËÁ ‡ÍÚË‚ÌÂÈ¯Ëı ˜ÎÂÌÓ‚
Â‰ÍÓÎÎÂ„ËË ÜÛÌ‡Î‡ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË Ë Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍË. ë ÒÓÊ‡ÎÂÌËÂÏ
ÔËıÓ‰ËÚÒfl ÓÚÏÂ˜‡Ú¸, ˜ÚÓ ÒÓ‚ÒÂÏ ÌÂ‰‡‚ÌÓ fl Ì‡ÔËÒ‡Î ÒÚ‡Ú¸˛ Í Â„Ó 70-ÎÂÚË˛, ‡ ÚÂÔÂ¸ ÔËıÓ‰ËÚÒfl
„Ó‚ÓËÚ¸ Ó ÌÂÏ Ú‡ÍËÂ ÒÍÓ·Ì˚Â ÒÎÓ‚‡.

Ç.Ç. ÇÓÂ‚Ó‰ËÌ Ó‰ËÎÒfl 22 Ï‡Ú‡ 1934 „Ó‰‡ ‚ ÒÂÎÂ òËÎÓ‚Ó êflÁ‡ÌÒÍÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ‚ ÒÂÏ¸Â ÒÎÛÊ‡-
˘Ëı. éÚÂˆ Â„Ó, Ç‡ÒËÎËÈ çËÍËÚÓ‚Ë˜ ÇÓÂ‚Ó‰ËÌ, ·˚Î ËÌÊÂÌÂÓÏ ÔÓ ÚÂıÌËÍÂ ·ÂÁÓÔ‡ÒÌÓÒÚË. å‡Ú¸,
ÄÌÚÓÌËÌ‡ èÂÚÓ‚Ì‡, ‡·ÓÚ‡Î‡ Ï‡¯ËÌËÒÚÍÓÈ. Ç 1952 „. Ç.Ç. ÇÓÂ‚Ó‰ËÌ ÓÍÓÌ˜ËÎ ¯ÍÓÎÛ ‹ 643 „Ó-
Ó‰‡ åÓÒÍ‚˚ Ò ÁÓÎÓÚÓÈ ÏÂ‰‡Î¸˛ Ë ÔÓÒÚÛÔËÎ Ì‡ ÏÂı‡ÌËÍÓ-Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÈ Ù‡ÍÛÎ¸ÚÂÚ åÓÒÍÓ‚-
ÒÍÓ„Ó „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ‡ ËÏ. å.Ç. ãÓÏÓÌÓÒÓ‚‡ (åÉì). Ç 1957 „Ó‰Û ÓÌ ÓÍÓÌ˜ËÎ åÉì
ÔÓ Í‡ÙÂ‰Â ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË Ë ÔÓÎÛ˜ËÎ ‰ËÔÎÓÏ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡ Ò ÓÚÎË˜ËÂÏ. ë 1956 ÔÓ
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äÂËÏÓ‚

1980 „. Ç.Ç. ÇÓÂ‚Ó‰ËÌ ‡·ÓÚ‡Î ‚ ç‡Û˜ÌÓ-ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÒÍÓÏ ˆÂÌÚÂ åÉì, ÔÓÈ‰fl ÔÛÚ¸ ÓÚ ÒÚ‡-
¯Â„Ó Î‡·Ó‡ÌÚ‡ ‰Ó ‰ËÂÍÚÓ‡. ë 1969 ÔÓ 1979 „. ÓÌ ·˚Î ‰ËÂÍÚÓÓÏ ˝ÚÓ„Ó ñÂÌÚ‡ Ë ‚Ó ÏÌÓ„ÓÏ
ÒÔÓÒÓ·ÒÚ‚Ó‚‡Î ÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌË˛ Ë ‡Á‚ËÚË˛ ˝ÚÓ„Ó ‚‡ÊÌÓ„Ó ‰Îfl Ì‡ÛÍË Ë ÒÚ‡Ì˚ ÌÓ‚Ó„Ó Ì‡Û˜ÌÓ„Ó
Û˜ÂÊ‰ÂÌËfl. ë 1980 „. ‰Ó Ò‚ÓÂÈ ÍÓÌ˜ËÌ˚ Ç‡ÎÂÌÚËÌ Ç‡ÒËÎ¸Â‚Ë˜ ‡·ÓÚ‡Î „Î‡‚Ì˚Ï Ì‡Û˜Ì˚Ï ÒÓ-
ÚÛ‰ÌËÍÓÏ àÌÒÚËÚÛÚ‡ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË êÄç ‚ „. åÓÒÍ‚‡. î‡ÍÚË˜ÂÒÍË Â„Ó ÏÓÊÌÓ
Ò˜ËÚ‡Ú¸ Ó‰ÌËÏ ËÁ ÒÓÁ‰‡ÚÂÎÂÈ ˝ÚËı ‰‚Ûı Ì‡Û˜Ì˚ı Û˜ÂÊ‰ÂÌËÈ.

Ç 1962 „. Ç.Ç. ÇÓÂ‚Ó‰ËÌ Á‡˘ËÚËÎ ‰ËÒÒÂÚ‡ˆË˛ Ì‡ ÒÚÂÔÂÌ¸ Í‡Ì‰Ë‰‡Ú‡ ÙËÁËÍÓ-Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı
Ì‡ÛÍ ÔÓ ÚÂÏÂ “êÂ¯ÂÌËÂ ÔÓÎÌÓÈ ÔÓ·ÎÂÏ˚ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÒÚÂÔÂÌÌ˚ÏË ÏÂÚÓ‰‡ÏË”, ‡ ‚
1969 „. – ‰ÓÍÚÓÒÍÛ˛ ‰ËÒÒÂÚ‡ˆË˛ ÔÓ ÚÂÏÂ “é¯Ë·ÍË ÓÍÛ„ÎÂÌËfl Ë ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ‚ ÔflÏ˚ı ÏÂÚÓ-
‰‡ı ÎËÌÂÈÌÓÈ ‡Î„Â·˚”. é·Â ‰ËÒÒÂÚ‡ˆËË Ç‡ÎÂÌÚËÌ Ç‡ÒËÎ¸Â‚Ë˜ Á‡˘ËÚËÎ Ì‡ Û˜ÂÌÓÏ ÒÓ‚ÂÚÂ åÉì.
ë‚ÓËÏË Û˜ËÚÂÎflÏË ÓÌ Ò˜ËÚ‡Î ‡Í‡‰ÂÏËÍÓ‚ ÄÌ‰Âfl çËÍÓÎ‡Â‚Ë˜‡ íËıÓÌÓ‚‡ (1906–1999) Ë ÉÛËfl
à‚‡ÌÓ‚Ë˜‡ å‡˜ÛÍ‡.

Ç 1987 „. Ç.Ç. ÇÓÂ‚Ó‰ËÌ ·˚Î ËÁ·‡Ì ˜ÎÂÌÓÏ-ÍÓÂÒÔÓÌ‰ÂÌÚÓÏ Äç ëëëê ÔÓ ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓÒÚË
“Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡”, ‡ ‚ 2000 „. – ‡Í‡‰ÂÏËÍÓÏ êÄç ÔÓ ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓÒÚË “Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡, ‚ ÚÓÏ ˜ËÒÎÂ ‚˚˜ËÒ-
ÎËÚÂÎ¸Ì‡fl Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡”.

Ç.Ç. ÇÓÂ‚Ó‰ËÌ ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡Î ÓÍÓÎÓ 140 Ì‡Û˜Ì˚ı ‡·ÓÚ, ËÁ ÌËı 13 ÏÓÌÓ„‡ÙËÈ Ë Û˜Â·ÌËÍÓ‚.
ç‡ Â„Ó Û˜Â·Ì˚ı ÔÓÒÓ·Ëflı ‚ÓÒÔËÚ‡Ì‡ ÔÎÂfl‰‡ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓ‚. ëÂ‰Ë Â„Ó ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌ-
Ì˚ı Û˜ÂÌËÍÓ‚ 6 ‰ÓÍÚÓÓ‚ Ë 25 Í‡Ì‰Ë‰‡ÚÓ‚ ÙËÁËÍÓ-Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı Ì‡ÛÍ. Ç.Ç. ÇÓÂ‚Ó‰ËÌ – ã‡ÛÂ-
‡Ú ÔÂÏËË è‡‚ËÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ êÓÒÒËÈÒÍÓÈ îÂ‰Â‡ˆËË ‚ Ó·Î‡ÒÚË Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËfl, ÓÌ ·˚Î Ì‡„‡Ê‰ÂÌ fl-
‰ÓÏ Ô‡‚ËÚÂÎ¸ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı Ì‡„‡‰. èÓÒÎÂ‰ÌËÂ ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡ÌÌ˚Â Â„Ó ‡·ÓÚ˚ ·˚ÎË ÔÓÒ‚fl˘ÂÌ˚ ËÏÂÌ-
ÌÓ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÏÛ Ó·‡ÁÓ‚‡ÌË˛1). ÇÒfl Ì‡Û˜Ì‡fl ‰ÂflÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ Ç.Ç. ÇÓÂ‚Ó‰ËÌ‡ ·˚Î‡ ÔÓ‰˜ËÌÂÌ‡
„Î‡‚ÌÓÈ ̂ ÂÎË Â„Ó ÊËÁÌË: ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍÂ Ë Â¯ÂÌË˛ ‡ÁÎË˜Ì˚ı Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı ÔÓ·ÎÂÏ, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı
Ò ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚Ï Â¯ÂÌËÂÏ ÔËÍÎ‡‰Ì˚ı Á‡‰‡˜ Ì‡ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ‡ı ‡ÁÎË˜ÌÓÈ ‡ıËÚÂÍ-
ÚÛ˚. éÒÌÓ‚Ì˚Â Â„Ó ÔÓÙÂÒÒËÓÌ‡Î¸Ì˚Â ËÌÚÂÂÒ˚ ·˚ÎË Ò‚flÁ‡Ì˚ ÒÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflÏË
Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË Ë ÂÂ ÔËÎÓÊÂÌËÈ:

1. ê‡Á‡·ÓÚÍ‡ ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚ („Î‡‚Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ ‡Î„Â·˚).

2. àÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ Ó¯Ë·ÓÍ ÓÍÛ„ÎÂÌËfl Ë ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸Ì˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚.

3. àÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌ‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡ ‡Î„ÓËÚÏÓ‚.

4. å‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ ÏÓ‰ÂÎË ‚ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓˆÂÒÒ‡ı.

5. èÓ„‡ÏÏÌÓÂ Ó·ÂÒÔÂ˜ÂÌËÂ ÔÓˆÂÒÒÓ‚ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl.

6. èÓ‰„ÓÚÓ‚Í‡ ‚˚ÒÓÍÓÍ‚‡ÎËÙËˆËÓ‚‡ÌÌ˚ı Í‡‰Ó‚ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓ‚.

ÅÓÎÂÂ ÔÓ‰Ó·ÌÓ Ó ‰ÂflÚÂÎ¸ÌÓÒÚË Ç‡ÎÂÌÚËÌ‡ Ç‡ÒËÎ¸Â‚Ë˜‡ ÒÍ‡Á‡ÌÓ ‚ ÏÓÂÈ ÒÚ‡Ú¸Â, ÔÓÒ‚fl˘ÂÌÌÓÈ
Â„Ó 70-ÎÂÚË˛2). í‡Ï ÊÂ ÔË‚Ó‰ËÚÒfl ÒÔËÒÓÍ Â„Ó ÓÒÌÓ‚Ì˚ı Ì‡Û˜Ì˚ı ‡·ÓÚ.

Ç.Ç. ÇÓÂ‚Ó‰ËÌ ·˚Î ·ÓÎ¸¯ËÏ Î˛·ËÚÂÎÂÏ ÔËÓ‰˚. éÌ ‚ÏÂÒÚÂ Ò ÒÂÏ¸ÂÈ Ë ÒÓÚÛ‰ÌËÍ‡ÏË Ó·Ó-
¯ÂÎ ‚‰ÓÎ¸ Ë ÔÓÔÂÂÍ ÔÓ‰ÏÓÒÍÓ‚Ì˚Â ÎÂÒ‡. Ç ÔÓÒÎÂ‰ÌËÂ „Ó‰˚ ÓÌ “ÓÒÂÎ” ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ ÔÓ‰ÏÓÒÍÓ‚ÌÓÈ
‰ÂÂ‚ÌÂ, Ú‡Ï ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË ÒËÎ‡ÏË ÔÓÒÚÓËÎ Ò‚Ó˛ “Ù‡ÁÂÌ‰Û” Ë ÎÂÚÌËÂ ÓÚÔÛÒÍ‡ ÔÓ‚Ó‰ËÎ ‚ÏÂÒÚÂ
Ò ÒÂÏ¸ÂÈ Ì‡ ‰‡˜Â. ÑÓ ÔÓÒÎÂ‰ÌËı ‰ÌÂÈ Ò‚ÓÂÈ ÊËÁÌË ÓÌ ÓÒÚ‡‚‡ÎÒfl ·Ó‰˚Ï, ÊËÁÌÂ‡‰ÓÒÚÌ˚Ï, ËÌËˆË-
‡ÚË‚Ì˚Ï. ÇÒÂ Ò‚ÓË ÒÎÛÊÂ·Ì˚Â Ë Ì‡Û˜Ì˚Â Ó·flÁ‡ÌÌÓÒÚË Û˜ÂÌÓ„Ó ÓÌ ‚˚ÔÓÎÌflÎ ‡ÍÍÛ‡ÚÌÓ Ë Ò ‰Û¯ÓÈ.
çËÍÚÓ ËÁ Â„Ó ‰ÛÁÂÈ ÌÂ ÏÓ„ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÚ¸, ˜ÚÓ Ç‡ÎÂÌÚËÌ Ç‡ÒËÎ¸Â‚Ë˜ Ú‡Í ‡ÌÓ ÛÈ‰ÂÚ ËÁ ÊËÁÌË.

óÎÂÌ˚ Â‰ÍÓÎÎÂ„ËË ÜÛÌ‡Î‡ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË Ë Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍË (Â„Ó
ÔÂ‚‡fl ÒÂ¸ÂÁÌ‡fl Ì‡Û˜Ì‡fl ‡·ÓÚ‡ ·˚Î‡ ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡Ì‡ ËÏÂÌÌÓ ‚ ˝ÚÓÏ ÊÛÌ‡ÎÂ), ÒÓÚÛ‰ÌËÍË Â-
‰‡ÍˆËË, ÏÌÓ„Ó ÎÂÚ Ó·˘‡‚¯ËÂÒfl Ò ÌËÏ, ÏÌÓ„Ó˜ËÒÎÂÌÌ˚Â ‡‚ÚÓ˚ ÊÛÌ‡Î‡, ÍÓÚÓ˚Â ÓÒÚ‡ÎËÒ¸ ÔÂÂ‰
ÌËÏ ‚ ‰ÓÎ„Û Á‡ ·ÂÒÍÓ˚ÒÚÌÛ˛ ÔÓÏÓ˘¸, „ÎÛ·ÓÍÓ ÒÍÓ·flÚ ÔÓ ÒÎÛ˜‡˛ Â„Ó ·ÂÁ‚ÂÏÂÌÌÓÈ ÍÓÌ˜ËÌ˚,
·Û‰ÛÚ ‰ÓÎ„Ó ÔÓÏÌËÚ¸ Â„Ó Ò‚ÂÚÎ˚È Ó·‡Á. Ç‡ÎÂÌÚËÌ‡ Ç‡ÒËÎ¸Â‚Ë˜‡ ÙËÁË˜ÂÒÍË ÌÂÚ ‚ ÊË‚˚ı, ÌÓ Â„Ó
Ì‡Û˜ÌÓÂ Ì‡ÒÎÂ‰ËÂ ‰ÓÎ„Ó ·Û‰ÂÚ ‚‰ÓıÌÓ‚ÎflÚ¸ ÏÓÎÓ‰˚ı ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎÂÈ.
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