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1. ÇÇÖÑÖçàÖ

 

ä‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ‚ÒflÍ‡fl ˝ÏËÚÓ‚‡ Ï‡ÚËˆ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔË‚Â‰ÂÌ‡ Í ÚÂı‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÏÛ ‚Ë‰Û ÔÓ-
ÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ÛÌËÚ‡Ì˚ı ÔÓ‰Ó·ËÈ ËÎË – ·ÓÎÂÂ Ó·˘Ó –
ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÔÓˆÂÒÒ‡, ÒÓı‡Ìfl˛˘Â„Ó ÛÌËÚ‡ÌÓÂ ÔÓ‰Ó·ËÂ Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛˘Â„Ó ÎË¯¸
‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÓÔÂ‡ˆËË Ë ËÁ‚ÎÂ˜ÂÌËfl Í‚‡‰‡ÚÌ˚ı ÍÓÌÂÈ. ÑÎfl Í‡ÚÍÓÒÚË ÔÓˆÂÒÒ ˝ÚÓ„Ó ÚËÔ‡
·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ 

 

ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚Ï ÔÓˆÂÒÒÓÏ

 

.
èÛÒÚ¸ ÚÂÔÂ¸ 

 

A

 

 – ÌÓÏ‡Î¸Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡, ÌÂ fl‚Îfl˛˘‡flÒfl ˝ÏËÚÓ‚ÓÈ, ÌÓ ËÏÂ˛˘‡fl ÎË¯¸ Ï‡ÎÓÂ
˜ËÒÎÓ 

 

k

 

 ÌÂ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ. ä Í‡ÍÓÈ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÈ ÙÓÏÂ ÏÓÊÌÓ ÔË‚ÂÒÚË Ú‡-
ÍÛ˛ Ï‡ÚËˆÛ, ÓÒÚ‡‚‡flÒ¸ ‚ ÍÎ‡ÒÒÂ ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚? éÚ‚ÂÚ Ì‡ ̋ ÚÓÚ ‚ÓÔÓÒ ‰‡ÂÚ
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú, ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÌ˚È ‚ [1].

 

íÂÓÂÏ‡ 1.

 

 

 

çÓÏ‡Î¸Ì‡fl

 

 

 

n

 

 

 

×

 

 

 

n

 

-

 

Ï‡ÚËˆ‡

 

 

 

A

 

 

 

ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÓˆÂÒÒ‡
ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔË‚Â‰ÂÌ‡ Í ·ÎÓ˜ÌÓ-ÚÂı‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏÂ

 

(1)

 

„‰Â ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚Â ·ÎÓÍË

 

 

 

H

 

11

 

, 

 

H

 

22

 

, … 

 

Í‚‡‰‡ÚÌ˚Â Ë Ëı ÔÓfl‰ÍË ‚ ÚËÔË˜ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‰‡˛ÚÒfl ÔÓÒÎÂ-
‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË Ì‡ÚÛ‡Î¸Ì˚ÏË ˜ËÒÎ‡ÏË 

 

1, 2, …. 

 

ÖÒÎË

 

 

 

A

 

 

 

Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ Û‡‚ÌÂÌË˛ ‚Ë‰‡

 

(2)

 

„‰Â

 

 

 

g

 

(

 

x

 

, 

 

y

 

) – 

 

ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ ÒÚÂÔÂÌË

 

 

 

m

 

 

 

�

 

 

 

n

 

, 

 

ÚÓ ÔÓfl‰ÍË ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı ·ÎÓÍÓ‚ 

 

H

 

ii

 

 

 

‚ Ï‡ÚËˆÂ

 

 (1), 

 

Ì‡˜Ë-
Ì‡fl Ò

 

 

 

i

 

 = 

 

m

 

, 

 

ÒÚ‡·ËÎËÁËÛ˛ÚÒfl Ì‡ ÁÌ‡˜ÂÌËË

 

 

 

m

 

.
èÛÒÚ¸

Ë́

H

H11 H12   

H21 H22 H23  

 H32 H33 …
  … …⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

,=

g A A*,( ) 0,=

λ j x j iy j, j+ 1 2 … k,, , ,= =

 

ìÑä 519.614
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É‡ÒÂÏË ä‡Ï‡Î‚‡Ì‰, àÍ‡ÏÓ‚

 

ÒÛÚ¸ ÌÂ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ï‡ÚËˆ˚ 

 

A

 

. íÓ„‰‡ ‚ÂÒ¸ ÒÔÂÍÚ ˝ÚÓÈ Ï‡ÚËˆ˚ ÔË-
Ì‡‰ÎÂÊËÚ Ó·˙Â‰ËÌÂÌË˛ ÔflÏ˚ı 

ËÌ‡˜Â „Ó‚Ófl, ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓÈ ÍË‚ÓÈ

ÒÚÂÔÂÌË 

 

k

 

 + 1. Ç Ú‡ÍÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ò‡Ï‡ Ï‡ÚËˆ‡ 

 

A

 

 Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ Û‡‚ÌÂÌË˛ (2):

Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË ÒÓ ‚ÚÓ˚Ï ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂÏ ÚÂÓÂÏ˚ 1, ÔÓfl‰ÍË ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı ·ÎÓÍÓ‚ 

 

H

 

ii

 

 ‚ ÍÓÏ-
Ô‡ÍÚÌÓÈ ÙÓÏÂ (1) Ì‡¯ÂÈ Ï‡ÚËˆ˚ 

 

A

 

 ‰ÓÎÊÌ˚ ÒÚ‡·ËÎËÁËÓ‚‡Ú¸Òfl Ì‡ ÁÌ‡˜ÂÌËË 

 

k

 

 + 1.
é‰Ì‡ÍÓ ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ó ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÈ ÙÓÏÂ 

 

H

 

 ÏÓÊÌÓ ÒÍ‡Á‡Ú¸ ÌÂ˜ÚÓ ·ÓÎ¸¯ÂÂ. á‰ÂÒ¸ Ì‡Ï ÔÓ-
ÏÓÊÂÚ Â˘Â Ó‰ËÌ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ËÁ [1].

 

íÂÓÂÏ‡ 2.

 

 

 

èÛÒÚ¸ ÌÓÏ‡Î¸Ì‡fl

 

 

 

n

 

 

 

×

 

 

 

n

 

-

 

Ï‡ÚËˆ‡

 

 

 

A

 

 

 

ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ ‚ ‚Ë‰Â

 

(3)

 

ÖÒÎË

ÚÓ ·ÎÓÍË

 

 

 

H

 

ii

 

 

 

‚ Ï‡ÚËˆÂ

 

 (1), 

 

Ì‡˜ËÌ‡fl Ò 

 

i

 

 = 

 

k

 

 + 1, 

 

ËÏÂ˛Ú ÔÓfl‰ÓÍ 

 

1. 

 

àÌ‡˜Â „Ó‚Ófl, ÌËÊÌflfl ˜‡ÒÚ¸
Ï‡ÚËˆ˚

 

 

 

H

 

, 

 

Ì‡˜ËÌ‡˛˘‡flÒfl Ò

 

 (

 

k

 

 + 1)-

 

È ·ÎÓ˜ÌÓÈ ÒÚÓÍË, fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·˚˜ÌÓÈ ÚÂı‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ
Ï‡ÚËˆÂÈ.

 

ÑÎfl Ì‡¯ÂÈ ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ Ï‡ÚËˆ˚ 

 

A

 

 ÍÓÒÓ˝ÏËÚÓ‚‡ Ï‡ÚËˆ‡  ‚ ‡ÁÎÓÊÂÌËË (3) ËÏÂÂÚ Ó‚ÌÓ 

 

k

 

ÌÂÌÛÎÂ‚˚ı ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‡Ì„ 

 

k

 

. ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÚÂÓÂÏÂ 2, ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ‡fl
ÙÓÏ‡ 

 

H

 

 Ï‡ÚËˆ˚ 

 

A

 

 ‰ÓÎÊÌ‡ ËÏÂÚ¸ ÚÂı‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚È “ı‚ÓÒÚ”.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ Ï‡ÚËˆÛ 

 

A

 

 ‚Ë‰‡ (3), „‰Â  – ÔÓ-ÔÂÊÌÂÏÛ ÍÓÒÓ˝ÏËÚÓ‚‡ Ï‡ÚËˆ‡ ‡Ì„‡ 

 

k

 

 

 

�

 

 

 

n

 

.
éÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÒËÚÛ‡ˆËË, ÓÔËÒ˚‚‡ÂÏÓÈ ÚÂÓÂÏÓÈ 2, ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ 

 

A

 

 ÛÊÂ ÌÂ Ó·flÁ‡Ì‡ ·˚Ú¸ ÌÓ-

Ï‡Î¸ÌÓÈ Ï‡ÚËˆÂÈ (Ú.Â. Ï‡ÚËˆ˚  Ë  ‚ (3) ÌÂ Ó·flÁ‡Ì˚ ÍÓÏÏÛÚËÓ‚‡Ú¸). éÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ Ë Ú‡-
ÍÛ˛ Ï‡ÚËˆÛ ÏÓÊÌÓ ÔË‚ÂÒÚË Í ·ÎÓ˜ÌÓ-ÚÂı‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏÂ (ÒÏ. [2]).

 

íÂÓÂÏ‡ 3. 

 

èÛÒÚ¸

 

 

 

A

 

 – 

 

Ï‡ÚËˆ‡ ‚Ë‰‡

 

 (3), 

 

„‰Â ÍÓÒÓ˝ÏËÚÓ‚‡ Ï‡ÚËˆ‡

 

  

 

ËÏÂÂÚ ‡Ì„

 

 

 

k

 

 

 

≥

 

 1. 

 

íÓ„‰‡
ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÓˆÂÒÒ‡

 

 

 

A

 

 

 

ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔË‚Â‰ÂÌ‡ Í ·ÎÓ˜ÌÓ-ÚÂı‰Ë‡-
„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏÂ

 

 (1), 

 

‚ ÍÓÚÓÓÈ ÔÓfl‰ÍË ‚ÒÂı ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı ·ÎÓÍÓ‚

 

 Hii ÌÂ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰flÚ ˜ËÒÎ‡ k + 1.
ÇÏÂÒÚÓ ÛÌËÚ‡Ì˚ı ÔÓ‰Ó·ËÈ ·Û‰ÂÏ ÚÂÔÂ¸ „Ó‚ÓËÚ¸ Ó· ÛÌËÚ‡Ì˚ı ÍÓÌ„Û˝ÌˆËflı, Ú.Â. ÔÂÓ·‡-

ÁÓ‚‡ÌËflı ‚Ë‰‡
A  UÚAU, UU* = I.

í‡ÍËÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ÌÂ ÒÓı‡Ìfl˛Ú Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó Ï‡ÚËˆ˚ ·˚Ú¸ ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ, Ó‰Ì‡ÍÓ ÓÌË ÒÓı‡Ìfl˛Ú
Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÒÚË, ‚˚‡Ê‡ÂÏÓÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ

ëÓÔflÊÂÌÌÓ-ÌÓÏ‡Î¸Ì˚ÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Â Ï‡ÚËˆ˚. éÌË Ë„‡˛Ú ‚ ÚÂÓ-
ËË ÛÌËÚ‡Ì˚ı ÍÓÌ„Û˝ÌˆËÈ Ú‡ÍÛ˛ ÊÂ ÓÎ¸, Í‡ÍÛ˛ ˝ÏËÚÓ‚˚ Ï‡ÚËˆ˚ ‚˚ÔÓÎÌfl˛Ú ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸-
ÌÓ ÛÌËÚ‡Ì˚ı ÔÓ‰Ó·ËÈ. ç‡ÔËÏÂ, ‚ÒflÍÛ˛ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÛ˛ Ï‡ÚËˆÛ ÏÓÊÌÓ ÔË‚ÂÒÚË Í ÚÂı‰Ë‡„Ó-
Ì‡Î¸ÌÓÏÛ ‚Ë‰Û ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÓˆÂÒÒ‡, ÂÒÎË ÔÓ‰ ÔÓÒÎÂ‰ÌËÏ ÔÓÌËÏ‡Ú¸
ÚÂÔÂ¸ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚ ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ÛÌËÚ‡Ì˚ı ÍÓÌ„Û˝ÌˆËÈ.

íÂÓÂÏ‡ 1 Ú‡ÍÊÂ ËÏÂÂÚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ‚ ÚÂÓËË ÛÌËÚ‡Ì˚ı ÍÓÌ„Û˝ÌˆËÈ (ÒÏ. [3]).
íÂÓÂÏ‡ 4. ëÓÔflÊÂÌÌÓ-ÌÓÏ‡Î¸Ì‡fl n × n-Ï‡ÚËˆ‡ A ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓ-

„Ó ÔÓˆÂÒÒ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔË‚Â‰ÂÌ‡ Í ·ÎÓ˜ÌÓ-ÚÂı‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏÂ (1), „‰Â ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚Â
·ÎÓÍË H11, H22, … Í‚‡‰‡ÚÌ˚Â Ë Ëı ÔÓfl‰ÍË ‚ ÚËÔË˜ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‰‡˛ÚÒfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË Ì‡-
ÚÛ‡Î¸Ì˚ÏË ˜ËÒÎ‡ÏË 1, 2, ….

ñÂÎ¸ Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ÒÚ‡Ú¸Ë ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸ ÍÓÌ„Û˝ÌÚÌ˚Â ‡Ì‡ÎÓ„Ë ÚÂÓÂÏ 2 Ë 3. ùÚÓ ·Û-
‰ÂÚ Ò‰ÂÎ‡ÌÓ ‚ ‡Á‰. 4 ÔÓÒÎÂ ÚÓ„Ó Í‡Í ‚ ‡Á‰. 2 Ï˚ Ì‡ÔÓÏÌËÏ ÍÓÌÒÚÛÍˆË˛ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓ„Ó ÔÓˆÂÒÒ‡
ã‡ÌˆÓ¯‡, ÎÂÊ‡˘Â„Ó ‚ ÓÒÌÓ‚Â ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ Ó·ÂËı ÚÂÓÂÏ. Ç ‡Á‰. 3 Ó·ÒÛÊ‰‡ÂÚÒfl Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û

y 0 Ë x x j, j 1 2 … k,, , ,= = =

x x1–( )… x xk–( )y 0=

g A A*,( ) A x1I–( )… A xkI–( )A* 0.= =

A H̃ S̃, „‰Â H̃+ H̃*, S̃ S̃*.–= = =

k rank S̃
n 1–

2
-----------,<=

S̃

S̃

H̃ S̃

S̃

AA* A*A.=
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Á‡‰‡˜‡ÏË ÔË‚Â‰ÂÌËfl Í ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ÙÓÏ‡Ï ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÛÌËÚ‡Ì˚ı ÔÓ‰Ó·ËÈ
Ë ÛÌËÚ‡Ì˚ı ÍÓÌ„Û˝ÌˆËÈ. ùÚ‡ Ò‚flÁ¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‚ ‡Á‰. 4.

2. éÅéÅôÖççõâ èêéñÖëë ãÄçñéòÄ

é‰ÌËÏ ËÁ ÏÂÚÓ‰Ó‚ ÔË‚Â‰ÂÌËfl ˝ÏËÚÓ‚ÓÈ Ï‡ÚËˆ˚ A Í ÚÂı‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÏÛ ‚Ë‰Û fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Î-
„ÓËÚÏ ã‡ÌˆÓ¯‡. ëÛÚ¸ ˝ÚÓ„Ó ‡Î„ÓËÚÏ‡ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÓÚÓÌÓÏ‡ÎËÁ‡ˆËË ÒÚÂÔÂÌÌÓÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-
ÌÓÒÚË

(4)

„‰Â x – Á‡‰‡ÌÌ˚È ËÎË ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ ‚˚·‡ÌÌ˚È Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ‚ÂÍÚÓ. ÖÒÎË Ò Ï‡ÚËˆÂÈ A Ò‚flÁ‡Ú¸ ÎË-
ÌÂÈÌ˚È ÓÔÂ‡ÚÓ �, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ËÈ ‚ �

n
, ÚÓ Ï‡ÚËˆ‡ ̋ ÚÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÒÚÓÂÌÌÓ„Ó

‚ ‡Î„ÓËÚÏÂ ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ·‡ÁËÒ‡ Ë ·Û‰ÂÚ ËÒÍÓÏÓÈ ÚÂı‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏÓÈ.
ÖÒÎË A – ÌÓÏ‡Î¸Ì‡fl, ÌÓ ÌÂ˝ÏËÚÓ‚‡ Ï‡ÚËˆ‡, ÚÓ ‚ÏÂÒÚÓ (4) ÒÎÂ‰ÛÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Ó·Ó·˘ÂÌ-

ÌÛ˛ ÒÚÂÔÂÌÌÛ˛ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸

(5)

ì‰Ó·ÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ (5) Í‡Í ÒÓÒÚÓfl˘Û˛ ËÁ ÒÂ„ÏÂÌÚÓ‚ ‰ÎËÌ˚, ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚ÂÌÌÓ, 1, 2, 3, 4, …. ëÂ„ÏÂÌÚ Ò ÌÓÏÂÓÏ k, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚È k-Ï ÒÎÓÂÏ, ÏÓÊÌÓ ÓÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í ÒÓ‚ÓÍÛÔ-
ÌÓÒÚ¸ ‚ÂÍÚÓÓ‚ ‚Ë‰‡ u = Wk(A, A*)x, „‰Â Wk(s, t) ÔÓ·Â„‡ÂÚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ó‰ÌÓ˜ÎÂÌÓ‚ ÒÚÂÔÂÌË k ÓÚ
(ÍÓÏÏÛÚËÛ˛˘Ëı) ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı s Ë t. ëËÏ‚ÓÎ W0(s, t) Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÔÛÒÚÓÂ ÒÎÓ‚Ó, Ú‡Í ˜ÚÓ W0(A, A*)x
ÂÒÚ¸ ÔÓÔÓÒÚÛ ‚ÂÍÚÓ x.

ëÛÚ¸ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓ„Ó ÔÓˆÂÒÒ‡ ã‡ÌˆÓ¯‡ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÓÚÓÌÓÏ‡ÎËÁ‡ˆËË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË (5).
ë ˝ÚËÏ ÔÓˆÂÒÒÓÏ Ò‚flÁ‡Ì˚ Ú‡ÍËÂ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl Ë ÚÂÏËÌÓÎÓ„Ëfl: ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

(6)

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl m-Ï Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Ï ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ä˚ÎÓ‚‡. ê‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (6)
Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl ˜ÂÂÁ lm. óËÒÎÓ ωm = lm – lm – 1 (m ≥ 1) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ¯ËËÌÓÈ m-„Ó ÒÎÓfl; Ï˚ ÔÓÎ‡„‡ÂÏ
ω0 = 1.

ê‡ÁÛÏÂÂÚÒfl, ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ (5) ÌÂ ÒÚÓËÚÒfl ‚ fl‚ÌÓÏ ‚Ë‰Â (Í‡Í ÌÂ ÒÚÓËÚÒfl ‚ fl‚ÌÓÏ ‚Ë‰Â
ÒÚÂÔÂÌÌ‡fl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ (4) ‚ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÏ ‡Î„ÓËÚÏÂ ã‡ÌˆÓ¯‡). çÂfl‚ÌÓÂ ÔÓÒÚÓÂÌËÂ
˝ÚÓÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË, ÒÓ˜ÂÚ‡ÂÏÓÂ Ò ÂÂ ÓÚÓ„ÓÌ‡ÎËÁ‡ˆËÂÈ, ÔÓËÒıÓ‰ËÚ Ú‡Í: ÔÛÒÚ¸ ÛÊÂ Ì‡È‰ÂÌ
ÓÚÓÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚È ·‡ÁËÒ q1, …,  ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �m(A, x), ÔË˜ÂÏ ÔÓÒÎÂ‰ÌËÂ Â„Ó ‚ÂÍÚÓ˚

, …,  ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ Á‡ Ò˜ÂÚ ‚ÂÍÚÓÓ‚ ËÁ m-„Ó ÒÎÓfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË (5). íÓ„‰‡ (‚ ÚÓÏ ËÎË

ËÌÓÏ ÔÓfl‰ÍÂ) ÒÚÓflÚÒfl ‚ÂÍÚÓ˚ , …, , , …, , ÔÓ‰‚Â„‡ÂÏ˚Â ÓÚÓ„Ó-
Ì‡ÎËÁ‡ˆËË Í ÚÂÍÛ˘ÂÈ ÓÚÓÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ.

àÁ ˝ÚÓ„Ó ÓÔËÒ‡ÌËfl ÎÂ„ÍÓ ‚˚‚Ó‰flÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı Í˚ÎÓ‚ÒÍËı ÔÓ‰ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚ (ÒÏ. [1, ‡Á‰. 2]):

1) ÂÒÎË x ∈ �m, ÚÓ

2) ÂÒÎË ql ∈ �m\ �m – 1, ÚÓ

ä‡Í Ë ‚˚¯Â, Ò‚flÊÂÏ Ò A ÎËÌÂÈÌ˚È ÓÔÂ‡ÚÓ �, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ËÈ ‚ n-ÏÂÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â. èÂ‰-
ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔËÏÂÌÂÌËfl Ó·Ó·˘ÂÌÌÓ„Ó ÔÓˆÂÒÒ‡ ã‡ÌˆÓ¯‡ Í A Ë Ì‡˜‡Î¸ÌÓÏÛ ‚ÂÍ-
ÚÓÛ x ÔÓÎÛ˜ÂÌ ÓÚÓÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚È ·‡ÁËÒ q1, …, qn. íÓ„‰‡ ËÁ Ò‚ÓÈÒÚ‚ 1) Ë 2) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Ï‡ÚËˆ‡
ÓÔÂ‡ÚÓ‡ � ‚ ˝ÚÓÏ ·‡ÁËÒÂ ËÏÂÂÚ ·ÎÓ˜ÌÓ-ÚÂı‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÛ˛ ÙÓÏÛ (1), ÔË˜ÂÏ ÔÓfl‰ÍË ni ‰Ë‡-
„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı ·ÎÓÍÓ‚ Hii ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ˜ËÒÎ‡ÏË ωi:

Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, n1 ‚ÒÂ„‰‡ ‡‚ÌÓ Â‰ËÌËˆÂ.
à‰Âfl Ó·Ó·˘ÂÌÌÓ„Ó ÔÓˆÂÒÒ‡ ã‡ÌˆÓ¯‡ ÔËÏÂÌËÏ‡ Ë Í ‡ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ Ï‡ÚËˆÂ A. ëÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÓÚ-

ÎË˜ËÂ ÓÚ ÌÓÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ A Ë A* ·ÓÎÂÂ ÌÂ ÍÓÏÏÛÚËÛ˛Ú. èÓ˝ÚÓÏÛ k-È ÒÎÓÈ

x Ax A
2
x A

3
x …,, , , ,

x Ax A*x A
2
x AA*x A*2x A

3
x …., , , , , , ,

�m A x,( ) span W A A*,( )x : deg W m≤{ }=

qlm

qlm 1– 1+ qlm

Aqlm 1– 1+ Aqlm
A*qlm 1– 1+ A*qlm

Ax �m 1+ , A*x �m 1+ ;∈ ∈

Aql �m 2– , A*ql �m 2– .⊥ ⊥

ni ωi 1– , i 1 2 …., ,= =
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É‡ÒÂÏË ä‡Ï‡Î‚‡Ì‰, àÍ‡ÏÓ‚

Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ÒÚÂÔÂÌÌÓÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÚÂÔÂ¸ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ Í‡Í ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ‚ÂÍÚÓ-
Ó‚ ‚Ë‰‡ u = Wk(A, A*)x, „‰Â Wk(s, t) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ ÒÚÂÔÂÌË k ÓÚ ÌÂÍÓÏÏÛÚËÛ˛˘Ëı
ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı s Ë t. Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‚ÏÂÒÚÓ ÓˆÂÌÍË

ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚ÓÈ ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ Ï‡ÚËˆ˚, ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÎË¯¸ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

ÖÒÎË ˝ÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó Â‡ÎËÒÚË˜ÂÒÍË ÓÚÓ·‡Ê‡ÂÚ ÒËÚÛ‡ˆË˛ Ò ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ Ï‡ÚËˆÂÈ A, ÚÓ ÔËÏÂ-
ÌÂÌËÂ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓ„Ó ÔÓˆÂÒÒ‡ ã‡ÌˆÓ¯‡ Í Ú‡ÍÓÈ Ï‡ÚËˆÂ Â‰‚‡ ÎË ÓÔ‡‚‰‡ÌÌÓ. é‰Ì‡ÍÓ ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓ-
˚ı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ‡ÌÓÏ‡Î¸Ì˚ı Ï‡ÚËˆ ˜ËÒÎ‡ ωi ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ÓÚ ËÌ‰ÂÍÒ‡ i ÏÓÊÌÓ Ó„‡ÌË˜ËÚ¸ ÌÂ·ÓÎ¸-
¯ÓÈ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ. é‰ËÌ ËÁ Ú‡ÍËı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ Ë ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÚÂÓÂÏÓÈ 3.

3. èêàÇÖÑÖçàÖ èéëêÖÑëíÇéå ìçàíÄêçõï äéçÉêìùçñàâ

ÅÎÓ˜ÌÓ-ÚÂı‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡ (1), ÔÓÒÚÓÂÌÌ‡fl ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ‡Á‰ÂÎÂ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Ó·Ó·-
˘ÂÌÌÓ„Ó ÔÓˆÂÒÒ‡ ã‡ÌˆÓ¯‡, ÛÌËÚ‡ÌÓ ÔÓ‰Ó·Ì‡ ËÒıÓ‰ÌÓÈ Ï‡ÚËˆÂ A. Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÏ ‡Á‰ÂÎÂ Ï˚ Ó·-
ÒÛ‰ËÏ ‚ÓÔÓÒ Ó ÔË‚Â‰ÂÌËË Í ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ÙÓÏ‡Ï ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÛÌËÚ‡Ì˚ı ÍÓÌ„Û˝ÌˆËÈ.

ç‡˜ÌÂÏ ÒÓ ÒÎÛ˜‡fl ÒÓÔflÊÂÌÌÓ-ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ Ï‡ÚËˆ˚ A. ëÓÔÓÒÚ‡‚ËÏ ÂÈ Ï‡ÚËˆÛ Û‰‚ÓÂÌÌÓ„Ó
ÔÓfl‰Í‡

(7)

(óÂÚ‡ Ì‡‰ ÒËÏ‚ÓÎÓÏ Ï‡ÚËˆ˚ ËÎË ‚ÂÍÚÓ‡ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÔÓ˝ÎÂÏÂÌÚÌÓÂ ÒÓÔflÊÂÌËÂ.) ãÂ„ÍÓ ÔÓ-
‚ÂËÚ¸, ˜ÚÓ Ï‡ÚËˆ‡ (7) ÌÓÏ‡Î¸Ì‡ ‚ Ó·˚˜ÌÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ.

îËÍÒËÛÂÏ ÌÂÌÛÎÂ‚ÓÈ ‚ÂÍÚÓ x ∈ �
n
, ÍÓÚÓÓÏÛ ÒÓÔÓÒÚ‡‚ËÏ ‚ÂÍÚÓ Û‰‚ÓÂÌÌÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË

(8)

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Ó·Ó·˘ÂÌÌÛ˛ ÒÚÂÔÂÌÌÛ˛ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸, ÔÓÓÊ‰‡ÂÏÛ˛ Ï‡ÚËˆÂÈ  Ë ‚ÂÍÚÓ-
ÓÏ (8):

(9)

ëËÏ‚ÓÎ‡ÏË AL Ë AR Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ˚ Ï‡ÚËˆ˚  Ë . ÇÂıÌËÂ ÔÓÎÓ‚ËÌ˚ ‚ÂÍÚÓÓ‚ (9) Ó·‡ÁÛ˛Ú
ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸

(10)

ê‡ÁÓ·¸ÂÏ ˝ÚÛ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ Ì‡ ÒÎÓË, Ò˜ËÚ‡fl k-Ï ÒÎÓÂÏ ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ‚ÂÍÚÓÓ‚, ÓÚ‚Â˜‡˛-

˘Ëı k-ÏÛ ÒÎÓ˛ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË (9). ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ, m-ÏÛ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û �m( , v) ÒÓÔÓÒÚ‡‚ËÏ

ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (A, x), Ó·‡ÁÓ‚‡ÌÌÓÂ ‚ÂıÌËÏË ÔÓÎÓ‚ËÌ‡ÏË ‚ÂÍÚÓÓ‚ z ∈ �m( , v). ê‡ÁÏÂ-

ÌÓÒÚ¸ (A, x) Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ̃ ÂÂÁ , ‡ ̃ ËÒÎÓ  =  –  (m ≥ 1) Ì‡ÁÓ‚ÂÏ ̄ ËËÌÓÈ m-„Ó ÒÎÓfl ‚ (10).
é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ

(11)

„‰Â ωm – ¯ËËÌ‡ m-„Ó ÒÎÓfl ‚ (9).

ωi i 1, i+≤ 0 1 …,, ,=

ωi 2
i
, i≤ 0 1 …., ,=

Â 0 A

A 0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

.=

v x
x⎝ ⎠

⎛ ⎞ .=

Â

v Âv, Ax

Ax⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

, Â*v
A*x

A
Ú
x⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎛ ⎞

, Â
2
v

ALx

ARx⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

,= = =

Â Â*v AA
Ú
x

AA*x⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

, Â*2
v A*A

Ú
x

A
Ú
A*x⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

, ….= =

AA AA

x Ax A*x AAx AA
Ú
x A*A

Ú
x AAAx …., , , , , , ,

Â

�̃m Â

�̃m l̃m ω̃m l̃m l̃m 1–

ω̃m ωm, m≤ 1 2 …,, ,=
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íÂÔÂ¸ Ï˚ ÔÓ‚Â‰ÂÏ Ò‚ÓÂÓ·‡ÁÌ˚È ÔÓˆÂÒÒ ÓÚÓ„ÓÌ‡ÎËÁ‡ˆËË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË (10). èÓ
‡Ì‡ÎÓ„ËË Ò Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Ï ‡Î„ÓËÚÏÓÏ ã‡ÌˆÓ¯‡ ˝ÚÓÚ ÔÓˆÂÒÒ ÏÓÊÌÓ ÓÔËÒ‡Ú¸ Ú‡Í: ÔÛÒÚ¸ ÛÊÂ Ì‡È-

‰ÂÌ ÓÚÓÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚È ·‡ÁËÒ q1, …,  ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (A, x), ÔË˜ÂÏ ÔÓÒÎÂ‰ÌËÂ Â„Ó ‚ÂÍ-

ÚÓ˚ , …,  ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ Á‡ Ò˜ÂÚ ‚ÂÍÚÓÓ‚ ËÁ m-„Ó ÒÎÓfl ‚ (10). íÓ„‰‡ (‚ ÚÓÏ ËÎË ËÌÓÏ ÔÓfl‰-

ÍÂ) ÒÚÓflÚÒfl ‚ÂÍÚÓ˚ , …, , , …, . ä‡Ê‰˚È ËÁ ÌËı ÓÚÓ„ÓÌ‡ÎËÁÛÂÚÒfl Í

ÚÂÍÛ˘ÂÈ ÓÚÓÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ, ÒÓÒÚ‡‚ÎÂÌÌÓÈ ËÁ ÒÓÔflÊÂÌÌ˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚ , , …. ÖÒÎË Â-
ÁÛÎ¸Ú‡ÚÓÏ ÔÓÎÌÓÈ ÓÚÓ„ÓÌ‡ÎËÁ‡ˆËË fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÌÛÎÂ‚ÓÈ ‚ÂÍÚÓ, ÚÓ ÓÌ ÌÓÏËÛÂÚÒfl Ë ÔÓÒÎÂ ÔÓ-
‚ÚÓÌÓ„Ó ÒÓÔflÊÂÌËfl ÔÂ‚‡˘‡ÂÚÒfl ‚ Ó˜ÂÂ‰ÌÓÈ ‚ÂÍÚÓ qj.

åÓÊÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡  Ó·Î‡‰‡˛Ú Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË, ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚ÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡Ï
Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı Í˚ÎÓ‚ÒÍËı ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (ÒÏ. Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ 1) Ë 2) ‚ ‡Á‰. 2):

‡) ÂÒÎË x ∈ , ÚÓ

·) ÂÒÎË ql ∈ \ , ÚÓ

ëËÏ‚ÓÎ  ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û � ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÔËÏÂÌÂÌËÂ ÓÔËÒ‡ÌÌÓ„Ó ‚˚¯Â ÔÓˆÂÒÒ‡ Í ÒÓÔflÊÂÌÌÓ-ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ Ï‡ÚË-
ˆÂ A Ë Ì‡˜‡Î¸ÌÓÏÛ ‚ÂÍÚÓÛ x ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ÓÚÓÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚È ·‡ÁËÒ q1, …, qn ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â �

n
.

éÔÂ‰ÂÎËÏ ÛÌËÚ‡ÌÛ˛ Ï‡ÚËˆÛ

íÓ„‰‡ ËÁ Ò‚ÓÈÒÚ‚ ‡) Ë ·) ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ Ï‡ÚË˜ÌÓÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

(12)

„‰Â H – Ï‡ÚËˆ‡ ‚Ë‰‡ (1), ÔÓfl‰ÍË ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı ·ÎÓÍÓ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ˜ËÒÎ‡ÏË . èÂ-
ÂÔËÒ˚‚‡fl (12) ‚ ‚Ë‰Â

QÚAQ = H,

Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ Ï‡ÚËˆ˚ A Ë H ÛÌËÚ‡ÌÓ ÍÓÌ„Û˝ÌÚÌ˚.
ÖÒÎË ÓÚÍ‡Á‡Ú¸Òfl ÓÚ ÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÒÚË Ï‡ÚËˆ˚ A, ÚÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÂÈ Ï‡ÚËˆ‡ (7)

ÌÂ ·Û‰ÂÚ ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ. é‰Ì‡ÍÓ ‚ÒÂ ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌ˚Â ‚˚¯Â ÔÓÒÚÓÂÌËfl Ë ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÒÓı‡Ìfl˛Ú
ÒÏ˚ÒÎ Ò ÚÂÏ ÓÚÎË˜ËÂÏ, ˜ÚÓ ¯ËËÌ‡ i-„Ó ÒÎÓfl ‚ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË (9) ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Û‚ÂÎË˜Ë-
‚‡ÂÚÒfl ‰Ó 2i. éÒÚ‡ÂÚÒfl ‚ ÒËÎÂ Ë ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ (11) ÏÂÊ‰Û ¯ËËÌÓÈ ÒÎÓfl ‚ (9) Ë ¯ËËÌÓÈ ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚Û˛˘Â„Ó ÒÎÓfl ‚ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË (10).

4. åÄãéêÄçÉéÇõÖ ÇéáåìôÖçàü ëàååÖíêàóçõï åÄíêàñ

ÑÂÍ‡ÚÓ‚Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ (3) ÌÂ ÒÓı‡ÌflÂÚÒfl ÛÌËÚ‡Ì˚ÏË ÍÓÌ„Û˝ÌˆËflÏË. èÓ˝ÚÓÏÛ ‚ ÚÂÓËË
ÛÌËÚ‡Ì˚ı ÍÓÌ„Û˝ÌˆËÈ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Û„ÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ Ï‡ÚËˆ˚ A, ‡ ËÏÂÌÌÓ

(13)

ÑÎfl Í‡ÚÍÓÒÚË ·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ (13) SSS-‡ÁÎÓÊÂÌËÂÏ A (ÓÚ Symmetric-Skew-Symmetric decompo-
sition). SSS-‡ÁÎÓÊÂÌËÂ ÒÓı‡ÌflÂÚÒfl ÛÌËÚ‡Ì˚ÏË ÍÓÌ„Û˝ÌˆËflÏË ‚ ÚÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ, ˜ÚÓ

q
l̃m

�̃m

q
l̃m 1– 1+

q
l̃m

Aq
l̃m 1– 1+

Aq
l̃m

A
Ú
q
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Ú
q

l̃m

q1 q2

�̃m

�̃m

Ax �̃m 1+ , A
Ú
x �̃m 1+ ;∈ ∈

�̃m �̃m 1–

Aql �̃m 2– , A
Ú
ql �̃m 2– .⊥ ⊥

�

� x � x �∈ ∈{ }.=
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É‡ÒÂÏË ä‡Ï‡Î‚‡Ì‰, àÍ‡ÏÓ‚

„‰Â 

å˚ ÏÓÊÂÏ ÚÂÔÂ¸ ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ú¸ Ë ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸ ‡Ì‡ÎÓ„Ë ÚÂÓÂÏ 2 Ë 3. ç‡ÔÓÏÌËÏ, ˜ÚÓ ÍÓÌÂ˜-
Ì˚È ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚È ÔÓˆÂÒÒ ÔÓÌËÏ‡ÂÚÒfl ÚÂÔÂ¸ Í‡Í ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚ ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË
˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ÛÌËÚ‡Ì˚ı ÍÓÌ„Û˝ÌˆËÈ.

íÂÓÂÏ‡ 5. èÛÒÚ¸ ‚ SSS-‡ÁÎÓÊÂÌËË ÒÓÔflÊÂÌÌÓ-ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ n × n-Ï‡ÚËˆ˚ A ÍÓÒÓÒËÏÏÂÚ-
Ë˜Ì‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ K ËÏÂÂÚ ‡Ì„ k < n/2. íÓ„‰‡ ‚ ·ÎÓ˜ÌÓ-ÚÂı‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏÂ (1) ‚ÒÂ ·ÎÓÍË
Hii, Ì‡˜ËÌ‡fl Ò i = 2k + 1, ËÏÂ˛Ú ÔÓfl‰ÓÍ 1.

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. èÂÂÈ‰ÂÏ ÓÚ Ï‡ÚËˆ˚ A Í ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ Ï‡ÚËˆÂ . èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ‚ (7)
SSS-‡ÁÎÓÊÂÌËÂ (13), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(14)

˜ÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚Ï ‡ÁÎÓÊÂÌËÂÏ ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ Ï‡ÚËˆ˚ . èË ˝ÚÓÏ

Ë ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

Ú‡ÍÊÂ ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ k Ë n – ̂ ÂÎ˚Â ̃ ËÒÎ‡. àÚ‡Í, Ï‡ÚËˆ‡  Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ‚ÒÂÏ ÛÒÎÓ‚ËflÏ
ÚÂÓÂÏ˚ 2, ‡ ÔÓÚÓÏÛ

Ç ÒËÎÛ (11),

˜ÚÓ ‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ ÚÂÓÂÏÛ.
íÂÓÂÏ‡ 6. èÛÒÚ¸ A – Ï‡ÚËˆ‡ ‚Ë‰‡ (13), „‰Â ÍÓÒÓÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡ K ËÏÂÂÚ ‡Ì„ k ≥ 1.

íÓ„‰‡ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÓˆÂÒÒ‡ A ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔË‚Â‰ÂÌ‡ Í ·ÎÓ˜ÌÓ-
ÚÂı‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏÂ (1), ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÔÓfl‰ÍË ‚ÒÂı ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı ·ÎÓÍÓ‚ Hii ÌÂ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰flÚ
˜ËÒÎ‡ 2k + 1.

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ä‡Í Ë ‚ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Â ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÈ ÚÂÓÂÏ˚, ÔÂÂÈ‰ÂÏ ÓÚ A Í (‚ÓÓ·˘Â „Ó-

‚Ófl, ‡ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ) Ï‡ÚËˆÂ . Ç ÂÂ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚ÓÏ ‡ÁÎÓÊÂÌËË (14) ÍÓÒÓ˝ÏËÚÓ‚‡ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ 
ÔÓ-ÔÂÊÌÂÏÛ ËÏÂÂÚ ‡Ì„ 2k. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÚÂÓÂÏ˚ 3, ÓÚÍÛ‰‡ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

ëÌÓ‚‡ ÔËÏÂÌflfl (11), ËÏÂÂÏ

˜ÚÓ ‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ ÚÂÓÂÏÛ.
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Â

rank K̂ 2 rank K 2k n<= =

2k
2n 1–

2
---------------< n

1
2
---–=

Â
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1. ÇÇÖÑÖçàÖ 

 

ëÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÏÂÚÓ‰˚ Ó·‡˘ÂÌËfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ã‡ÔÎ‡Ò‡ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [1]). í‡Í,
˜‡ÒÚÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ ÓË„ËÌ‡Î‡ ‚ fl‰ ÔÓ ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚Ï ÙÛÌÍˆËflÏ, Ì‡ÔËÏÂ ÔÓ ÏÌÓ„Ó-
˜ÎÂÌ‡Ï ã‡„Â‡. í‡ÍÓÈ ÔÓ‰ıÓ‰ ·˚Î ‡Á‡·ÓÚ‡Ì ‚ [2] Ë [3] Ë ÔÓÎÛ˜ËÎ ‡Á‚ËÚËÂ Û ÏÌÓ„Ëı ‡‚ÚÓÓ‚
(ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [4]–[9]). Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÂ ‚ÂÏfl ËÏÂ˛ÚÒfl ‡ÁÎË˜Ì˚Â ‚‡Ë‡ÌÚ˚ Â‡ÎËÁ‡ˆËË ˝ÚÓÈ ÒıÂ-
Ï˚ ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ÍËÚÂËÂ‚ ‚˚·Ó‡ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚, ÔËÂÏÓ‚ ÛÒÍÓÂÌËfl ÒıÓ‰ËÏÓ-
ÒÚË Ë Ú.‰. 

Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ÒÚ‡Ú¸Â ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚÓ‰ Ó·‡˘ÂÌËfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ã‡ÔÎ‡Ò‡, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚È
Ì‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËË ÓË„ËÌ‡Î‡ ‚ ‚Ë‰Â fl‰‡ ã‡„Â‡, ÍÓÚÓ˚È Á‡ÚÂÏ ÒÛÏÏËÛÂÚÒfl ÏÂÚÓ‰ÓÏ ùÈÎÂ‡–
äÌÓÔÔ‡ Ò ̂ ÂÎ¸˛ ÛÒÍÓÂÌËfl ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË. Ç [7]–[9] ÔÂ‰ÎÓÊÂÌ˚ ÒÔÓÒÓ·˚ ‚˚·Ó‡ Ô‡‡ÏÂÚ‡ ÒÛÏÏË-
Ó‚‡ÌËfl ùÈÎÂ‡–äÌÓÔÔ‡ ‚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı ˜‡ÒÚÌ˚ı ÒÎÛ˜‡flı ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌËfl ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚÂÈ ËÁÓ·‡ÊÂ-
ÌËfl ã‡ÔÎ‡Ò‡. èË ˝ÚÓÏ ‚˚·Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ 
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, ÔË ÍÓÚÓ˚ı ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‚ÍÎ˛˜ÂÌËÂ
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A(p) + |p | ≤ 1/ |z0 |. ùÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÌÂÔÛÒÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, Ú‡Í Í‡Í ÔË p = 0 ÓÌÓ ÒÔ‡‚Â‰-
ÎË‚Ó ‰Îfl A(p) = 1/ |z0 |. 
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ÁÓÍ [0, 1/z0],  ‰ÓÒÚË„‡ÂÚÒfl ÔË p = 1/z0. 
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Ç Ò‡ÏÓÏ ‰ÂÎÂ, ‚‚Â‰fl ÓÔÂ‡ÚÓ Ò‰‚Ë„‡ 
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àÁ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ˜ËÒÎ‡ 

 

A

 

(

 

p) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ |(E – p)ka0 | = O((A(p))k). éÒÚ‡ÂÚÒfl Â˘Â ‡Á ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÓ-
‚‡Ú¸Òfl ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ E:

åÓÊÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÂÒÎË ÔË ‰‡ÌÌÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËË p ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËÂ Â„ÛÎflÌÓ, ÚÓ |p| + A(p) = 1/|z0|. 

3. èêÖéÅêÄáéÇÄçàÖ êüÑÄ ãÄÉÖêêÄ 

íÂÓÂÏ‡. èÛÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËfl-ÓË„ËÌ‡Î f(t) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ‡ ‚ ‚Ë‰Â (2), ‡ Ô‡‡ÏÂÚ p Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û Rep < 1. íÓ„‰‡ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ

(5)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. àÁ‚ÂÒÚÌÓ (ÒÏ. [10]) ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ÔÓÎËÌÓÏÓ‚ ã‡„Â‡ 
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ξ j 1 t
0

t j

---+⎝ ⎠
⎛ ⎞ t j

2
---, η j 1 t

0

t j

---–⎝ ⎠
⎛ ⎞ t j

2
---.= =

Ak p( ) k
j⎝ ⎠

⎛ ⎞ p–( )k j–
E

j
a0

j 0=

k

∑ E p–( )k
a0.= =

ak E
k
a0 E p– p+( )k

a0
k
j⎝ ⎠

⎛ ⎞ p–( )k j–
E p–( ) j

a0

j 0=

k

∑ k
j⎝ ⎠

⎛ ⎞ p
k j–

E p–( ) j
a0  =

j 0=

k

∑≤= = =

=  O k
j⎝ ⎠

⎛ ⎞ p
k j–

A p( )( ) j

j 0=

k

∑⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

O p A p( )+( )k( ).=

f t( ) bpt
p 1–
------------⎝ ⎠

⎛ ⎞ Ak p( )

1 p–( )k 1+
-------------------------Lk

bt
1 p–
------------⎝ ⎠

⎛ ⎞ .
k 0=

∞

∑exp=

Lk t( ) e
t

k!
---- e

η– ηk
J0 2 ηt( ) η.d

0

∞

∫=

S(tj)

tj

t0

t

îË„. 1.



604

ÜìêçÄã ÇõóàëãàíÖãúçéâ åÄíÖåÄíàäà à åÄíÖåÄíàóÖëäéâ îàáàäà      ÚÓÏ 49      ‹ 4      2009

ä‡·‡‰Ó‚, êfl·Ó‚

èÓ‰ ÁÌ‡ÍÓÏ ËÌÚÂ„‡Î‡ ÒÚÓËÚ ˆÂÎ‡fl ÙÛÌÍˆËfl, Ë ËÌÚÂ„‡Î ÓÚ ÌÂÂ ‚‰ÓÎ¸ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÎÛ˜‡, ËÒ-
ıÓ‰fl˘Â„Ó ËÁ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÔÓ‰ Û„ÎÓÏ Ú‡ÍËÏ, ˜ÚÓ |argη| < π/2, ÒıÓ‰ËÚÒfl Í Lk(t). Ç Ò‡ÏÓÏ ‰ÂÎÂ,
ËÁ‚ÂÒÚÌÓ (ÒÏ. [11]) ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË ÅÂÒÒÂÎfl J0(z): 

ÔË z  ∞ ‚ ÒÂÍÚÓÂ |argz | ≤ π – δ (<π). 
éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‚ (6) ÂÒÚ¸ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ÔÓfl‰Í‡ 

˜ÚÓ, Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ‚ÎÂ˜ÂÚ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ ËÌÚÂ„‡Î‡ ‚‰ÓÎ¸ ÎÛ˜‡ Ò Û„ÎÓÏ |argη| < π/2. 
àÁ ˝ÚËı ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËÈ Ë ÎÂÏÏ˚ ÜÓ‰‡Ì‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÔË Á‡ÏÂÌÂ η = τ/(1 – p) ËÌÚÂ„‡Î (6) ÌÂ

ÏÂÌflÂÚÒfl ÔË ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓÏ ÚÂ·Ó‚‡ÌËË Re  > 0 (ËÎË, ˜ÚÓ ÚÓ ÊÂ Ò‡ÏÓÂ, Rep < 1). èÓ˝ÚÓÏÛ

ËÏÂÂÏ

Ä„ÛÏÂÌÚ ÙÛÌÍˆËË J0(r) ‚˚·Ë‡ÂÚÒfl Ú‡Í, ̃ ÚÓ Re  ≥ 0. èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ‚ ÔÓÒÎÂ‰ÌËÈ ËÌÚÂ„‡Î ‡Á-

ÎÓÊÂÌËÂ 

Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ 

(7)

èÓ‰ÒÚ‡‚Ë‚ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ (7) ‚ (2) Ë ËÁÏÂÌË‚ ÔÓfl‰ÓÍ ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl, ÔÓÎÛ˜ËÏ ÙÓÏÛÎÛ (5). 
á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 2. Ç ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Â ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Ó„‡ÌË˜ÂÌËÂ Rep < 1. éÌÓ ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ÔË ÛÒÎÓ‚Ëflı, Ì‡ÎÓÊÂÌÌ˚ı Ì‡

ËÁÓ·‡ÊÂÌËÂ Ë Ô‡‡ÏÂÚ ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÂÒÎË sF(s) Â„ÛÎflÌ‡ ‚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË Ë ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËÂ Â„Û-
ÎflÌÓ, ÚÓ |p | ≤ r < 1. 

ëÎÂ‰Ûfl [7], Ì‡ÁÓ‚ÂÏ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË (äë) ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó fl‰‡  ‚ÂÎË˜Ë-

ÌÛ R =  Ë ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ÓÔÓÒ ‚˚·Ó‡ Ô‡‡ÏÂÚ‡ p Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ äë fl‰‡ (5) ·˚Î ÏË-

ÌËÏ‡Î¸Ì˚Ï. 

4. ÇõÅéê èÄêÄåÖíêÄ ëìååàêéÇÄçàü 

èÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó Á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ äë fl‰‡ (5) ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò äë fl‰‡ 
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ùÚÓ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÛÎ˚ ‰Îfl ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌÓ‚ ã‡„Â‡ (ÒÏ. [10]) ÔË k  ∞: 

„‰Â z ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ò ‡ÁÂÁÓÏ ‚‰ÓÎ¸ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔÓÎÛÓÒË, Cj(z) Â„Û-

ÎflÌ˚ ‚ ˝ÚÓÈ ÊÂ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ò ‡ÁÂÁÓÏ. éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ  = 1 ÔË Î˛·ÓÏ ÁÌ‡-

˜ÂÌËË z (ÔË ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ı z > 0 ÒÏ. [7]), ˜ÚÓ Ë ‰ÂÎ‡ÂÚ Ó˜Â‚Ë‰Ì˚Ï ‰‡ÌÌÓÂ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ. 
ìÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ 1. ëÛÏÏËÓ‚‡ÌËÂ ùÈÎÂ‡–äÌÓÔÔ‡ Ò Ô‡‡ÏÂÚÓÏ p Â„ÛÎflÌÓ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ

ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl: 
1) p = αt0, 0 ≤ α ≤ 1; 

2) |p | + A(p) = |t0 |, A(p) =  = . 

çÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ ˝ÚËı ÛÒÎÓ‚ËÈ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌ‡ ‚ [12], ‡ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸ Ó˜Â‚Ë‰Ì‡. ãÂ„ÍÓ Û·Â‰ËÚ¸Òfl,
˜ÚÓ ËÁ ÛÒÎÓ‚Ëfl 2) ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ ÛÒÎÓ‚ËÂ 1). çÓ ÔË‚Â‰ÂÌÌ‡fl ÙÓÏÛÎËÓ‚Í‡ Û‰Ó·ÌÂÂ ‰Îfl ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡-
ÌËfl ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ. 

ìÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ 2. ëÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó 

àÁ yÚ‚ÂÊ‰ÂÌËfl 1 ËÏÂÂÏ 

(8)

í‡Í Í‡Í A(p) = (1 – α)|t0 | ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ ÏËÌËÏÛÏ‡ Ì‡ M ÔË Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÏ α ∈ [0, 1], ÌÂ ‚˚‚Ó‰fl˘ÂÏ
p = αt0 ËÁ M, ÚÓ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ (8) Û·˚‚‡ÂÚ ÔË 0 ≤ α ≤ 1. 

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÒËÎÛ ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ Ì‡ ËÁÓ·‡ÊÂÌËÂ Ë Ô‡‡ÏÂÚ ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÌÂ-
‡‚ÂÌÒÚ‚Ó |t0 | < 1, Ú‡Í ˜ÚÓ ÁÌ‡ÏÂÌ‡ÚÂÎ¸ ‚ (8) Ì‡ [0, 1] ‚ ÌÛÎ¸ ÌÂ Ó·‡˘‡ÂÚÒfl. 

ç‡È‰ÂÏ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛ ÔÓ α Ë ÔË‡‚ÌflÂÏ ÂÂ ÌÛÎ˛: 

éÚÒ˛‰‡ Ì‡ıÓ‰ËÏ, ˜ÚÓ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì‡fl ÚÓ˜Í‡

ÌÂ ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ ÓÚÂÁÍÛ [0, 1]. àÁ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl [(1 – α)/ |1 – αt0 |]' ÌÂÔÂ˚‚Ì‡, ÌÂ Ó·‡-
˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸ Ì‡ [0, 1] Ë 

ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÚÂ·ÛÂÏÓÂ. 
Ç˚¯Â ·˚ÎÓ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÓ, ˜ÚÓ p Ë A(p) ÒÛÚ¸, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ˆÂÌÚ Ë ‡‰ËÛÒ Á‡ÏÍÌÛÚÓ„Ó ÍÛ„‡

K(p, A(p)), ÍÓÚÓ˚È ÒÓ‰ÂÊËÚ ‚ÒÂ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚË tj, ÔË˜ÂÏ ÔÓ Í‡ÈÌÂÈ ÏÂÂ Ó‰Ì‡ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚ¸ ÎÂ-
ÊËÚ Ì‡ „‡ÌËˆÂ ˝ÚÓ„Ó ÍÛ„‡. 

éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ A(p)/ |1 – p | = sinβ/2, „‰Â β – Û„ÓÎ, ÔÓ‰ ÍÓÚÓ˚Ï ÍÛ„ K(p, A(p)) ‚Ë‰ÂÌ ËÁ

ÚÓ˜ÍË t = 1. èÓ˝ÚÓÏÛ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍË Á‡‰‡˜‡  ÒÓÒÚÓËÚ ‚ Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËË ˆÂÌÚ‡ ÍÛ„‡

K(p, A(p)), ÍÓÚÓ˚È ‚Ë‰ÂÌ ÔÓ‰ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÏ Û„ÎÓÏ ËÁ ÚÓ˜ÍË t = 1. àÁ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËfl 2 ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ
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‰Îfl ˝ÚÓ„Ó (ÔË ÚÂ·Ó‚‡ÌËË Â„ÛÎflÌÓÒÚË) ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ì‡ÈÚË ÍÛ„ Ì‡ËÏÂÌ¸¯Â„Ó ‡‰ËÛÒ‡, ÍÓÚÓ˚È
ˆÂÎËÍÓÏ ÎÂÊËÚ ‚ ÍÛ„Â K(0, |t0|) Ë ÒÓ‰ÂÊËÚ ‚ÒÂ ÚÓ˜ÍË tj (ÒÏ. ÙË„. 2). 

Ç ˜‡ÒÚÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‰‚Ûı ÓÒÓ·˚ı ÚÓ˜ÂÍ ˝Ú‡ Á‡‰‡˜‡ ËÏÂÂÚ Â¯ÂÌËÂ 

„‰Â t0 – Ó‰Ì‡ ËÁ ÚÓ˜ÂÍ Ò Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ËÏ ÏÓ‰ÛÎÂÏ, t1 – ‚ÚÓ‡fl ÚÓ˜Í‡ Ë a = Ret0 · Ret1 + Imt0 · Imt1. 

5. êÖòÖçàÖ áÄÑÄóà Ç àëïéÑçéâ èãéëäéëíà 

èË ÓÚÓ·‡ÊÂÌËË s = bt/(t – 1) ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸ |t | = |t0 | ÔÂÂÈ‰ÂÚ ‚ ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸ Ò ‰Ë‡ÏÂÚÓÏ
[b |t0 |/(|t0 | – 1), b |t0 |/(|t0 | + 1)].

ë Û˜ÂÚÓÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚ ‰Ó·ÌÓ-ÎËÌÂÈÌ˚ı ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÈ Á‡‰‡˜‡ Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ-
‡ p, Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡˛˘Â„Ó Â„ÛÎflÌÓÂ ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËÂ ùÈÎÂ‡–äÌÓÔÔ‡, ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Â¯ÂÌ‡ ‚ ÔÎÓÒ-
ÍÓÒÚË s ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ.

1. ç‡ÈÚË Ó‰ÌÛ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚ¸  ÙÛÌÍˆËË sF(s), ÎÂÊ‡˘Û˛ Ì‡ „‡ÌËˆÂ ÍÛ„‡ B, Ó·Î‡‰‡˛˘Â„Ó
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË: 

B ÒÓ‰ÂÊËÚ ‚ÒÂ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚË ÙÛÌÍˆËË sF(s) Ë ËÏÂÂÚ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÈ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚È ‰Ë‡ÏÂÚ, 
‰Ë‡ÏÂÚÓÏ ÒÎÛÊËÚ ÓÚÂÁÓÍ ‚Ë‰‡ [bc/(c – 1), bc/(c + 1)], c ∈ (0, 1). 
2. ç‡ÈÚË ÍÛ„ B1(s0, r) Ì‡ËÏÂÌ¸¯Â„Ó ‡‰ËÛÒ‡, Ó·Î‡‰‡˛˘ËÈ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË: 

„‡ÌËˆ‡ ÍÛ„‡ B1(s0, r) Í‡Ò‡ÂÚÒfl ÓÍÛÊÌÓÒÚË ∂B ‚ ÚÓ˜ÍÂ , 

B1(s0, r) ÒÓ‰ÂÊËÚ ‚ÒÂ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚË ÙÛÌÍˆËË sF(s). 
3. èÓ ‡‰ËÛÒÛ r Ë ˆÂÌÚÛ s0 = x0 + iy0 Ì‡ÈÚË s1 Ë s2 Ú‡ÍËÂ, ˜ÚÓ 

(9)

4. Ç˚˜ËÒÎËÚ¸ pÓÔÚ = [t(s1) + t(s2)]/2, t(s) = s/(s – b). 
ùÚË ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÓÚÓ·‡ÊÂÌ˚ Ì‡ ÙË„. 2. 

ÖÒÎË Ï˚ ÓÚÍ‡ÊÂÏÒfl ÓÚ Â„ÛÎflÌÓÒÚË Ë ÔÓÒÚ‡‚ËÏ Á‡‰‡˜Û ·ÂÁÛÒÎÓ‚ÌÓÈ ÏËÌËÏËÁ‡ˆËË ,

ÚÓ ÍÛ„ K(p, A(p)) ÌÂ ·Û‰ÂÚ ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú¸ K(0, |t0 |). çÓ Â¯ÂÌËÂ  Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ó-

flÂÚ ÚÂ·Ó‚‡ÌË˛ Re  < 1 ÚÂÓÂÏ˚. Ç ÔÎÓÒÍÓÒÚË s ˝Ú‡ Á‡‰‡˜‡ Â¯‡ÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ. 

1. ç‡ÈÚË ÍÛ„, ÍÓÚÓ˚È ÒÓ‰ÂÊËÚ ‚ÒÂ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚË ÙÛÌÍˆËË sF(s) Ë ‚Ë‰ÂÌ ÔÓ‰ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÏ Û„-
ÎÓÏ ËÁ ÚÓ˜ÍË s = b (ÒÏ. ÙË„. 3). 

2. èÓ ‡‰ËÛÒÛ r Ë ˆÂÌÚÛ s0 Ì‡ÈÚË s1 Ë s2 ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ (9). 

3. Ç˚˜ËÒÎËÚ¸  = [t(s1) + t(s2)]/2, t(s) = s/(s – b). 

pÓÔÚ
t

0

2
---

t
0 2

t1
2

–

t
0 2

a–
-----------------------,=

s̃

s̃

s1 2, s0 rσ, σ± b s0–( )/ b s0– .= =

min
A p( )
1 p–
---------------

pÓÔÚ'

pÓÔÚ'

pÓÔÚ'

popt

t0

–|t0| |t0|

t sB1(s0, r)
s(t0)

s(–|t0|)s(|t0|)
B

îË„. 2.
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6. ÇõóàëãÖçàÖ äéùîîàñàÖçíéÇ êüÑéÇ ãÄÉÖêêÄ 

äÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ak ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ Í‡Í ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl íÂÈÎÓ‡ ÙÛÌÍˆËË ϕ(z): 

çÓ ˝Ú‡ ÙÓÏÛÎ‡ Ï‡ÎÓÔË„Ó‰Ì‡ ‰Îfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËÈ ËÁ-Á‡ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚË Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl ÔÓËÁ‚Ó‰-
Ì˚ı ‚˚ÒÓÍÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡. ÇÏÂÒÚÓ ÌÂÂ Ó·˚˜ÌÓ ÔËÏÂÌfl˛Ú ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚Â ÏÂÚÓ‰˚ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ak

(ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [13]). çÛÊÌ˚Â Ì‡Ï ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ak(p) Ì‡ıÓ‰flÚÒfl Á‡ÚÂÏ ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ (4). é‰Ì‡ÍÓ ÔË
˝ÚÓÏ ÏÓÊÂÚ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ¸ ÔÓÚÂfl ÚÓ˜ÌÓÒÚË. óÚÓ·˚ ËÁ·ÂÊ‡Ú¸ ˝ÚÓ„Ó, ‚‚Â‰ÂÏ ÌÓ‚Û˛ ÔÂÂÏÂÌÌÛ˛
w = z/(1 – pz) Ë ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÙÛÌÍˆË˛ 

íÂÔÂ¸, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl Φ(w), ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ak(p) ÔÓ ÚÂÏ ÊÂ ÒıÂÏ‡Ï, ˜ÚÓ Ë ak.
èË ˝ÚÓÏ ÒÓÍ‡˘‡ÂÚÒfl Ë Ó·˙ÂÏ ‚˚˜ËÒÎÂÌËÈ, Ë ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚ¸, ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘‡fl ÔË ‚˚˜ËÒÎÂÌËË ˜Ë-
ÒÂÎ Ak(p) ÔÓ ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ ÒıÓ‰fl˘ËÏÒfl ak. 

7. ÉÖéåÖíêàóÖëäÄü àçíÖêèêÖíÄñàü åÖíéÑÄ ùâãÖêÄ–äçéèèÄ 

èÓÍ‡ÊÂÏ ÒÌ‡˜‡Î‡,˜ÚÓ äë ËÒıÓ‰ÌÓ„Ó fl‰‡ (2)

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚ÂÎË˜ËÌÓÈ Û„Î‡, ÔÓ‰ ÍÓÚÓ˚Ï ËÁ ÚÓ˜ÍË s = b ‚Ë‰ÂÌ ÌÂÍÓÚÓ˚È ÍÛ„, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÈ
‚ÒÂ sj. 

éÍÛÊÌÓÒÚ¸ |z | = r > 1 ÂÒÚ¸ Ó·‡Á ÓÍÛÊÌÓÒÚË Mr, ÍÓÚÓ‡fl ÔÓıÓ‰ËÚ ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍË s = b/(1 ± r).
ä‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚Â Í ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÈ, ÔÓ‚Â‰ÂÌÌ˚Â ‚ ÚÓ˜Í‡ı ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl Ò ÏÌËÏÓÈ ÓÒ¸˛, ÔÓıÓ‰flÚ ˜ÂÂÁ
ÚÓ˜ÍÛ s = b. èÓ˝ÚÓÏÛ r = 1/(sinβ/2), „‰Â β – Û„ÓÎ, ÔÓ‰ ÍÓÚÓ˚Ï ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸ Mr ‚Ë‰Ì‡ ËÁ ÚÓ˜ÍË s = b.
ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, 

„‰Â βmin – Û„ÓÎ, ÔÓ‰ ÍÓÚÓ˚Ï ‚Ë‰Ì‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸ Mr Ì‡ËÏÂÌ¸¯Â„Ó ‡‰ËÛÒ‡, Ó·Î‡‰‡˛˘‡fl Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË: 
Ì‡ Mr ËÎË ‚ÌÛÚË ÌÂÂ ÒÓ‰ÂÊ‡ÚÒfl ‚ÒÂ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚË ÙÛÌÍˆËË sF(s); 
Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚Â Í Mr, ÔÓ‚Â‰ÂÌÌ˚Â ‚ ÚÓ˜Í‡ı ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl Ò ÏÌËÏÓÈ ÓÒ¸˛, ÔÓıÓ‰flÚ ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍÛ

s = b. 
á‡ÍÎ˛˜ËÏ ÚÂÔÂ¸ ‚ÒÂ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚË ÙÛÌÍˆËË sF(s) ‚ ÍÛ„ K(σ, r), ÍÓÚÓ˚È ‚Ë‰ÂÌ ÔÓ‰ Ì‡ËÏÂÌ¸-

¯ËÏ Û„ÎÓÏ β ËÁ ÚÓ˜ÍË s = b. èÛÒÚ¸ ξ – ÚÓ˜Í‡ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl ÔflÏ˚ı, Ó‰Ì‡ ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ÔÓıÓ‰ËÚ ˜Â-
ÂÁ ˆÂÌÚ s = σ ÍÛ„‡ K(σ, r) Ë ÚÓ˜ÍÛ s = b, ‡ ‰Û„‡fl – ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍË Í‡Ò‡ÌËfl Í ÍÛ„Û K(σ, r) ÔflÏ˚ı,
ÔÓıÓ‰fl˘Ëı ˜ÂÂÁ s = b (ÒÏ. ÙË„. 4, „‰Â ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ÔÎÓÒÍÓÒÚÂÈ w Ë s). 
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ä‡·‡‰Ó‚, êfl·Ó‚

á‡ÏÂÌÓÈ w =  ÔÂÂÌÂÒÂÏ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚Â ÔflÏ˚Â Ì‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌ˚Â ÓÒË ÔÎÓÒÍÓÒÚË w, Ú‡Í ˜ÚÓ

ÚÓ˜Í‡ s = ξ ÔÂÂÈ‰ÂÚ ‚ Ì‡˜‡ÎÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ‡ ÚÓ˜Í‡ s = b ÓÒÚ‡ÌÂÚÒfl Ì‡ ÏÂÒÚÂ. çÓ‚ÓÏÛ ËÁÓ·‡ÊÂÌË˛

G(w) =  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÓË„ËÌ‡Î 

ê‡ÁÎÓÊËÏ ÙÛÌÍˆË˛ g(x) ÔÓ ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡Ï ã‡„Â‡: 

ÓÚÍÛ‰‡ ËÏÂÂÏ

(10)

äÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ck ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ËÁ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl ÙÛÌÍˆËË 

éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

(11)

éÔËÒ‡ÌÌ˚È ÏÂÚÓ‰ ÛÒÍÓÂÌËfl ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ‡‚ÌÓÒËÎÂÌ ÔËÏÂÌÂÌË˛ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ùÈÎÂ‡–
äÌÓÔÔ‡ Ò Ô‡‡ÏÂÚÓÏ ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl p, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ˚Ï ËÁ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÏËÌËÏÛÏ‡ A(p)/ |1 – p |. óÚÓ·˚
Û·Â‰ËÚ¸Òfl ‚ ˝ÚÓÏ, ‚ÒÔÓÏÌËÏ, ˜ÚÓ 

s ξ–
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⎛ ⎞
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∞
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∞
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àÁ ËÁÎÓÊÂÌÌÓ„Ó ‚˚¯Â flÒÌÓ, ˜ÚÓ p = ξ/(ξ – b), ÓÚÍÛ‰‡ ËÏÂÂÏ ξ = bp/(p – 1). èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ξ ‚ (11)
‰‡ÂÚ 

èÓÒÎÂ Á‡ÏÂÌ˚ z = (1 – p)w Ì‡ıÓ‰ËÏ 

ë Û˜ÂÚÓÏ ˝ÚÓ„Ó ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl ÙÓÏÛÎ‡ (10) ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰ (5).
á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 3. ÅÎËÁÍ‡fl Á‡‰‡˜‡ Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓÈ ‰Ó·ÌÓ-ÎËÌÂÈÌÓÈ Á‡ÏÂÌ˚ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í

Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ „ËÔÂ„ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÛÌÍˆËË Ò ˆÂÎ¸˛ ÛÒÍÓÂÌËfl ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ËÒıÓ‰Ì˚ı fl‰Ó‚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Î‡Ò¸ ‚ [14]. 

8. óàëãÖççõÖ ùäëèÖêàåÖçíõ 

ê‡Ò˜ÂÚ˚ ÔÓÍ‡Á‡ÎË, ˜ÚÓ ‚˚·Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ p ÔÓ ÓÔËÒ‡ÌÌÓÈ ÒıÂÏÂ (‚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË) ‰‡-
ÂÚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚È ‚˚Ë„˚¯ ‚ ÒÍÓÓÒÚË ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò ‚˚·ÓÓÏ Ì‡ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ
ÓÒË. çËÊÂ ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ Ò‡‚ÌÂÌËfl ÒÍÓÓÒÚË ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË Ë ÚÓ˜ÌÓÒÚË ÔË ‡ÁÎË˜Ì˚ı
ÁÌ‡˜ÂÌËflı Ô‡‡ÏÂÚ‡ ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl. 

Ñ‡ÎÂÂ p' Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚È Ô‡‡ÏÂÚ ·ÂÁ ÛÒÎÓ‚Ëfl Â„ÛÎflÌÓÒÚË, p'' – ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚È Ô‡-
‡ÏÂÚ, Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡˛˘ËÈ Â„ÛÎflÌÓÒÚ¸ ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl, p''' – ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚È Ô‡‡ÏÂÚ Ì‡ ‚Â˘Â-
ÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÓÒË, p = 0 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Ó·˚˜ÌÓÏÛ ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌË˛. 

Ç Ú‡·ÎËˆÂ ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ , xj = jT/100, j = 0, …, 100  (Sn – ÓÚ-

ÂÁÍË fl‰‡ (5)). äÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ Ak(p) ‚˚˜ËÒÎfl˛ÚÒfl Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ·˚ÒÚÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl
îÛ¸Â (Åèî) ÔÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ÒıÂÏÂ: ëÚÓËÚÒfl ËÌÚÂÔÓÎflˆËÓÌÌ˚È ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ ‰Îfl ÙÛÌÍˆËË

ÔÓ ÛÁÎ‡Ï Ç‡Ì‰ÂÏÓÌ‰‡

wj = exp , j = 1, 2, …, N 

(ÓÌË Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡˛Ú ‡‚ÌÓÏÂÌÛ˛ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ ËÌÚÂÔÓÎflˆËÓÌÌÓ„Ó ÔÓˆÂÒÒ‡ ‚ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ ÍÛ„Â).

ÑÎfl ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËË ˜ËÒÎ‡ ÓÔÂ‡ˆËÈ ‚˚·‡ÌÓ N = . á‡ÚÂÏ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ak(p) ·ÂÛÚÒfl ÔÂ‚˚Â n
ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ Åèî. Ç˚˜ËÒÎÂÌËfl ÔÓ‚Â‰ÂÌ˚ ‚ ÒÂ‰Â MATLAB Ò ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚ¸˛
ÓÍÛ„ÎÂÌËÈ ε ≈ 10–16. íÂÒÚÓ‚˚È ÔËÏÂ ËÏÂÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ËÒıÓ‰Ì˚Â ‰‡ÌÌ˚Â: f (t) = eit + t, F(s) =
= 1/(s – i) + 1/s2, b = 1, T = 20 (Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ T ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ ˜ËÒÎÓ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÔÂ‚ÓÈ ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘ÂÈ
ÙÛÌÍˆËË-ÓË„ËÌ‡Î‡, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÏÛ 1/(s – i) ‚ ËÁÓ·‡ÊÂÌËË, ˜ÚÓ ÔÓÚÂ·ÛÂÚ Í‡Í

ck
1

2πi
-------- b

1 z–
-----------F b

1 p–
1 z–
------------ bp

p 1–
------------+⎝ ⎠

⎛ ⎞ zd

z
k 1+

----------.

C

∫=

ck
1

2πi
-------- 1

1 p–( )k
------------------- b

1 p 1–( )w+
------------------------------F

b 1 pw+( )
1 p 1–( )w+
------------------------------⎝ ⎠

⎛ ⎞ wd

w
k 1+

-----------

C2

∫
Ak p( )

1 p–( )k
-------------------.= =

f x j( ) Sn x j( )– / f x j( )
j

max

Φ w( ) 1
1 pw+
-----------------ϕ w

1 pw+
-----------------⎝ ⎠

⎛ ⎞ Σk 0=
∞

Ak p( )w
k

= =

2πi
N

-------- j
1
2
---–⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎝ ⎠
⎛ ⎞

2
n2log

í‡·ÎËˆ‡

p' p'' p''' p = 0

p 1.46e–001–i3.53e–001 2.50e–001–i2.50e–001 1.55e–015 0

4.1421e–001 4.4721e–001 7.0711e–001 7.0711e–001

25 6.2886e–002 2.3228e–002 5.7838e–001 5.7838e–001

30 2.3364e–003 1.1441e–003 1.1048e–001 1.1047e–001

n = 35 7.7598e–005 4.7562e–005 1.3708e–002 1.3711e–002

40 2.2891e–006 2.8601e–006 2.8243e–003 2.3274e–003

45 4.1833e–007 1.0628e–005 1.0163e–002 7.2566e–003

A p( )
1 p–
---------------

2
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ä‡·‡‰Ó‚, êfl·Ó‚

Û‚ÂÎË˜ÂÌËfl ÚÓ˜ÌÓÒÚË ‚˚˜ËÒÎÂÌËÈ (ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËfl ε), Á‡‚ËÒfl˘ÂÈ ÓÚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÓ„Ó Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó
Ô‡ÍÂÚ‡, Ú‡Í Ë Û‚ÂÎË˜ÂÌËfl ˜ËÒÎ‡ ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı n ‚ ˜‡ÒÚË˜ÌÓÈ ÒÛÏÏÂ; Ó‰Ì‡ÍÓ ÔË ‚˚·‡ÌÌÓÏ ε ÌÂÎ¸Áfl
ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌÓ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡Ú¸ n, Ë·Ó ˝ÚÓ ÔË‚Â‰ÂÚ Í ÔÓÚÂÂ ÚÓ˜ÌÓÒÚË, ˜ÚÓ ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl ÔË n = 45).
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∗) ‰Îfl ‚ÒÂı h ∈ Uδ(h∗) Ë α ∈ (0; α0). ÇÂÍÚÓ h∗ fl‚ÎflÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï Ì‡Ô‡‚-
ÎÂÌËÂÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ X, Ú‡Í Í‡Í ÎÂÊËÚ ‚ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ „ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚË Í X. éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ 
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∂Λ x( ) D x( )∩ ϕ x( )
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∂Λ x*( ) D x*( )∩ ϕ x*( ) x̃
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óÂÌflÂ‚

ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÔË Ï‡Î˚ı α ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ϕ[PrX(x∗ + αh∗)] < ϕ(x∗). çÓ ‚ ÒËÎÛ ÒÊËÏ‡˛˘Â„Ó
Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ ÔÓÂÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó G Ë Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÒÚË ||h∗|| ËÏÂÂÏ

  0,

Ú.Â. ‚ Î˛·ÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË x∗ Ì‡È‰ÂÚÒfl ÚÓ˜Í‡ x ∈ X, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ ϕ(x) < ϕ(x∗), ‡ ÁÌ‡˜ËÚ, x∗ ÌÂ fl‚Îfl-
ÂÚÒfl ÚÓ˜ÍÓÈ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ„Ó ÏËÌËÏÛÏ‡ ϕ(x) Ì‡ X. àÁ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓ„Ó ÔÓÚË‚ÓÂ˜Ëfl ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ 0 ∈
∈ .

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó X ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓ„Ó ‚Ë‰‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡‰‡ÌÓ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Ó„‡ÌË˜Â-
ÌËfl ÚËÔ‡ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ‚ ‚Ë‰Â X = {x ∈ Rn: f(x) = 0}, „‰Â f(x) fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎÓÈ Ë „Î‡‰ÍÓÈ Ì‡ Rn ÙÛÌÍ-
ˆËÂÈ Ë ÔË ÌÂÍÓÚÓÓÏ  ∈ Rn ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ f( ) < 0. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ËÏÂÂÏ

„‰Â f '(x∗) ≠ 0, Ë ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ

èÂ‰ÎÓÊÂÌËÂ 2. ÖÒÎË x∗ – ÚÓ˜Í‡ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ„Ó ÏËÌËÏÛÏ‡ ÙÛÌÍˆËË ϕ(x) Ì‡ X, ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú
˜ËÒÎ‡ λ1, λ2 ∈ R, ÌÂ ‡‚Ì˚Â ÌÛÎ˛ Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ, Ë ‚ÂÍÚÓ c ∈ ∂ϕ(x∗), ÔË ÍÓÚÓ˚ı λ1c + λ2f '(x∗) = 0.

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. èÛÒÚ¸ x∗ – ÚÓ˜Í‡ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ„Ó ÏËÌËÏÛÏ‡ ÙÛÌÍˆËË ϕ(x) Ì‡ X, ÚÓ„‰‡ 0 ∈

∈ , Ú.Â., ‚ ÒËÎÛ [3, Ò. 128], ÔË Î˛·ÓÏ x ∈ Λ(x∗) ∩ D(x∗) ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó
ϕ(x) ≥ ϕ(x∗). èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

ÚÓ, ‚ ÒËÎÛ [4, Ò. 247], ÍÓÌÛÒ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÈ Λ(x∗) ∩ D(x∗) Ë ÍÓÌÛÒ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÈ Û·˚‚‡-
ÌËfl ÙÛÌÍˆËË ϕ(x), ÔÓÒÚÓÂÌÌ˚Â ‰Îfl ÚÓ˜ÍË x∗, ÌÂ ÔÂÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl. àÁ ÓÔËÒ‡ÌËfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı
ÒÓÔflÊÂÌÌ˚ı ÍÓÌÛÒÓ‚ (ÒÏ. [4, Ò. 248, 256]) Ë ÚÂÓÂÏ˚ ÑÛ·Ó‚ËˆÍÓ„Ó–åËÎ˛ÚËÌ‡ (ÒÏ. [4, Ò. 205]) ÒÎÂ-
‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ˜ËÒÎ‡ λ1, λ2 ∈ R, ÌÂ ‡‚Ì˚Â ÌÛÎ˛ Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ, Ë ‚ÂÍÚÓ c ∈ ∂ϕ(x∗), ‰Îfl
ÍÓÚÓ˚ı λ1c + λ2f '(x∗) = 0.

2. óàëãÖççõâ ÄãÉéêàíå êÖòÖçàü áÄÑÄóà

ÑÎfl Â¯ÂÌËfl ÔÓÒÚ‡‚ÎÂÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ÔÂ‰Î‡„‡ÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ‡Î„ÓËÚÏ ÔÓÒÚÓÂÌËfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡-
ÚÂÎ¸Ì˚ı ÔË·ÎËÊÂÌËÈ.

ò‡„ 0. èÓÎ‡„‡ÂÚÒfl k = 0 Ë Á‡‰‡ÂÚÒfl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ d > 0.
ò‡„ 1. èÛÒÚ¸ xk ∈ X ÂÒÚ¸ k-Â ÔË·ÎËÊÂÌËÂ.
ò‡„ 2. ëÚÓflÚÒfl „ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ Λ(xk) Ë ¯‡ D(xk).

ò‡„ 3. ÖÒÎË 0 ∈ , ÚÓ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl Á‡Í‡Ì˜Ë‚‡˛ÚÒfl, ‚ ÔÓÚË‚ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÒÛ-
˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ÔÂÂıÓ‰ Í ¯‡„Û 4.

ò‡„ 4. éÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Ú‡ÍÓÂ εk > 0, ÔË ÍÓÚÓÓÏ 0 ∉  Ë 0 ∈ .

ò‡„ 5. ÅÂÂÚÒfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È ‚ÂÍÚÓ gk ∈ Rn, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÈ ÛÒÎÓ‚ËflÏ 〈n(xk), gk〉 = 0, ||gk || = 1

Ë  < 0.

ò‡„ 6. ç‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â {xk(α) = xk + αgk |α ≥ 0} ∩ Λ(xk) ∩ D(xk) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÚÓ˜Í‡  = (αk),

‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ ϕ( ) – ϕ(xk) ≤ –εk.

ò‡„ 7. á‡‰‡ÂÚÒfl ˜ËÒÎÓ βk ∈ [0; 1] Ë ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÚÓ˜Í‡

ò‡„ 8. èÓÎ‡„‡ÂÚÒfl k := k + 1 Ë ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ÔÂÂıÓ‰ Í ¯‡„Û 1.

x* PrX x* αh*+( )– PrGx* PrG x* αh*+( )– x* x* αh*–( )–≤ α h*= = α → 0

∂Λ x*( ) D x*( )∩ ϕ x*( )

x x

Λ x*( ) x R
n
: f ' x*( ) x x*–,〈 〉  = 0∈{ } Ë n x*( ) f ' x*( ) f ' x*( ) 1–

,= =

∂Λ x*( ) D x*( )∩ ϕ x*( )

x* int D x*( ) Ë x* Λ x*( )∈ ∈ x R
n
: f ' x*( ) x x*–,〈 〉  = 0∈{ },=

∂
Λ xk( ) D xk( )∩

ϕ xk( )

∂εk

Λ xk( ) D xk( )∩
ϕ xk( ) ∂2εk

Λ xk( ) D xk( )∩
ϕ xk( )

∂εk

Λ xk( ) D xk( )∩

∂gk

--------------------------

x̃k x̃k

x̃k

xk 1+ PrG xk βk x̃k xk–( )+[ ].=
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ÖÒÎË ÔË ÌÂÍÓÚÓÓÏ k ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ 0 ∈ , ÚÓ ÚÓ˜Í‡ xk Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÌÂÓ·ıÓ‰Ë-

ÏÓÏÛ ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ„Ó ÏËÌËÏÛÏ‡, ÔË‚Â‰ÂÌÌÓÏÛ ‚˚¯Â. ÖÒÎË 0 ∉ , ÚÓ ‚ ÒËÎÛ

‚˚ÔÛÍÎÓÒÚË Ë ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÒÚË Λ(xk) ∩ D(xk) Ì‡È‰ÂÚÒfl Ú‡ÍÓÂ εk > 0, ÔË ÍÓÚÓÓÏ 0 ∉ 

Ë 0 ∈ . Ç ÒËÎÛ ÔÓÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó ‚ [3, Ò. 129], ‚ÂÍÚÓ gk, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÈ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚Ï
ÛÒÎÓ‚ËflÏ, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ, ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â

Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ Ì‡È‰ÂÚÒfl ÚÓ˜Í‡  = (αk), ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ ϕ( ) – ϕ(xk) ≤ –εk. á‡‰‡˜‡ ÔÓÂÍÚËÓ‚‡ÌËfl
Ì‡ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó G ËÏÂÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Ë ‡‚ÌÓÒËÎ¸Ì‡ Á‡‰‡˜Â ÔÓÂÍ-
ÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ X, Ú‡Í Í‡Í ÚÓ˜Í‡ xk + βk(  – xk) ÔÓ ÔÓÒÚÓÂÌË˛ ÌÂ ÎÂÊËÚ ‚ intG.

é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ yk, s ÔÓÂÍˆË˛ ÚÓ˜ÍË  = xk + (  – xk)/2s Ì‡ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó G
Ë ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚‡ ÒÔÓÒÓ·‡ ‚˚·Ó‡ ˜ËÒÂÎ βk, k = 0, 1, 2, … ëÔÓÒÓ· 1 ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ βk ÔË Í‡Ê-

‰ÓÏ k ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl ‡‚Ì˚Ï , „‰Â sk – ÔÂ‚˚È ËÁ ÌÓÏÂÓ‚ s = 0, 1, 2, …, ÔË ÍÓÚÓÓÏ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

ëÔÓÒÓ· 2 ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ‚˚·ÓÂ βk ËÁ ÛÒÎÓ‚Ëfl

èË Ó·ÓÒÌÓ‚‡ÌËË ‡Î„ÓËÚÏ‡ ·Û‰ÂÏ ÔÓÎ‡„‡Ú¸, ˜ÚÓ

(2.1)

ÅÛ‰ÂÏ Ú‡ÍÊÂ Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ ÔË ‚˚·‡ÌÌÓÏ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË x0 ∈ X ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó M(x0) = {x ∈ X:
ϕ(x) ≤ ϕ(x0)} Ó„‡ÌË˜ÂÌÓ. èÛÒÚ¸ Y – ‚˚ÔÛÍÎ˚È ÍÓÏÔ‡ÍÚ, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÈ ÛÒÎÓ‚Ë˛

íÓ„‰‡ ËÁ ÔÓÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó ‚ [3, Ò. 62] ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

(2.2)

ëÌ‡˜‡Î‡ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ ̃ ËÒÎ‡ βk, k = 0, 1, 2, …, ‚˚·Ë‡˛ÚÒfl ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÒÔÓÒÓ·Û 1. èË
Í‡Ê‰ÓÏ k ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ϕ( ) – ϕ(xk) ≤ –εk, ‡ ÁÌ‡˜ËÚ, ‚ ÒËÎÛ ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚË ϕ(x) Ì‡ Rn, ÒÔ‡-
‚Â‰ÎË‚˚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

(2.3)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ yk, s – ÔÓÂÍˆËfl ÚÓ˜ÍË  Ì‡ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó G, ÚÓ ‚ÂÍÚÓ˚ n(yk, s) Ë hk, s =  – yk, s

ËÏÂ˛Ú Ó‰ÌÓ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ, ÔË ˝ÚÓÏ 〈n(yk, s), xk – yk, s〉 ≤ 0, Ú‡Í Í‡Í xk ∈ G. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ  ∈ Λ(xk) ∩ D(xk)
Ë xk, yk, s ∈ X ⊂ G, ÚÓ Ò Û˜ÂÚÓÏ ÒÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó ‚˚¯Â, ÒÊËÏ‡˛˘Â„Ó Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÔÓÂÍÚËÓ‚‡ÌËfl, ÛÒÎÓ-
‚Ëfl (2.1) Ë ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ äÓ¯Ë–ÅÛÌflÍÓ‚ÒÍÓ„Ó ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ ÒÎÂ‰Û˛˘‡fl ˆÂÔÓ˜Í‡ ‡‚ÂÌÒÚ‚ Ë ÌÂ‡-
‚ÂÌÒÚ‚:

∂
Λ xk( ) D xk( )∩

ϕ xk( )

∂
Λ xk( ) D xk( )∩

ϕ xk( )

∂εk

Λ xk( ) D xk( )∩
ϕ xk( )

∂2εk

Λ xk( ) D xk( )∩
ϕ xk( )

xk α( ) = xk αgk α 0≥+{ } Λ xk( ) D xk( )∩ ∩

x̃k x̃k x̃k

x̃k

xk s, x̃k

1/2
sk

ϕ yk s,( ) ϕ xk( )– 0.5εk/2
s
.–≤

ϕ PrG xk βk x̃k xk–( )+( )[ ] ϕ PrG xk β x̃k xk–( )+( )[ ]
0 β 1≤ ≤
min .=

N∃ 0 x, y∀ X: n x( ) n y( )– N x y– .≤∈>

x∀ M x0( ): D x( ) Y .⊂∈

L∃ 0 x, y∀ Y : ϕ x( ) ϕ y( )– L x y– .≤∈>

x̃k

ϕ xk s,( ) ϕ xk( ) εk/2
s
, s–≤ 0 1 2 …, , ,=

xk s, xk s,

xk s,

xk s, yk s,– xk s, yk s,–
1–

xk s, yk s,– xk s, yk s,–,〈 〉 n yk s,( ) xk s, yk s,–,〈 〉  == =

=  n yk s,( ) xk s, xk–,〈 〉 n yk s,( ) xk yk s,–,〈 〉 n yk s,( ) xk s, xk–,〈 〉  =≤+

=  n yk s,( ) xk s, xk–,〈 〉 n xk( ) xk s, xk–,〈 〉– n yk s,( ) n xk( )– xk s, xk–,〈 〉 ≤=

≤ n yk s,( ) n xk( )– xk s, xk– N yk s, xk– xk s, xk– ≤≤

≤ N xk s, xk–
2

Nd
2
/ 2

s( )
2
, k≤ 0 1 2 …, s, , , 0 1 2 …, , ,= =
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óÂÌflÂ‚

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ  ∈ Y, ÚÓ, ‚ ÒËÎÛ (2.2) Ë (2.3), ÔË δ =  ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x ∈ Uδ( ) ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÌÂ-

‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ϕ(x) ≤ ϕ(xk) – 0.5εk/2s. êÂ¯‡fl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó  >  ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ s, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ s >

> , ÓÚÍÛ‰‡ ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÔË Ì‡È‰ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı s ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ϕ(yk, s) ≤

≤ ϕ(xk) – 0.5εk/2s. éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÔË Í‡Ê‰ÓÏ k ‚˚ÔÓÎÌÂÌËfl ÛÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ Û‰‡ÂÚÒfl
‰Ó·ËÚ¸Òfl ÔË ÍÓÌÂ˜ÌÓÏ s.

Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË ÒÓ ÒÔÓÒÓ·ÓÏ 1, ÔË Í‡Ê‰ÓÏ k ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â xk + 1 ·ÂÂÚÒfl ÚÓ˜Í‡ , „‰Â sk – Ì‡Ë-

ÏÂÌ¸¯ÂÂ ËÁ ˜ËÒÂÎ s = 0, 1, 2, …, ÔË ÍÓÚÓÓÏ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ϕ(yk, s) – ϕ(xk) ≤ –0.5εk/2s,
ÔÓ˝ÚÓÏÛ

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ϕ(xk + 1) – ϕ(xk) ≤ –0.5εk/  Ë εk ≥ 0 ÔË k = 0, 1, 2, …, ÚÓ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ {ϕ(xk)}
ÌÂ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ. éÚÒ˛‰‡, ËÁ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚË ϕ(x), ÍÓÚÓ‡fl ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ ËÁ ÂÂ ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚË Ì‡ Rn, Ë ÍÓÏ-

Ô‡ÍÚÌÓÒÚË M(x0) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ εk/   0. çÓ sk ≤ , ÔÓ˝ÚÓÏÛ /(4NLd2)  0, Ú.Â.

εk  0. Ç ÒËÎÛ [3, Ò. 128], ˝ÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ

  0. (2.4)

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ, ‰‡ÎÂÂ, ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ ˜ËÒÎ‡ βk, k = 0, 1, 2, …, ‚˚·Ë‡˛ÚÒfl ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÒÔÓÒÓ·Û 2, Ú.Â.
ÔË Í‡Ê‰ÓÏ k ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

„‰Â, ‚ ÒËÎÛ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚË ϕ(x) Ë ÒÊËÏ‡˛˘Â„Ó Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÔÓÂÍÚËÓ‚‡ÌËfl, ÏËÌËÏÛÏ ‚ÒÂ„‰‡ ‰ÓÒÚË-
„‡ÂÚÒfl. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ βk ∈ [0; 1] ‚˚·Ë‡ÂÚÒfl ËÁ ÛÒÎÓ‚Ëfl Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Â„Ó Û·˚‚‡ÌËfl ϕ(x), ÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

ϕ(xk + 1) – ϕ(xk) ≤ –0.5εk/ , „‰Â sk ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚Ï ‚˚¯Â Ó·‡ÁÓÏ, ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚Ï
ÔË Í‡Ê‰ÓÏ k. éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ εk  0 Ë {xk} Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ (2.4).

3. ÑéäÄáÄíÖãúëíÇé ëïéÑàåéëíà ÄãÉéêàíåÄ

Ç˚¯Â ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ÔË Í‡Ê‰ÓÏ ËÁ ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌ˚ı ÒÔÓÒÓ·Ó‚ ‚˚·Ó‡ ˜ËÒÂÎ βk, k = 0, 1,
2, …, ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ {ϕ(xk)} ÌÂ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ {xk} ÎÂÊËÚ ‚ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÏ
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â M(x0), ‡ ÁÌ‡˜ËÚ, ËÏÂÂÚ ıÓÚfl ·˚ Ó‰ÌÛ ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ. èÛÒÚ¸ x∗ – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÔÂ-

‰ÂÎ¸Ì‡fl ÚÓ˜Í‡, ‡ { } – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÂÈ ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸. èÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ 0 ∈

∈ .

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÔÓÚË‚ÌÓÂ. íÓ„‰‡ ‚ ÒËÎÛ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚË ÙÛÌÍˆËË ϕ(x) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÓ˜Í‡  ∈
∈ Λ(x∗) ∩ intD(x∗), ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ ÔË ÌÂÍÓÚÓÓÏ ε > 0 ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ϕ( ) < ϕ(x∗) – ε.

é·ÓÁÌ‡˜Ë‚ ˜ÂÂÁ  ÔÓÂÍˆË˛ ÚÓ˜ÍË  Ì‡ „ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ Λ( ), m = 0, 1, 2, …, ÔÓÎÛ˜ËÏ

„‰Â ‚ÚÓÓÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ‡‚ÌÓ ÌÛÎ˛, Ú‡Í Í‡Í  ∈ Λ( ), ‡ ‚ ÔÂ‚ÓÏ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÏ ‚ÂÍÚÓ˚ n( ) Ë

 =  –  ËÏÂ˛Ú Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÂ ËÎË ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓÂ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ. àÁ ÒÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

xk s,
0.5εk

2
s
L

------------ xk s,

0.5εk

2
s
L

------------ Nd
2

2
s( )

2
-----------

2NLd
2

εk

----------------2log

yk sk,

sk 1 2NLd
2

εk

----------------2log+≤ 4NLd
2

εk

----------------.2log=

2
sk

2
sk

k → ∞
4NLd

2

εk

----------------2log εk
2

k → ∞

k → ∞

ϕ xk( ) ϕ x( )
x Λ xk( ) D xk( )∩∈

min–
k → ∞

ϕ xk 1+( ) ϕ PrG xk β x̃k xk–( )+( )[ ]
0 β 1≤ ≤
min ,=

2
sk

k → ∞

xkm

∂Λ x*( ) D x*( )∩ ϕ x*( )
x

x

zkm
x xkm

n xkm
( ) x xkm

–,〈 〉 n xkm
( ) x zkm

–,〈 〉 n xkm
( ) zkm

xkm
–,〈 〉 ,+=

zkm
xkm

xkm

hkm
x zkm

n xkm
( ) x xkm

–,〈 〉 n xkm
( ) x zkm

–,〈 〉 x zkm
–

1–
x zkm

– x zkm
–,〈 〉 x zkm

– .= = =
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èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ 〈n(x∗),  – x∗〉 = 0,   x∗, Ë ‚ÂÍÚÓ-ÙÛÌÍˆËfl n(x) ÌÂÔÂ˚‚Ì‡, ÚÓ   0,

ÓÚÍÛ‰‡ ‚ ÒËÎÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡  < d Ë ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚË ÙÛÌÍˆËË ϕ(x) ÔË ·ÓÎ¸¯Ëı m ËÏÂÂÚ ÏÂ-
ÒÚÓ ||  – || < d Ë ϕ( ) < ϕ( ) – ε. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ε > 0, ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ÔË ·ÓÎ¸-

¯Ëı m Ì‡È‰ÛÚÒfl Ú‡ÍËÂ ÚÓ˜ÍË  ∈ Λ( ) ∩ D( ), ˜ÚÓ ϕ( ) < ϕ( ) – ε. èÓÎÛ˜ÂÌÓ ÔÓÚË‚ÓÂ-

˜ËÂ Ò (2.4), ÓÚÍÛ‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ 0 ∈ .

Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‰ÓÍ‡Á‡ÌÓ
èÂ‰ÎÓÊÂÌËÂ 3. ÖÒÎË ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ (2.1), ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó M(x0) Ó„‡ÌË˜ÂÌÓ Ë ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡-

ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ {xk} ÔÓÒÚÓÂÌ‡ ÔÓ ÔË‚Â‰ÂÌÌÓÏÛ ‡Î„ÓËÚÏÛ ÔË Ó‰ÌÓÏ ËÁ ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌ˚ı ÒÔÓÒÓ·Ó‚
‚˚·Ó‡ ˜ËÒÂÎ βk, k = 0, 1, 2, …, ÚÓ Î˛·‡fl ÔÂ‰ÂÎ¸Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ x∗ ˝ÚÓÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË Û‰Ó-
‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÏÛ ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ„Ó ÏËÌËÏÛÏ‡, ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡ÌÌÓÏÛ ‚ ÔÂ‰ÎÓÊÂÌËË 1.

ÖÒÎË X = {x ∈ Rn: f(x) = 0}, „‰Â f(x) fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎÓÈ Ë „Î‡‰ÍÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ, ÚÓ, ‚ ÒËÎÛ ÔÂ‰ÎÓ-
ÊÂÌËfl 2, ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË x∗ Ì‡È‰ÛÚÒfl ˜ËÒÎ‡ λ1, λ2 ∈ R, ÌÂ ‡‚Ì˚Â ÌÛÎ˛ Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌ-
ÌÓ, Ë ‚ÂÍÚÓ c ∈ ∂ϕ(x∗), ÔË ÍÓÚÓ˚ı ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ λ1c + λ2f '(x∗) = 0.

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ. Ç‚Â‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÂ

åÌÓÊÂÒÚ‚Ó T(x) fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï Ë Á‡ÏÍÌÛÚ˚Ï Ë ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ n-ÏÂÌ˚È ÍÛ· Ò ̂ ÂÌÚÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ x. ÑÎfl Î˛·Ó„Ó

x ∈ X ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‚ÍÎ˛˜ÂÌËÂ D(x) ⊂ T(x), ‡ ÔË Î˛·ÓÏ y ∈ T(x) ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ||x – y || ≤ . çÂÚÛ‰ÌÓ ÔÓ-
‚ÂËÚ¸, ˜ÚÓ ÂÒÎË ‚ ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌÓÏ ‡Î„ÓËÚÏÂ Á‡ÏÂÌËÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ D(xk) Ì‡ T(xk) ‰Îfl ‚ÒÂı k, ÚÓ ÔÓ‚Â‰ÂÌÌ˚Â ‡ÒÒÛÊ‰Â-
ÌËfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‚˚·Ó‡ ˜ËÒÂÎ βk, k = 0, 1, 2, …, Ë ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ‡Î„ÓËÚÏ‡ ÓÒÚ‡ÌÛÚÒfl ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ÏË. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,
ÏÓÊÌÓ „Ó‚ÓËÚ¸ Ó ‰‚Ûı ‚‡Ë‡ÌÚ‡ı ‡·ÓÚ˚ ‡Î„ÓËÚÏ‡: ‚ ÔÂ‚ÓÏ ËÁ ÌËı Ì‡ Í‡Ê‰ÓÈ ËÚÂ‡ˆËË ÒÚÓËÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Λ(xk) ∩
∩ D(xk), ‚Ó ‚ÚÓÓÏ – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Λ(xk) ∩ T(xk). Ç Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ÚÓ„Ó, ‰Îfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚-ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ Í‡ÍÓ„Ó ‚Ë‰‡ ÔÓ˘Â
Â¯‡Ú¸ Á‡‰‡˜Ë Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl ˜ËÒÎ‡ εk Ë ‚ÂÍÚÓ‡ gk, ‚˚·Ë‡ÂÚÒfl ÚÓÚ ËÎË ËÌÓÈ ‚‡Ë‡ÌÚ.

éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Á‡‰‡˜Ë Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl ˜ËÒÎ‡ εk, ‚ÂÍÚÓ‡ gk, ÚÓ˜ÍË  Ë Á‡‰‡˜‡ ÔÓÂÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó G, Â¯‡ÂÏ˚Â ‚ ÔÓˆÂÒÒÂ ‚˚ÔÓÎÌÂÌËfl ‡Î„ÓËÚÏ‡, ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÎÓÊÌ˚-
ÏË, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ‰Îfl Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ÏÂÚÓ‰‡ ÚÂ·ÛÂÚÒfl ‡Á‡·ÓÚÍ‡ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸Ì˚ı
‡Î„ÓËÚÏÓ‚, Û˜ËÚ˚‚‡˛˘Ëı ÒÔÂˆËÙËÍÛ ÍÓÌÍÂÚÌ˚ı Á‡‰‡˜ ÏËÌËÏËÁ‡ˆËË. éÚ ‡Î„ÓËÚÏ‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ
ÓÊË‰‡Ú¸ ·ÓÎÂÂ ·˚ÒÚÓÈ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË, ÂÒÎË ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ‚ÂÍÚÓ‡ gk ÔË Í‡Ê‰ÓÏ k ·‡Ú¸ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ
ÛÒÎÓ‚ÌÓ„Ó εk-Ì‡ËÒÍÓÂÈ¯Â„Ó ÒÔÛÒÍ‡ ÙÛÌÍˆËË ϕ(x) ‚ ÚÓ˜ÍÂ xk Ì‡ Λ(xk) ∩ D(xk) ËÎË Λ(xk) ∩ T(xk). ç‡-
ıÓÊ‰ÂÌËÂ Ú‡ÍÓ„Ó Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl, Ó‰Ì‡ÍÓ, ÚÂ·ÛÂÚ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸Ì˚ı Á‡Ú‡Ú.
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МОНИТОРИНГ ЗАРАЖЕННОСТИ КЛЕЩЕЙ 
ВОЗБУДИТЕЛЯМИ ЛАЙМ-БОРРЕЛИОЗА В РЕКРЕАЦИОННОЙ ЗОНЕ 

НОВОСИБИРСКА 

Õ‡ÒÚÓˇ˘‡ˇ р‡·ÓÚ‡ ÔÓÒ‚ˇ˘ÂÌ‡ ËÁÛ˜ÂÌË˛ Á‡р‡ÊÂÌÌÓÒÚË ÍÎÂ˘ÂÈ Ixodes persulcatus Schulze ÒÔËрÓıÂÚ‡-
ÏË Borrelia burgdorferi s. l. »ÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÎËÒ¸ ÍÎÂ˘Ë, ÓÚÎÓ‚ÎÂÌÌ˚Â ‚ÂÒÌÓÈ 2003 Ë 2005 „. ‚ рÂÍрÂ‡ˆËÓÌÌÓÈ 
ÁÓÌÂ ÕÓ‚ÓÒË·ËрÒÍÓ„Ó Ì‡Û˜ÌÓ„Ó ˆÂÌÚр‡. »ÌÙËˆËрÓ‚‡ÌÌÓÒÚ¸ ÍÎÂ˘ÂÈ ÒÔËрÓıÂÚ‡ÏË ÓÔрÂ‰ÂÎˇÎË ÏÂÚÓ‰ÓÏ 
Ó‰ÌÓр‡ÛÌ‰Ó‚ÓÈ œ÷—. «‡р‡ÊÂÌÌÓÒÚ¸ ÍÎÂ˘ÂÈ ÒÓÒÚ‡‚ËÎ‡ 31,7 ± 6,0 % ‚ 2003 „. Ë 21,2 ± 2,3 % ‚ 2005 „. 
”ÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌÌÓÈ ÔÓÔÛÎˇˆËË ÍÎÂ˘ÂÈ ˆËрÍÛÎËрÛ˛Ú ÚÓÎ¸ÍÓ ‰‚‡ „ÂÌÓ‚Ë‰‡ ·ÓррÂÎËÈ: Bor-
relia garinii Ë Borrelia afzelii, ÔрË˜ÂÏ ÔÂр‚˚È ÚËÔ ÒÔËрÓıÂÚ ÓÍ‡Á‡ÎÒˇ ÔрÂÓ·Î‡‰‡˛˘ËÏ (·ÓÎÂÂ 70 %). 

 Î˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡: Ixodes persulcatus, Borrelia, À‡ÈÏ-·ÓррÂÎËÓÁ. 

Лайм-боррелиоз (син.: иксодовый клеще-
вой боррелиоз, болезнь Лайма) – трансмис-
сивное природно-очаговое инфекционное 
заболевание, передаваемое человеку 
с укусами иксодовых клещей (Ixodes persul-
catus Schulze). Возбудителями Лайм-бор-
релиоза (ЛБ) являются спирохеты трех гено-
видов, относящихся к комплексу Borrelia 
burgdorferi sensu lato (s. l.): B. burgdorferi 
sensu stricto (s. s.), B. afzelii и B. garinii. Каж-
дый из этих геновидов вызывает свойствен-
ные для него клинические формы заболева-
ния: артрит, нейроборрелиоз, хронический 
атрофический дерматит соответственно [1]. 
Еще в 90-х годах прошлого века было уста-
новлено, что в популяциях иксодовых кле-
щей, распространенных на территории Рос-
сии, циркулируют только два геновида бор-
релий: B. garinii и B. аfzelii с доминирующим 
распространением первого [2; 3]. Однако 
уже в 2001 г. появились сообщения об обна-
ружении геновида B. burgdorferi s. s. в от-
дельных популяциях клещей I. persulcatus 
Schulze в европейской части России 
[4–6], что свидетельствует о распростране-
нии этого геновида с территории Западной 
Европы на восток. 

Таким образом, ежегодный мониторинг 
зараженности иксодовых клещей возбуди-
телями ЛБ на урбанизированных террито-
риях России важен как для оценки эпиде-
миологического состояния по ЛБ, так и для 

прогноза заболеваемости, форм болезни 
и ее течения. В связи с этим целью работы 
явилось исследование зараженности клещей 
I. persulcatus, населяющих рекреационную 
зону Новосибирского научного центра (Со-
ветский район г. Новосибирска), спирохе-
тами Borrelia burgdorferi s. l. и определение 
геновидового состава спирохет. 

Материал и методы 

Сбор клещей Ixodes persulcatus Schulze 
проводили в лесопарковой зоне Новосибир-
ского научного центра в мае 2003 и 2005 г. 
Исследовано 210 и 306 взрослых особей 
обоих полов соответственно. 
Культивирование боррелий проводили 

в среде BSK-II, содержащей налидиксовую 
кислоту и рифампицин, используя два раз-
личных способа [7; 8]. В первом случае 
в качестве посевного материала использо-
вали гомогенат клещей. Каждого клеща 
(всего 150 особей, по 5 особей на культуру 
и мышь) стерилизовали 70 % спиртом, го-
могенизировали в физрастворе и получен-
ный гомогенат инокулировали в среду BSK-II. 
Во втором случае гомогенат клеща инъеци-
ровали внутрибрюшинно белой беспород-
ной мыши (всего 25 мышей). Мышей после 
инъекций содержали 20 дней в виварии 
и затем забивали. Кровь, сердце и мочевой 
пузырь животных стерильно извлекали 
и помещали в среду BSK-II. 
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Культивирование как гомогената кле-
щей, так и органов инфицированных
в среде BSK-II длило
32 ± 1 °С, после чего культуры пересевал
на свежую среду и выращивали еще 15 дней. 
Выделение суммарного препарата нук-

леиновых кислот из
водили
цио
формной экстракции [9]. Клетки 
осаждали центрифугированием, ресуспен-

оса
по

 к д

реза в 1,5 % агарозном 
гел

Электрофорез ДНК в ПААГ и агарозном 

стого этидия и визуально анализировали, 
при освещении ультра-
 волны 312 нм на цифро-

 

-
помощью обнаружения геномных 

ой 
спользовали специфичную для 

представителей комплекса B. burgdorferi 

ПЦР, реак-
цию  ДНК внут-
рен лнительной парой 
соо

л

., обнаружен-
ных в исследованных клещах, проводили 

 

 мышей 
сь 30 дней при 

фотографировали 
фиолетом с длиной

и вой фотоаппарат с соответствующим свето-
фильтром. 

 культур боррелий про-
 с использованием гуанидинизотио-

ната и последующей фенольно-хлоро-
бактерий 

Результаты исследования
и обсуждение 

Зараженность клещей боррелиями оце
нивали с 

дировали в 4 М растворе гуанидинизотио-
ционата и инкубировали 30 мин при 60 °С. 
Затем проводили фенольно-хлороформную 
экстракцию, ДНК осаждали из водной фазы 
равным объемом изопропилового спирта, 

ДНК спирохет методом ПЦР. Способ вклю-
чал выделение суммарного препарата ДНК 
из каждого клеща и последующее выявле-
ние в нем геномной ДНК боррелий с помо-
щью ПЦР. В качестве амплифицируем

док промывали дважды 70 % этанолом, мишени и
дсушивали на воздухе и растворяли 

в 50 мкл ТЕ-буфера. Препараты ДНК хра-
нили в ТЕ-буфере при –20 °С. Для ПЦР ис-
пользовали по 3 мкл препарата на 30 мкл 
реакционной смеси. 
Выделение суммарного препарата нук-

леиновых кислот из клещей. ДНК выделяли 
только из живых клещей. Каждого клеща 
гомогенизировали в 100 мкл 4 М раствора 
гуанидинтиоционата, содержащего глико-
ген, прогревали при 60 °С в течение часа 
в твердотельном термостате. Далее ДНК 
очищали так же, как и в предыдущей мето-
дике выделения ДНК. 
Обнаружение ДНК боррелий с помощью 

ПЦР проводили по методике [10] с некото-
рыми модификациями [3]. Ампликоны ана-
лизировали в 6 % полиакриламидном геле 
(ПААГ) или 1,5 % агарозном геле. 
Генотипирование боррелий осуществля-

ли двумя методами. Один из них основан на 
однораундовой ПЦР, в которой в качестве 
обнаруживаемой мишени служили гены 
лизил-тРНК синтетазы (класс I), специфич-
ные для аж ого из трех геновидов спиро-
хет (B. burgdorferi s. s., B. garinii и B. afzelii) 
[11]. Продукты ПЦР анализировали с по-
мощью электрофо

е. Второй метод основан на анализе по-
лиморфизма длин рестрикционных фраг-
ментов (ПДРФ), получаемых гидролизом 
ампликонов межгенной области rrf-rrl рест-
риктазой MseI или Tru9I [10]. Продукты 
гидролиза анализировали в 6 % ПААГ. 

s. l. межгенную область генов рибосомаль-
ных 5S (rrf) и 23S (rrl) РНК [10]. Продукты 
ПЦР анализировали в 6 % ПААГ. В случае 
положительного ответа длина ампликона 
составляет 250–270 п. н. Для выявления 
ложноотрицательных результатов анализа, 
обусловленных присутствием в препарате 
исследуемой ДНК ингибиторов 

 проводили в присутствии
него контроля с допо
тветствующих ей праймеров. В качестве 

ДНК внутреннего контроля использовали 
ампликон фрагмента генома вируса гепати-
та В (HBV). Размер ампликона, получаемо-
го на ДНК внутреннего контроля, составля-
ет 1 е50 п. н. В качеств  положите ьного кон-
троля в ПЦР использовали геномную ДНК 
B. burgdorferi s. s. эталонного штамма В31, 
размер ампликона межгенной области rrf-rrl 
которого составляет 250 п. н. Представлены 
результаты типичного анализа образцов 
ДНК клещей на присутствие в них геном-
ных ДНК боррелий (рис. 1). 

На дорожках 4, 7, 8 и 12 присутствует 
полоса продукта ПЦР, соответствующего 
по своему размеру ампликону межгенной 
области rrf-rrl (~ 250 п. н.). Иными словами, 
в образцах ДНК клещей присутствовала 
ДНК спирохет B. burgdorferi s. l. 

В целом за 2003 и 2005 гг. нами были 
проанализированы 516 клещей (табл.). 

Определение геновидовой принадлежно-
сти спирохет B. burgdorferi s. l

геле проводили по общепринятым методи-
ми-

с помощью двух методов генотипирования
их геномных ДНК. кам [9]. Гель окрашивали раствором бро
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Рис. 1. Электрофореграмма продуктов амплифика-
ии межгенной области rrf-rrl, полученных методом 
ЦР на образцах ДНК, выделенных из клещей. Элек-
рофорез ДНК проводили в 6 % полиакриламидном 
еле. 

1 – отрица

 

ц
П
т
г

тельный контроль; 2 – маркерная ДНК 
(pBR322 гидролизованная рестриктазой AluI); 3–14 – 
прод атах ДНК кле-
щей НК B. burgdor-
feri s ительный контроль) 

tus,
ови

ЦР

укты ПЦР, полученные на препар
; 15 – продукт ПЦР на геномной Д
. s. шт. B31 (полож

Заражённость взрослых клещей I. persulca
в 2003 и 2005 гг., различными ген

П

 отловленных в рекреационной зоне ННЦ 
дами спирохет B. burgdorferi s. l. 
Количество генотипированных 

-позитивных образцов ДНК из клещей Год Кол-во 
клещей 

Доля ПЦР-
позитивных 
клещей, % сумма

кол-
рн
во
ое
 

B. garinii 
NT29 

B. garinii 
20047T B. afzelii B. garinii

+ B. afzelii
2003 210 31,7 ± 6,0 37 10 14 3 10 
2005 306 21,2 ± 2,3 64 8 31 15 10 
Всего 516 22,6 ± 4,4 101 18 45 18 20 
 

Первый способ генотипирования осуще-
ствляли путем однораундовой ПЦР, в кото-
рой в качестве обнаруживаемой мишени 
слу

ов органов и тканей 
(се

ты нук-
леи

пли-
ко

  

ванный в рабо-
те 

л
ляет иден-

тифицироват
вля-

етс

наружения и типирова-

раты ДНК 4-х исследованных культур со-
держат геномные ДНК спирохет геновида 
B. garinii (дорожки 2–5), одной культуры 
B. afzelii (дорожка 6) и одной культуры – 
смесь геномных ДНК B. garinii и B. afzelii 
(дорожка 7). 

В целом, в результате проведенного ана-
лиза 73-х культур только в 37-и обнаруже-
ны и типированы спирохеты B. burgdorferi 
s. l. В 24-х культурах идентифицированы 
спирохеты геновида B. garinii, в 3-х – 
B. afzelii и в 10-и культурах – спирохеты 
обоих геновидов. Геновид B. burgdorferi s. s. 
не был обнаружен ни в одной из исследо-
ванных культур. 

В завершение этого эксперимента после 
проведения второго пассажа культивирова-
ния были получены 23 культуры западно-
сибирских изолятов B. burgdorferi s. l., ко-
торые были заложены в музей бактериаль-
ных культур. 

Таким образом, использо

жили гены лизил-тРНК синтетазы 
(класс I) спирохет B. burgdorferi s. l. [11]. 
Сначала этот способ был апробирован в 
экспериментах по обнаружению и типиро-
ванию геномных ДНК спирохет, получен-
ных культивированием. Нами было прове-
дено культивирование в среде BSK-II гомо-
генатов взрослых особей клещей I. persul-
catus, а также кусочк

рдце, мочевой пузырь, кровь) мышей, 
инфицированных гомогенатами клещей 
(всего 73 культуры). По окончанию культи-
вирования, из части объема каждой культу-
ры выделяли суммарные препара

новых кислот для обнаружения геном-
ных ДНК спирохет B. burgdorferi s. l. и ге-
нотипирования изолятов. Продукты ПЦР 
анализировали с помощью электрофореза 
в 1,5 % агарозном геле. О присутствии 
в культуре спирохет и их геновидовой при-
надлежности судили по наличию амплико-
на, имеющего размер, специфичный для 
каждого геновида: B. burgdorferi s. s. (709 п. н.), 
B. garinii (856 п. н.) и B. afzelii (619 п. н.) 
(рис. 2). 

На дорожках электрофореграммы выде-
ляются отчетливые полосы ампликонов  
размером ~ 850–860 п. н. (дорожки 2–5), 
~ 620–630 п. н. (дорожка 6) и двух ам

метод выявления и типирования геном-
ных ДНК спирохет B. burgdorferi s. l. [11] 
является сравнительно простым, информа-
тивным и быстрым, может применяться для 
анализа ку ьтивируемых изолятов борре-
лий. Однако этот метод не позво

ь геномные группы спирохет 
внутри геновида B. garinii, что предста

я важным для изучения распространения 
спирохет этого геновида на обследуемых 
территориях. Кроме того, судя по результа-
там наших исследований, метод не прием-
лем для прямого об

нов, имеющих размеры ~ 850–860 п. н.  
и ~ 620–630 п. н. (дорожка 7). Результаты 
анализа свидетельствуют о том, что препа-
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Рис. 2. Электрофореграмма продуктов ПЦР, осу-
ществляемой на препаратах ДНК культур, исследуе-
мых на наличие геномных ДНК спирохет B. burgdorferi 
s. l. и определение их геновидовой принадлежности по 
методике [11]. Электрофорез ампликонов в 1,5 % ага-
розном геле. 

1, 8 – маркеры молекулярных масс (100–1000 п. н.); 
2–7 – продукты ПЦР, полученные на препаратах ДНК 
исследуемых культур; 2–5 – культуры геновида 
B. garinii (размер ампликона 856 п. н.); 6 – культура 
геновида B. afzelii (размер ампликона 619 п. н.); 7 – 
смесь культур геновидов B. garinii и B. afzelii 

Рис. 3. Электрофореграмма рестриктных фрагмен-
ых в процессе генотипирования анализи-тов, полученн

руемых образцов g  методике
[10] трофо дили илами
ном

1, 12 – маркеры молекуляр ; 2 
 межгенно асти rr а B. bur
s. s. шт. В дролиз амплик
ой облас rrl гено orferi s

т. В31 гидролизованный рестриктазой MseI; 4–11 – 
амп  

 

 ДНК B. bur
рез прово

dorferi s. l. по
 в 12 % полиакр

ных масс ДНК

 
д-. Элек

 геле. 
– ам-

f-rrl геновид g-пликон й обл
dorferi 31 неги ованный; 3 – он 

ти rrf- вида B. burgd . s. межгенн
ш

ликоны межгенной области rrf-rrl анализируемых
образцов ДНК B. burgdorferi s. l., гидролизованные
рестриктазой MseI 
 

ния спирохет B. burgdorferi s. l. епосредст-
венно в гомогенатах клещей. Как правило, 
при анализе продуктов ПЦР, полученных на 
препаратах ДНК, выделенных из гомогена-
та клещей, на электрофореграммах выявля-
ется большое количество полос, соответст-
вующих ампликонам различных размеров. 
Наблюдаемая гетерогенность ампликонов, 
по-видимому, обусловлена неспецифиче-
ским связыванием праймеров с фрагмента-
ми геномной ДНК клещей. 

В связи с изложенным, для генотипиро-
вания геномных ДНК боррелий, выделен-
ных непосредственно из клещей, мы ис-
пользовали более трудоемкий метод, пред-
ложенный D. Postic и др. [10]. Он основан 
на анализе полиморфизма длин рестрикт-
ных фрагментов, получен ых гидролизом 
ампликонов межгенной области rrf-rrl рест-
риктазой MseI или Tru9I. Представителям 
каждого геновида и геномной группы спи-
рохет B. burgdorferi s. l. свойственен опре-
деленный набор отличающихся по размерам 
рестриктн

н

 

н

ых фрагментов ампликона меж-
ген

). 

 

 (см. табл.). Десять кле-
ще

ной области rrf-rrl [10]. Таким образом, 
по результатам электрофоретического ана-
лиза полученных рестриктов можно судить 
о геновидовой принадлежности боррелий, 
содержащихся в исследуемом клеще. С ис-
пользованием этого метода исследованы 
образцы ДНК, выделенные из 64-х клещей, 

в которых, по данным ПЦР-анализа, обна-
ружена геномная ДНК спирохет B. burgdor-
feri s. l. (рис. 3

Судя по картине электрофореза образцов 
ДНК, гидролизованных рестриктазой MseI 
(см. рис. 3), два исследуемых образца (до-
рожки 4 и 11) содержали геномную ДНК 
спирохет, относящихся к геновиду B. afzelii, 
5 образцов (дорожки 5–8 и 10) – к геновиду 
B. garinii (геномная группа 20047) и один 
образец (дорожка 9) – к геновиду B. garinii
(геномная группа NT29). Доминирующим 
геновидом являлись спирохеты B. garinii, 
включающие представителей двух геном-
ных групп (NT29 и 20047) и обнаруживае-
мые в более чем 70 % инфицированных 
спирохетами клещей

й из шестидесяти четырех были инфици-
рованы спирохетами обоих геновидов. 

Заключение 

В результате проведенных исследований 
установлено, что, как и в предыдущие годы 
наблюдений [3; 12], в популяции клещей 
I. persulcatus, населяющих рекреационную 
зону Новосибирского научного центра, 
циркулируют только два геновида спирохет 
B. burgdorferi s. l. (B. garinii и B. afzelii) 
с существенным преобладанием первого 
вида (более 70 % случаев). 
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Полученные результаты свидетельству-
ют о том, что на протяжении последних се-
ми лет не наблюдается изменений в генови-
довом составе спирохет B. burgdorferi s. l., 
циркулирующих в исследуемой популяции 
кл
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ÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ‰Îfl „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚˚ı ÒËÒÚÂÏ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı ‡‚ÚÓ‡ÏË ‡ÌÂÂ. ÅË·Î. 3. 

 

äÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡

 

: „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚‡ ÒËÒÚÂÏ‡ Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ, ÌÂ-
ÎËÌÂÈÌ‡fl ÒÔÂÍÚ‡Î¸Ì‡fl Á‡‰‡˜‡, ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl.

 

1. èéëíÄçéÇäÄ à èêÖéÅêÄáéÇÄçàÖ áÄÑÄóà

 

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛ ÌÂÎËÌÂÈÌÛ˛ ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û. ì‡‚ÌÂÌËÂ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ 

(1)

„‰Â 

 

a

 

 

 

�

 

 

 

t

 

 

 

�

 

 

 

b

 

, 

 

M

 

 : [

 

a

 

, 

 

b

 

]  

 

�

 

n

 

 × 

 

n

 

, 

 

B

 

 : [

 

a

 

, 

 

b

 

] 

 

× 

 

(

 

Λ

 

1

 

, 

 

Λ

 

2

 

)  

 

�

 

n

 

 × 

 

n

 

 (ÌÂ ËÒÍÎ˛˜ÂÌÓ, ˜ÚÓ 

 

Λ

 

1

 

 = –

 

∞

 

 ËÎË

 

Λ

 

2

 

 

 

=

 

 

 

+

 

∞

 

), 

 

y

 

 : [

 

a

 

, 

 

b

 

]  

 

�

 

n

 

 ÔË ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÏ 

 

λ

 

, 

 

M

 

(

 

t

 

) ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ‡, 

 

B

 

(

 

t

 

, 

 

λ

 

) ÌÂ-
ÔÂ˚‚Ì‡, 

 

M

 

(

 

t

 

) ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ‡ ÔË ‚ÒÂı 

 

t

 

. É‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰ 

(2)

„‰Â 

 

f

 

 : (

 

Λ

 

1

 

, 

 

Λ

 

2

 

)  

 

�

 

n

 

 × 

 

n

 

, 

 

g

 

 : (

 

Λ

 

1

 

, 

 

Λ

 

2

 

)  

 

�

 

n

 

 × 

 

n

 

, rank

 

||

 

f

 

(

 

λ

 

), 

 

g

 

(

 

λ

 

)

 

|| 

 

= 

 

n

 

 ‰Îfl ‚ÒÂı 

 

λ

 

. 
èÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ Á‡‰‡˜‡ (1), (2) fl‚ÎflÂÚÒfl Ò‡ÏÓÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ, Ú.Â. ˜ÚÓ 

 

M

 

(

 

t

 

) = 

 

M

 

*(

 

t

 

) ‰Îfl ‚ÒÂı 

 

t

 

,

 

B

 

(

 

t

 

, 

 

λ

 

) = 

 

B

 

*(

 

t

 

, 

 

λ

 

) ‰Îfl ‚ÒÂı 

 

t

 

 Ë 

 

λ

 

 Ë ˜ÚÓ „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÚÂ·Ó‚‡ÌË˛ 

(3)

‰Îfl ‚ÒÂı 

 

λ

 

. 
ÑÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓ ·Û‰ÂÏ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÛ˛ ÏÓÌÓÚÓÌÌÓÒÚ¸ ËÒıÓ‰Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı ÔÓ 

 

λ

 

, ‡
ËÏÂÌÌÓ:

 

B

 

(

 

t

 

, 

 

λ

 

) ÌÂ Û·˚‚‡ÂÚ ÔÓ 

 

λ

 

 ‰Îfl ‚ÒÂı 

 

t

 

. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ̃ ÚÓ ËÁ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ 

 

λ

 

1

 

 > 

 

λ

 

2

 

 ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

 

B

 

(

 

t

 

, 

 

λ

 

1

 

) 

 

�

 

 

 

B

 

(

 

t

 

, 

 

λ

 

2

 

) ÔË ‚ÒÂı ÁÌ‡˜ÂÌËflı 

 

t

 

. èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÊÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ̃ ÚÓ ̋ ÏËÚÓ‚‡ Ï‡ÚËˆ‡

 

B

 

(

 

t

 

, 

 

λ

 

1

 

) – 

 

B

 

(

 

t

 

, 

 

λ

 

2

 

) ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡;

 

É

 

‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌË˛:

(4)

‰Îfl ‚ÒÂı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ 

 

λ

 

. (çÂÚÛ‰ÌÓ ÔÓ‚ÂËÚ¸, ˜ÚÓ Ï‡ÚËˆ‡ ‚ ÎÂ‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ˝ÚÓ„Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ fl‚ÎflÂÚ-
Òfl ˝ÏËÚÓ‚ÓÈ, Ú‡Í ˜ÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ËÏÂÂÚ ÒÏ˚ÒÎ.) 

ÑÎfl ÔÓÒÚÓÚ˚ ËÁÎÓÊÂÌËfl ·Û‰ÂÏ ÔÓÎ‡„‡Ú¸ ÙÛÌÍˆËË 

 

f

 

(

 

λ

 

) Ë 

 

g

 

(

 

λ

 

) „Î‡‰ÍËÏË. 

 

1)

 

 

 

ê‡·ÓÚ‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ ÔË ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ ÔÓ‰‰ÂÊÍÂ êîîà (ÍÓ‰˚ ÔÓÂÍÚÓ‚ 08-01-00139, 08-01-00069).

iM t( )y'
i
2
---M' t( )y B t λ,( )y+ + 0,=

f λ( )y a( ) g λ( )y b( )+ 0,=

f λ( )M
1–

a( ) f * λ( ) g λ( )M
1–

b( )g* λ( )=

i df λ( )/dλ[ ]M
1–

a( ) f * λ( ) dg λ( )/dλ[ ]M
1–

b( )g* λ( )–{ } � 0

ìÑä 519.624.2
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á‰ÂÒ¸ ÔÂÂÏÂÌÌ‡fl λ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÒÔÂÍÚ‡Î¸Ì˚È Ô‡‡ÏÂÚ. áÌ‡˜ÂÌËfl λ, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
ÌÂÚË‚Ë‡Î¸ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (1), (2), Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË (ëá) Á‡‰‡˜Ë, ÒÓ-
ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ Â¯ÂÌËfl y(t) – ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË, ˜ËÒÎÓ ÎËÌÂÈÌÓ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌ-
Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı Í‡ÍÓÏÛ-ÎË·Ó ëá, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‡ÚÌÓÒÚ¸˛ ˝ÚÓ„Ó ëá. 

ÅÛ‰ÂÏ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Ú¸, ˜ÚÓ Í‡Ê‰ÓÂ ëá ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ Á‡‰‡˜Ë ËÁÓÎËÓ‚‡ÌÌÓÂ. 
èË‚Â‰ÂÏ ÒÔÓÒÓ· ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ˝ÚÓÈ Á‡‰‡˜Ë Í Á‡‰‡˜Â ‰Îfl „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÔÓfl‰Í‡

2n, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ Ì‡ ÓÚÂÁÍÂ [a, c], „‰Â c = (a + b)/2. èÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ÔÓÒÎÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Á‡‰‡˜‡
·Û‰ÂÚ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÚ¸ ‚ÒÂÏ ÚÂ·Ó‚‡ÌËflÏ, ÔË ÍÓÚÓ˚ı ‚ ‡·ÓÚ‡ı [1]–[3] ·˚ÎË ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ì˚ ÂÂ
Ò‚ÓÈÒÚ‚‡. 

ë‰ÂÎ‡ÂÏ ‚ (1), (2) Á‡ÏÂÌÛ 

„‰Â R : [a, b]  �
n × n

, R(t) ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ‡, detR(t) ≠ 0 ‰Îfl ‚ÒÂı t. ìÏÌÓÊË‚ ÔÓÎÛ-
˜ÂÌÌÓÂ ËÁ (1) Û‡‚ÌÂÌËÂ ÒÎÂ‚‡ Ì‡ R*(t), ÔÓÎÛ˜ËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ 

(5)

„‰Â 

ì‡‚ÌÂÌËÂ (5) ̋ Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ Û‡‚ÌÂÌË˛ (1) Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ‚ÒÂÏ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚Ï ‚˚¯Â ÚÂ·Ó‚‡ÌËflÏ. 
Ç˚·ÂÂÏ ÙÛÌÍˆË˛ R(t) Ú‡Í, ̃ ÚÓ·˚ R*(t)M(t)R(t) = S, „‰Â S – ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl Ï‡ÚËˆ‡ Ì‡ [a, b], S = S*. ùÚÓ

‚ÓÁÏÓÊÌÓ, Ú‡Í Í‡Í ËÌ‰ÂÍÒ˚ ËÌÂˆËË Ï‡ÚËˆ˚ M(t) ÌÂ ÏÂÌfl˛ÚÒfl Ò ËÁÏÂÌÂÌËÂÏ t. (è‡ÍÚË˜ÂÒÍÓÂ
Â¯ÂÌËÂ ˝ÚÓÈ ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ·Û‰ÂÚ ‡ÒÒÏÓÚÂÌÓ ‚ ‡Á‰. 2.) Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÓÎÛ˜ËÚÒfl
Û‡‚ÌÂÌËÂ 

(6)

Ç‚Â‰ÂÏ Ì‡ ÓÚÂÁÍÂ [a, c] ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÙÛÌÍˆËË: (t, λ) = Q(a + b – t, λ), w1(t) = S(z(t) – iz(a + b – t)),

w2(t) = iz(t) – z(a + b – t), w(t) = . èÓÎÛ˜ËÏ Ì‡ ÓÚÂÁÍÂ [a, c] ÒËÒÚÂÏÛ 2n Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚Ë‰‡ 

(7)

„‰Â 

I – Â‰ËÌË˜Ì‡fl n × n-Ï‡ÚËˆ‡. ëËÒÚÂÏ‡ (7) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ‚ÒÂÏ ÚÂ·Ó‚‡ÌËflÏ, ÔÂ‰˙fl‚ÎÂÌÌ˚Ï Í ÒË-
ÒÚÂÏÂ (1). 

É‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl (2) ÔÂÂÈ‰ÛÚ ‚ ÛÒÎÓ‚Ëfl 

(8)

„‰Â 

rankψa(λ) = n ‰Îfl ‚ÒÂı λ, rankψc = n. íÂ·Ó‚‡ÌËÂ (3) ÔÂÂÈ‰ÂÚ ‚ ÛÒÎÓ‚ËÂ ψa(λ) (λ) = 0, ‚ÚÓÓÂ

ËÁ ÛÒÎÓ‚ËÈ (8) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÚÂ·Ó‚‡ÌË˛  = 0. íÂ·Ó‚‡ÌËÂ (4) ÔÂÂÈ‰ÂÚ ‚ ÛÒÎÓ‚ËÂ

(dψa(λ)/dλ) (λ) ≤ 0, ‡ ψc ÓÚ λ ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ. 

y t( ) R t( )z t( ),=

iR* t( )M t( )R t( )z' t( ) i
2
--- R* t( )M t( )R t( )( )'z Q t λ,( )z+ + 0,=

Q
i
2
--- R*MR' R'( )*MR–[ ] R*BR.+=

iSz' Q t λ,( )z+ 0.=

Q̃
w1 t( )
w2 t( )

Jw' A t λ,( )w,=

A
S

1– Q̃ Q+
2

--------------S
1–

    iS 
1–

 
Q

 
˜

 
Q

 
–
2

-------------- 

i
Q

 

˜

 

Q

 

–
2

--------------

 

S

 

1–

 

–

 

Q

 

˜

 

Q

 

+
2

--------------

,
 

J
 

0
 

I
 

–
 

I

 

0
,= =

ψa λ( )w a( ) 0, ψcw c( ) 0,= =

ψa λ( ) f λ( )R a( ) ig λ( )R b( )+( )S
1–

–g λ( )R b( ) if λ( )R a( )–, , ψc I S, ,= =

Jψa*

ψcJψc*

Jψa*
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Ä·‡ÏÓ‚ 

 

Ë ‰

 

.

 

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‰Îfl ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë (7), (8) ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ‚ÒÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl, ÔË
ÍÓÚÓ˚ı ‚ [1]–[3] ËÁÛ˜‡ÎËÒ¸ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ Ú‡ÍÓÈ Á‡‰‡˜Ë. àÁ ˝ÚËı ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË ‰Îfl Á‡‰‡-
˜Ë (1), (2), ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚È ÏÂÚÓ‰ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡ ëá Ò Û˜ÂÚÓÏ Ëı Í‡ÚÌÓÒÚË,
ÎÂÊ‡˘Ëı Ì‡ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ (

 

λ

 

1

 

, 

 

λ

 

2

 

), ÂÒÎË 

 

λ

 

1

 

 Ë 

 

λ

 

2

 

 ÌÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl ëá ˝ÚÓÈ Á‡‰‡˜Ë; Ò‡ÏË ëá ÔË ˝ÚÓÏ ÌÂ ‚˚-
˜ËÒÎfl˛ÚÒfl. 

Ç [1] ÓÚÏÂ˜ÂÌÓ, ˜ÚÓ ÔÓÌflÚËÂ ÌÓÏÂ‡ ëá Á‡‰‡˜Ë ‰Îfl „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Ò „‡ÌË˜Ì˚ÏË
ÛÒÎÓ‚ËflÏË, Á‡‚ËÒfl˘ËÏË ÓÚ ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡, ÌÂ ‚‚Ó‰ËÚÒfl (ÔË˜ËÌ‡ ˝ÚÓ„Ó ÔÓflÒÌflÂÚÒfl ‚ [3]).
ÑÎfl Ó·˘ÂÈ Ò‡ÏÓÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ ‚ Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ‡·ÓÚÂ, ÔÓÌfl-
ÚËÂ ÌÓÏÂ‡ ÌÂ ‚‚Ó‰ËÚÒfl Ë ‚ ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô‡-
‡ÏÂÚ‡. èË˜ËÌ‡ ˝ÚÓ„Ó ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ. 

ä‡Í ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‚ ‡Á‰. 1, Ó·˘‡fl Á‡‰‡˜‡ ÔË‚Ó‰ËÚÒfl Í Á‡‰‡˜Â ‰Îfl „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Ò ÔÓÏÓ-
˘¸˛ Á‡ÏÂÌ˚ ËÒÍÓÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ. ùÚ‡ Á‡ÏÂÌ‡ ÏÓÊÂÚ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÚ¸Òfl ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ÒÔÓÒÓ·‡ÏË, Ú‡Í
˜ÚÓ ÔË ˝ÚÓÏ ÏÓ„ÛÚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸Òfl ‡ÁÎË˜Ì˚Â Á‡‰‡˜Ë ‰Îfl „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚˚ı ÒËÒÚÂÏ. ùÚË Á‡‰‡˜Ë ·Û‰ÛÚ
˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ Ë ÚÂÏ Ò‡Ï˚Ï ·Û‰ÛÚ ËÏÂÚ¸ Ó‰ÌË Ë ÚÂ ÊÂ ëá. é‰Ì‡ÍÓ ÌÓÏÂ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ëá
˝ÚËı Á‡‰‡˜, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ˚Â ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò [1], ‡ Ú‡ÍÊÂ [3], ÏÓ„ÛÚ ÌÂ ÒÓ‚Ô‡‰‡Ú¸. 

 

èËÏÂ.

 

 ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Á‡‰‡˜Û 

(9)

Ç ˝ÚÓÈ Á‡‰‡˜Â ëá – ‚ÒÂ ˆÂÎ˚Â ˜ËÒÎ‡. á‡‰‡˜‡ (1.9) ÔË‚Ó‰ËÚÒfl Í Á‡‰‡˜Â ‰Îfl „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂ-
Ï˚ ‚Ë‰‡ 

(10)

á‡‰‡˜Û (10) Á‡ÏÂÌÓÈ 

„‰Â 

 

m

 

 ˆÂÎÓÂ, ÔË‚Â‰ÂÏ Í Á‡‰‡˜Â 

(11)

Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂÏ, ‰‡ÌÌ˚Ï ‚ [1], ëá 

 

λ

 

 Á‡‰‡˜Ë (10), ‡‚ÌÓÂ 

 

k

 

, ËÏÂÂÚ ÌÓÏÂ 

 

k

 

, ‚ ÚÓ ‚Â-
Ïfl Í‡Í ˝ÚÓ ÊÂ ëá 

 

λ

 

 ‚ Á‡‰‡˜Â (11) ËÏÂÂÚ ÌÓÏÂ 

 

k

 

 + 

 

m

 

. èÂÂıÓ‰ ÓÚ Á‡‰‡˜Ë (10) Í (11) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ
Á‡ÏÂÌÂ 

 

y

 

(

 

t

 

) = 

 

eimtz(t) ‚ Á‡‰‡˜Â (9). Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl Á‡‰‡˜‡ 

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Á‰ÂÒ¸ ‰Îfl ‰‚Ûı ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ı Á‡‰‡˜ ÌÓÏÂ‡ Ó‰ÌËı Ë ÚÂı ÊÂ ëá ÌÂ ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú. 
èÓ ˝ÚÓÈ ÔË˜ËÌÂ ‰Îfl Ó·˘ÂÈ Á‡‰‡˜Ë, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ ‚ Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ‡·ÓÚÂ, ÌÂ ‚‚Ó‰ËÚÒfl Ë ÔÓ-

ÌflÚËÂ ËÌ‰ÂÍÒ‡ (ÒÏ. [3]). 
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÌÓÏÂ ëá ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ‰Îfl „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl

ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl Ò‡ÏÓÈ Á‡‰‡˜Ë ‚ ÂÂ ËÒıÓ‰ÌÓÈ ÙÓÏÂ, ·ÂÁ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Í ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ. 

2. ÇëèéåéÉÄíÖãúçÄü ÄãÉÖÅêÄàóÖëäÄü áÄÑÄóÄ 

Ç ‡Á‰. 1 ‰Îfl ÔË‚Â‰ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (1) Í ‚Ë‰Û (6) Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÌÓÈ Ï‡ÚËˆÂÈ S ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Î‡Ò¸
ÙÛÌÍˆËfl R(t) Ú‡Í‡fl, ˜ÚÓ R*(t)M(t)R(t) = S ‰Îfl ‚ÒÂı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ t. Ç fl‰Â ÒÎÛ˜‡Â‚ Ú‡Í‡fl ÙÛÌÍˆËfl, ÓÔÂ-
‰ÂÎflÂÏ‡fl, ‡ÁÛÏÂÂÚÒfl, ÌÂÓ‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ, ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÒÚÓÂÌ‡ ˜ËÒÚÓ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËÏË ÏÂÚÓ‰‡ÏË.
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Á‰ÂÒ¸ Ó‰ËÌ ÒÔÓÒÓ· ÔÓÒÚÓÂÌËfl Ú‡ÍÓÈ ÙÛÌÍˆËË, ÌÂÒÎÓÊÌ˚È ÔË ˜ËÒÎÂÌÌÓÈ Â‡ÎËÁ‡-
ˆËË ÏÂÚÓ‰Ó‚, ÛÔÓÏflÌÛÚ˚ı ‚ ‡Á‰. 1. 

ÇÓÁ¸ÏÂÏ Í‡ÍÓÂ-ÎË·Ó t0 ∈ [a, b]. ëÓÒÚ‡‚ËÏ ‰Îfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl R(t) Á‡‰‡˜Û äÓ¯Ë, ‡ ËÏÂÌÌÓ ‡ÒÒÏÓÚ-
ËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ 

iy' λy, 0 � t � 2π, y 0( ) y 2π( )– 0, n 1.= = =

w2'– λw1,=

w1' λw2,=
w1 0( ) w2 0( )– 0, w1 π( ) w2 π( )– 0.= =

w1 u1 mtcos u2 mt,sin–=

w2 u1 mtsin u2 mt,cos+=

u2'– λ m+( )u1,=

u1' λ m+( )u2,=
u1 0( ) u2 0( )– 0, u1 π( ) u2 π( )– 0.= =

iz' λ m+( )z, z 0( ) z 2π( )– 0.= =

R' t( ) 1
2
---M

1–
t( )M' t( )R–=
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Ò Ì‡˜‡Î¸Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËÂÏ 

„‰Â R0 – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ‡fl n × n-Ï‡ÚËˆ‡. ùÚ‡ Á‡‰‡˜‡ äÓ¯Ë ËÏÂÂÚ Â¯ÂÌËÂ, ÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌÌÓÂ Ì‡ ‚ÒÂÏ ÓÚÂÁÍÂ [a, b], R(t) ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ‡ ÔË ‚ÒÂı t, Ë ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó 

˜ÚÓ Ë ÚÂ·Ó‚‡ÎÓÒ¸. 
ÖÒÎË ‚ÁflÚ¸ R0 = I, ÚÓ S = M(t0). ÖÒÎË ÌÂÒÎÓÊÌÓ ÔË‚ÂÒÚË Ï‡ÚËˆÛ M(t0) ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ
M(t0)R0 Í ‚Ë‰Û, ·ÓÎÂÂ ÔÓÒÚÓÏÛ ‰Îfl ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘Â„Ó ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ÂÂ ÔË ‚˚˜ËÒÎÂÌËflı, ÚÓ

ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚ÁflÚ¸ ËÏÂÌÌÓ ˝ÚÓ R0. 
éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÔË ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌÓÏ Á‰ÂÒ¸ ÒÔÓÒÓ·Â ÔÓÒÚÓÂÌËfl R(t) ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl Q(t) ‚ Û‡‚ÌÂ-

ÌËË (6) ÛÔÓ˘‡ÂÚÒfl, ‡ ËÏÂÌÌÓ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ‚Ë‰‡ Q = R*BR. 
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1. Ä·‡ÏÓ‚ Ä.Ä. é ‚˚˜ËÒÎÂÌËË ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ‰Îfl „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ-

‚˚ı ÒËÒÚÂÏ Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ // Ü. ‚˚˜ËÒÎ. Ï‡ÚÂÏ. Ë Ï‡ÚÂÏ. ÙËÁ. 2001.
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ÒËÒÚÂÏ˚ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ // Ü. ‚˚˜ËÒÎ. Ï‡ÚÂÏ. Ë Ï‡ÚÂÏ. ÙËÁ. 2009. í. 49. ‹ 3. ë. 490–497.

R t0( ) R0,=

R*MR( )' R'( )*MR R*M'R R*MR'  =+ +=

=  –
1
2
---R*M'M

1–
MR R*M'R

1
2
---R*MM

1–
M'R–+ 0,=

R0*

3*
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äÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡

 

: Í‡ÚÌÓÒÚ¸ ÒÔÂÍÚ‡ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ ã‡ÔÎ‡Ò‡, Í‚‡ÁËÌÓÏ‡Î¸Ì‡fl ÙÓÏ‡, ÏÂÚÓ‰ É‡-
ÎÂÍËÌ‡, ÂÊËÏ˚ Ò‡ÏÓÓ„‡ÌËÁ‡ˆËË Ë Ëı ˝ÌÂ„Ëfl. 

 

1. èéëíÄçéÇäÄ èêéÅãÖåõ à êüÑ ëÇüáÄççõï ë çÖâ ëÇÖÑÖçàâ

 

ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Í‡Â‚‡fl Á‡‰‡˜‡ 

(1)

„‰Â 

 

ε

 

 – Ï‡Î˚È ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È Ô‡‡ÏÂÚ, Ô‡‡ÏÂÚ 

 

a

 

 > 0 ÌÂ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl Ï‡Î˚Ï, 

 

∆

 

 – ÓÔÂ‡ÚÓ
ã‡ÔÎ‡Ò‡, 

 

ν

 

 – Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÌÓÏ‡ÎË ‚ ÚÓ˜Í‡ı „‡ÌËˆ˚ 

 

∂Ω

 

 ÔÎÓÒÍÓÈ Ó·Î‡ÒÚË 

 

Ω

 

, 

 

f

 

 – „Î‡‰Í‡fl
ÙÛÌÍˆËfl, ËÏÂ˛˘‡fl ‚ ÌÛÎÂ ‚˚Ò¯ËÈ ÔÓfl‰ÓÍ Ï‡ÎÓÒÚË.

Ç˚‰ÂÎËÏ Ó„‡ÌË˜ÂÌËÂ, ÓÚÌÓÒfl˘ÂÂÒfl Í Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛ 

(2)

‚ ÍÓÚÓÓÂ Ú‡ÌÒÙÓÏËÛÂÚÒfl (1) ÔË 

 

ε

 

 = 0. àÏÂÌÌÓ, Ò˜ËÚ‡ÂÏ, ˜ÚÓ ÔÂ‚‡fl ÎflÔÛÌÓ‚ÒÍ‡fl ‚ÂÎË˜ËÌ‡ 

 

d

 

Û‡‚ÌÂÌËfl (2) ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(3)

çËÊÂ ÔÓflÒÌËÏ ÒÓ‰ÂÊ‡ÚÂÎ¸Ì˚È ÒÏ˚ÒÎ ˝ÚÓ„Ó ‰ÓÔÛ˘ÂÌËfl.
ç‡¯ ÔÂ‰‚‡ËÚÂÎ¸Ì˚È ‡Ì‡ÎËÁ Ò‚flÁ‡Ì Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÏÂÚÓ‰‡ Í‚‡ÁËÌÓÏ‡Î¸Ì˚ı ÙÓÏ, ÍÓÚÓ-

˚È ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÍÓÌÍÂÚÌÓÏÛ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÛ ‚ ÚÂı ÒÎÛ˜‡flı, ÍÓ„‰‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÒÚÓ ÛÒÚÓÂÌ˚
ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË ÓÔÂ‡ÚÓ‡ ã‡ÔÎ‡Ò‡, ‡ ÁÌ‡˜ËÚ, ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÔÓÒÚ‡ „ÂÓÏÂÚËfl ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡-
ÂÏÓÈ Ó·Î‡ÒÚË. ÇÏÂÒÚÂ Ò ÚÂÏ „ÂÓÏÂÚËfl Ó·Î‡ÒÚË ‰ÓÎÊÌ‡ ·˚Ú¸ Ú‡ÍÓÈ, ̃ ÚÓ·˚ ÏÓÊÌÓ ·˚ÎÓ ËÁ·ÂÊ‡Ú¸
‡Ì‡ÎËÁ‡ ‡ÚÚ‡ÍÚÓÓ‚, ÔÓÓÊ‰‡ÂÏ˚ı ÒËÏÏÂÚËÂÈ Ó·Î‡ÒÚË.

Ñ‡ÌÌ˚Â ÒÓÓ·‡ÊÂÌËfl ÔË‚Ó‰flÚ Í Á‡ÍÎ˛˜ÂÌË˛, ˜ÚÓ ÛÏÂÒÚÂÌ ‚‡Ë‡ÌÚ 

(4)

Ú.Â. 

 

Ω

 

 – ‡‚ÌÓ·Â‰ÂÌÌ˚È ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸Ì˚È ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ.
Ç Ó·Î‡ÒÚË (4) ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û 

(5)

˚́

∂2
u

∂t
2

-------- ε∂u
∂t
------– u+ εa

2∆u f u
∂u
∂t
------,⎝ ⎠

⎛ ⎞ ,
∂u
∂ν
------

∂Ω
+ 0,= =

u̇̇ u+ f u u̇,( ), u̇ du/dt,= =

d –1 iω2
, ω– 0.>=

Ω x y : x y 0 x y 1<+,>, ,{ },=

∆u λu+ 0, ∂u
∂ν
------

∂Ω

0, u
2

x ydd

Ω
∫ 1.= = =

 

ìÑä 519.634
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ÖÂ Â¯ÂÌËÂ ÏÓÊÂÏ Ò˜ËÚ‡Ú¸ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Ï (ÒÏ. [2]). 

 

ãÂÏÏ‡ 1.

 

 

 

á‡‰‡˜‡

 

 (5) 

 

‡ÁÂ¯ËÏ‡ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÂÒÎË 

 

(6)

 

ÔË˜ÂÏ ÔË

 

 

 

k

 

, 

 

n

 

 

 

�

 

 1 

 

ËÏÂÂÏ

ÔË

 

 

 

k

 

 

 

�

 

 1, 

 

n

 

 = 0

 

ÔË

 

 

 

k

 

 = 0, 

 

n

 

 

 

�

 

 1

(7)

 

Ì‡ÍÓÌÂˆ, ÔË

 

 

 

k

 

 = 

 

n

 

 = 0

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÚÓ„Ó Ù‡ÍÚ‡, ˜ÚÓ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË ‚ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÂ – ÔÓ‰ıÓ‰fl-
˘ËÂ ÍÓÏ·ËÌ‡ˆËË ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Á‡‰‡˜Ë çÂÈÏ‡Ì‡ ‚ Í‚‡‰‡ÚÂ.

î‡ÁÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ) Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë (1) Ò˜ËÚ‡ÂÏ ÔÓ-

ËÁ‚Â‰ÂÌËÂ  

 

× 

 

 ÒÓ·ÓÎÂ‚ÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚, „‰Â ÌÓÎËÍ ‚ ÔÂ‚ÓÏ ËÁ ÌËı ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÔÓ‰˜ËÌÂÌÌÓÒÚ¸
ÙÛÌÍˆËÈ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÏÛ Ì‡ÏË „‡ÌË˜ÌÓÏÛ ÛÒÎÓ‚Ë˛. ç‡ÔÓÏÌËÏ, ˜ÚÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ˝ÚÓ„Ó ÔÓ-
ÌflÚËfl ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓ˜ÚË ·ÂÁ ËÁÏÂÌÂÌËÈ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÚ¸ Ì‡ Û‡‚ÌÂÌËfl Ò ˜‡ÒÚÌ˚ÏË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ÏË
ÏÌÓ„ËÂ ÔÓÎÓÊÂÌËfl Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÚÂÓËË Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ. Ç ˜‡ÒÚ-
ÌÓÒÚË, ‚ ‚ÓÔÓÒÂ Ó· ‡ÚÚ‡ÍÚÓ‡ı Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë (1) ÔÓÎÂÁÂÌ ÔÓ‰ıÓ‰fl˘ËÈ ‚‡Ë‡ÌÚ ÏÂÚÓ‰‡ ÏÂ‰ÎÂÌ-
ÌÓ ÏÂÌfl˛˘ËıÒfl Ù‡Á Ë ‡ÏÔÎËÚÛ‰. àÁÎÓÊËÏ Â„Ó ÒÛÚ¸. èÓÎÓÊËÏ 

(8)

„‰Â 

 

τ

 

 = 

 

ε

 

t

 

 – ÏÂ‰ÎÂÌÌÓÂ ‚ÂÏfl, ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl 

 

ξ

 

 ÓÚ‡Ê‡ÂÚ ÏÂ‰ÎÂÌÌÓÂ ËÁÏÂÌÂÌËÂ Ù‡Á Ë ‡Ï-
ÔÎËÚÛ‰, Í. Ò. – ˜‡ÒÚÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÓÂ ÒÓÍ‡˘ÂÌËÂ ‰Îfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ-ÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚. á‡ÚÂÏ
ÒÛÏÏÛ 

(9)

„‰Â „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍËÂ ÔÓ 

 

t

 

 ÙÛÌÍˆËË 

 

u

 

1

 

, 

 

u

 

2

 

 „Î‡‰ÍÓ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ 

 

τ

 

, 

 

x

 

, 

 

y

 

, ÔÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ ‚ (1) Ë ÒÌ‡˜‡Î‡ ÔË‡‚-
ÌflÂÏ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÔË 

 

ε

 

. Ç ÒËÎÛ (8) Ë (9) ÔËıÓ‰ËÏ Í ÎËÌÂÈÌÓÏÛ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÏÛ Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌÓ-
ÏÛ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛ 

(10)

„‰Â ‚ ÙÓÏËÓ‚‡ÌËÂ „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ 

 

t

 

 ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚË ‚ıÓ‰flÚ ÌÛÎÂ‚˚Â Ë ‚ÚÓ˚Â „‡ÏÓÌËÍË, ‡

 

τ

 

, 

 

x

 

, 

 

y

 

 Ò˜ËÚ‡˛ÚÒfl Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË. ë ÚÓÈ ÊÂ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸˛ ÓÚ 

 

t

 

 Û‡‚ÌÂÌËÂ (10) ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ
ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ 

 

u

 

1

 

. èÓÒÎÂ ÔË‡‚ÌË‚‡ÌËfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ÔË 

 

ε

 

3/2

 

 ‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl 

 

u

 

2

 

 ‚˚ıÓ‰ËÚ Û‡‚-
ÌÂÌËÂ ‚Ë‰‡ (10), ÌÓ ‚ ÍÓÚÓÓÏ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚ¸ ÔÓ 

 

t

 

 – ÒÛÏÏ‡ ÔÂ‚˚ı Ë ÚÂÚ¸Ëı „‡ÏÓÌËÍ. ìÒÎÓ‚Ëfl
ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl Û Ú‡ÍÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓ 

 

t

 

 Â¯ÂÌËfl – ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÌÛÎ˛ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌ-
ÚÓ‚ ÔË ÔÂ‚˚ı „‡ÏÓÌËÍ‡ı. Ç ËÚÓ„Â ÔËıÓ‰ËÏ Í Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÈ Í‚‡ÁËÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏÂ 

(11)

„‰Â 

 

d

 

 Á‡‰‡ÂÚÒfl ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ (3) ‰Îfl ËÒıÓ‰ÌÓÈ Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë (1). éÚÏÂÚËÏ, ̃ ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl  ÔÓ-
ÎÛ˜‡ÂÚÒfl ËÁ (11) ÔÛÚÂÏ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ÓÔÂ‡ˆËË ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÒÓÔflÊÂÌËfl. 

ÇÓÔÓÒ Ó Ò‚flÁË ‡ÚÚ‡ÍÚÓÓ‚ Í‚‡ÁËÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏ˚ (11) Ë ËÒıÓ‰ÌÓÈ Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë (1) Í
˜ËÒÎÛ ÚË‚Ë‡Î¸Ì˚ı ÌÂ ÓÚÌÓÒËÚÒfl. íÓ˜ÌÂÂ, ‰‡ÌÌÓÏÛ ‚ÓÔÓÒÛ ÔÓÍ‡ ÔÓÒ‚fl˘ÂÌ˚ ÚÓÎ¸ÍÓ ‡·ÓÚ˚ [1] Ë
[3], „‰Â ‡ÒÒÏÓÚÂÌ˚ Û‡‚ÌÂÌËfl Ò Ó‰ÌÓÈ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ.

λ ωkn
2 π2

k
2

n k+( )2
+( ), k n, 0 1 …,, ,= = =

ukn 2 kπx( ) k n+( )πy[ ]coscos 1–( )n
k n+( )πx[ ] kπy( )coscos+[ ],=

uk0 2 2 kπx( ) kπy( ),coscos=

u0n 2 nπx( ) 1–( )n
+ nπy( )coscos[ ],=

u00 2.=

W2
2° W2

1

u0 ξ τ x y, ,( ) it( )exp Í.Ò.,+=

u ε1/2
u0 εu1 ε3/2

u2,+ +=

u̇̇1 u1+ f 1 t τ x y, , ,( ),=

∂ξ
∂τ
------ –i

a
2

2
-----∆ξ 1

2
---ξ dξ ξ 2

, ∂ξ
∂ν
------

∂Ω

+ + 0,= =

ξ
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äÓÎÂÒÓ‚, ï‡¸ÍÓ‚

ñËÍÎ ξ0(τ, x, y) Í‚‡ÁËÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏ˚ (11) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸Ì˚Ï, ÂÒÎË ÔË ÌÂÍÓÚÓÓÏ
‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏ α0 ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

(12)

Ö„Ó ÒËÒÚÂÏÛ ‚ ‚‡Ë‡ˆËflı Á‡ÔË¯ÂÏ ‚ ‚Ë‰Â 

(13)

(14)

éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÒËÒÚÂÏ‡ (13), (14) ÒÓÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ Ò Û˜ÂÚÓÏ ÌÓÏËÛ˛˘Ëı Á‡ÏÂÌ h1  h1exp(iα0τ),
h2  h2exp(–iα0τ). é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ A ÎËÌÂÈÌ˚È ÓÔÂ‡ÚÓ, ÔÓÓÊ‰‡ÂÏ˚È Ô‡‚˚ÏË ˜‡ÒÚflÏË

Û‡‚ÌÂÌËÈ (13), (14). ëËÒÚÂÏ‡ (13), (14) ËÏÂÂÚ Â¯ÂÌËÂ iξ0(x, y), – (x, y), ‡ ÁÌ‡˜ËÚ, ÒÔÂÍÚÛ ÓÔÂ-
‡ÚÓ‡ A ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ ÌÛÎÂ‚ÓÂ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÓÌÓ ÔÓÒÚÓÂ Ë ˜ÚÓ
ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â Â„Ó ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ‚ ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚË 

(15)

„‰Â ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl γ ÓÚ ‚˚·Ó‡ λ ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ.
àÚ‡Í, ÔÛÒÚ¸ Ì‡ ‚ıÓ‰Â ËÏÂÂÏ Ó·ËÚ‡Î¸ÌÓ ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚È ‡‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸Ì˚È ˆËÍÎ (12)

Í‚‡ÁËÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏ˚ (11). èË ˝ÚÓÏ ÛÒÎÓ‚ËË ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ
Ó ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËË Ú‡ÍÓ„Ó ε0 > 0, ˜ÚÓ ÔË 0 < ε < ε0 Í‡Â‚‡fl Á‡‰‡˜‡ (1) ËÏÂÂÚ ˆËÍÎ u(t, x, y, ε), ‡ÒËÏÔ-
ÚÓÚËÍÛ ÍÓÚÓÓ„Ó Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ε3/2 Ì‡ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÏ ‚ÂÏÂÌÌóÏ ÔÓÏÂÊÛÚÍÂ ÔÓfl‰Í‡ ε–1 ‰ÓÒÚ‡‚-
Îfl˛Ú ÔÂ‚˚Â ‰‚‡ ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı ËÁ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ÙÓÏÛÎ˚ (9) Ë ÍÓÚÓ˚È Ì‡ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸
ˆËÍÎ‡ (12). é‰Ì‡ÍÓ, ̃ ÚÓ ÓÚÏÂ˜ÂÌÓ ‚ [1], ÒÚÓÎ¸ Ó·˘‡fl ÙÓÏÛÎËÓ‚Í‡ ÌÂ‚ÂÌ‡. Ç Ò‚flÁË Ò ̋ ÚËÏ ÒÛÁËÏ
ÔÓ·ÎÂÏÛ.

çÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔÓ‚ÂflÂÚÒfl, ˜ÚÓ Í‚‡ÁËÌÓÏ‡Î¸Ì‡fl ÙÓÏ‡ (11) ËÏÂÂÚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ Ó‰-
ÌÓÓ‰Ì˚È ‡‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸Ì˚È ˆËÍÎ 

(16)

àÁ (16) ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËË d1, d2 ËÁ (13), (14) ÔÓÒÚÓflÌÌ˚: 

(17)

èÓ˝ÚÓÏÛ ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔË ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËË ÒÔÂÍÚ‡ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ A Û‰Ó·ÌÓ ÔË·Â„ÌÛÚ¸ Í ÏÂÚÓ‰Û
îÛ¸Â, ˜ÚÓ Ò‚Ó‰ËÚ ÔÓ·ÎÂÏÛ Í ‡ÒÒÏÓÚÂÌË˛ ÒÔÂÍÚ‡Î¸Ì˚ı Ò‚ÓÈÒÚ‚ Ò˜ÂÚÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ Ï‡ÚËˆ 

(18)

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ

(19)

àÁ (6) Ë (18), (19) ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ (15) ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û 

(20)

ξ0 τ x y, ,( ) ξ0 x y,( ) iα0τ( ).exp=

∂h1

∂τ
-------- –i

a
2

2
-----∆h1 d1 x y,( )h1 d2 x y,( )h2,+ +=

∂h2

∂τ
-------- i

a
2

2
-----∆h2 d2 x y,( )h1 d1 x y,( )h2,+ +=

d1
1
2
--- iα0– 2d ξ0

2
, d2+ dξ0

2
, ξ0 ξ0 x y,( ).= = =

iξ0

Re λ � –γ 0,<

ξ0 τ( ) 1

2
------- i

ω2

2
------τ–⎝ ⎠

⎛ ⎞ .exp=

d1 d2
1
2
---d .= =

Akn

i
a

2

2
-----ωkn

2 1
2
---d+

1
2
---d

1
2
---d –i

a
2

2
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2 1
2
---d+⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞
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1
4
---a
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2ωkn

2
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–( ).= =

a
2

2
ω2

π2
------.>



ÜìêçÄã ÇõóàëãàíÖãúçéâ åÄíÖåÄíàäà à åÄíÖåÄíàóÖëäéâ îàáàäà      ÚÓÏ 49      ‹ 4      2009

éëéÅÖççéëíà ÑàçÄåàäà çÖãàçÖâçõï Çéãç Ç èãéëäàï éÅãÄëíüï 631

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔË ÛÒÎÓ‚ËË (20) Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚È ˆËÍÎ, ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘ËÈ ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ·ËÙÛÍ‡ˆËË
ÄÌ‰ÓÌÓ‚‡–ïÓÔÙ‡, ÒÓı‡ÌflÂÚ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ Ë ‚ ‡ÏÍ‡ı ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË (1). ëÚ‡Î‡ ÔÓÌflÚ-
Ì‡ Ë ÙÓÏÛÎ‡ (3): ÔË Imd � 0 Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚È ˆËÍÎ ÒÓı‡ÌflÂÚ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ÔË Î˛·ÓÏ ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËË a2.

Ç ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‡Á‰ÂÎÂ ·Û‰ÂÏ Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó 

(21)

ÔË ÍÓÚÓÓÏ ‚ ÒËÎÛ (18) Ë (19) ˆËÍÎ ÄÌ‰ÓÌÓ‚‡–ïÓÔÙ‡ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌË˛ ÏÓ‰˚ (7)
ÔË n = 1, Ú.Â. ÏÓ‰˚ u01. èË Ó„‡ÌË˜ÂÌËË (21) ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ·ËÙÛÍ‡ˆËÓÌÌ‡fl Á‡‰‡˜‡ Ó ‰ÂÒËÌıÓÌË-
Á‡ˆËË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓ„Ó ˆËÍÎ‡ Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë (1).

óÚÓ·˚ ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ÌÂ Ó·ÂÏÂÌflÚ¸Òfl ‰ÂÚ‡ÎflÏË, Ò‡ÁÛ ÔË‚Â‰ÂÏ ÙÓÏÛÎÛ ‰Îfl Ì‡‰ÍËÚË˜ÌÓ-
ÒÚË. àÁ (19) Ë (21) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÍËÚË˜ÂÒÍÓÂ ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍÓÂ ˜ËÒÎÓ λ01 ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ Í‚‡‰-
‡ÚÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl 

(22)

àÁ (22) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÚÂ·ÛÂÏÛ˛ ÙÓÏÛÎÛ

(23)

ëÙÓÏÛÎËÓ‚‡ÌÌ‡fl ‚˚¯Â ·ËÙÛÍ‡ˆËÓÌÌ‡fl Á‡‰‡˜‡ ÎË¯¸ ‚ Ï‡ÎÓÈ ÒÚÂÔÂÌË ÒÎÛÊËÚ ÓÒÌÓ‚ÓÈ ‰Îfl
ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚÓ‚ – ÊÂÎ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ËÏÂÚ¸ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ·ÓÎ¸¯Û˛ ËÌÙÓÏ‡ˆË˛ Ó·
ÓÊË‰‡ÂÏÓÈ ‰ËÌ‡ÏËÍÂ. èÓ˝ÚÓÏÛ ÔÓÎÂÁÂÌ ÔÂ‰‚‡ËÚÂÎ¸Ì˚È ‡Ì‡ÎËÁ ̋ Ú‡ÎÓÌÌ˚ı Á‡‰‡˜. Ç [4] ÔÂ‰ÎÓ-
ÊÂÌÓ Ò˜ËÚ‡Ú¸ Ó‰ÌÓÈ ËÁ Ú‡ÍÓ‚˚ı Í‡Â‚Û˛ Á‡‰‡˜Û 

(24)

„‰Â Ô‡‡ÏÂÚ δ > 0 Ï‡Î˚Ï ÌÂ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, Ω – ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ 0 < x < l, 0 < y < 1/l, ‡ ‡Ì‡ÎÓ-
„Ë˜Ì‡fl (5) ÒÔÂÍÚ‡Î¸Ì‡fl Á‡‰‡˜‡ ‡ÁÂ¯ËÏ‡ ÔË 

(25)

(26)

Ñ‡ÌÌ˚Â Ù‡ÍÚ˚ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ ‰Îfl ÔÓÒÚÓÂÌËfl Í‚‡ÁËÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏ˚ Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë (24).
é‰Ì‡ÍÓ ÂÂ ÒÚÛÍÚÛ‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ Í‡ÚÌ˚ı ̃ ‡ÒÚÓÚ (ÂÁÓÌ‡ÌÒÓ‚ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡) Ë ÌÂ-
ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÂÁÓÌ‡ÌÒÓ‚ ÚÂÚ¸Â„Ó ÔÓfl‰Í‡. ç‡˜ÌÂÏ Ò ÔÓÒÎÂ‰ÌËı.

ëÚÛÍÚÛ‡ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË ‚ (24) ÔÓ‰ÒÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ì‡Ò ‰ÓÎÊÌ˚ ËÌÚÂÂÒÓ‚‡Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ Ú‡ÍËÂ ÌÂ-
ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÂÁÓÌ‡ÌÒ˚ ÚÂÚ¸Â„Ó ÔÓfl‰Í‡ 

(27)

ÍÓ„‰‡ ÌÂ ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ 

(28)

Ç ÒËÎÛ (26) ˝ÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Í‡Ê‰ÓÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‚ (27) ‰ÓÔÓÎÌflÂÚÒfl Í‡ÍËÏ-ÚÓ Ì‡·ÓÓÏ ‡‚ÂÌÒÚ‚ ‚Ë‰‡ 

(29)

ç‡ÔÓÏÌËÏ, ˜ÚÓ ÂÁÓÌ‡ÌÒ ÚÂÚ¸Â„Ó ÔÓfl‰Í‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï, ÂÒÎË ωkn = ωkn + ωps – ωps.

Ç R3 ‚‚Â‰ÂÏ ‚ ‡ÒÒÏÓÚÂÌËÂ ˜ÂÚ˚Â ‚ÂÍÚÓÌ˚ı Ì‡·Ó‡: 

(30)

ω2 ω0
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u+ + ∆u, u ∂Ω 0,= =

λ ωkn
2 δ2 π2 k

2

l
2

---- n
2
l

2
+⎝ ⎠

⎛ ⎞ ,+= =

ukn 2
kπ
l

------x⎝ ⎠
⎛ ⎞ nπly( ), ksinsin n, 1 2 …, ,= =

ωkn ωk1n1
ωk2n2

± ωk3n3
,±=

uknuk1n1
uk2n2

uk3n3
x y.dd

Ω
∫

k k1 k2± k3, n± n1 n2± n3.±= =

a δ πk
l

------± πnl±, ,⎝ ⎠
⎛ ⎞ , a j δ

πk j

l
--------± πn jl±, ,⎝ ⎠

⎛ ⎞ , j 1 2 3., ,= = =



632

ÜìêçÄã ÇõóàëãàíÖãúçéâ åÄíÖåÄíàäà à åÄíÖåÄíàóÖëäéâ îàáàäà      ÚÓÏ 49      ‹ 4      2009

äÓÎÂÒÓ‚, ï‡¸ÍÓ‚

í‡Í Í‡Í Û ÌËı Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚‡fl ÔÂ‚‡fl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡, ÚÓ Ì‡·Ó ËÁ ‰‚Ûı ‡‚ÂÌÒÚ‚ (29) ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÂÌ ÌÂÍÓ-
ÚÓÓÏÛ ‚ÂÍÚÓÌÓÏÛ ‡‚ÂÌÒÚ‚Û 

(31)

„‰Â ‰‡ÌÌ˚È ‚˚·Ó ÁÌ‡ÍÓ‚ ÓÎË ÌÂ Ë„‡ÂÚ.
çËÊÂ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÂ |∗ | ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ‰ÎËÌ˚ ‚ÂÍÚÓ‡.
åÂÌflfl ÔÓ‰ıÓ‰fl˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ ÌÛÏÂ‡ˆË˛ ‚ÂÍÚÓÓ‚ (30), ·ÂÁ ÔÓÚÂË Ó·˘ÌÓÒÚË ÏÓÊÌÓ Ò˜ËÚ‡Ú¸,

˜ÚÓ Í‡Ê‰˚È ÂÁÓÌ‡ÌÒ ÚÂÚ¸Â„Ó ÔÓfl‰Í‡ – ˝ÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó 

(32)

ËÎË 

(33)

ãÂÏÏ‡ 2. èÛÒÚ¸ ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (31). íÓ„‰‡ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (33) ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ, ‡ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (32)
‚ÓÁÏÓÊÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÚÂı ÒÎÛ˜‡flı, ÍÓ„‰‡ 

(34)

ËÎË 

(35)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ç‡˜ÌÂÏ Ò ÔÂÂ·Ó‡ ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ˚ı ‚‡Ë‡ÌÚÓ‚. 
ÖÒÎË ‚ÒÂ ˜ÂÚ˚Â ‚ÂÍÚÓ‡ ÎÂÊ‡Ú Ì‡ Ó‰ÌÓÈ ÔflÏÓÈ, ÚÓ ÚÓ„‰‡ a1 = a2 = a3 = a, Ú‡Í Í‡Í Û ÌËı ÒÓ‚Ô‡-

‰‡˛Ú ÔÂ‚˚Â ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚. íÂÏ Ò‡Ï˚Ï fl‚ÎflÂÚÒfl ÚË‚Ë‡Î¸Ì˚Ï ‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ. 
ëÎÂ‰Û˛˘ËÈ ÔÓ ÒÎÓÊÌÓÒÚË ‚‡Ë‡ÌÚ: ‚ÂÍÚÓ˚ a1 Ë a2 ÎÂÊ‡Ú Ì‡ Ó‰ÌÓÈ ÔflÏÓÈ, ‡ ‚ÂÍÚÓ˚ a Ë a3 –

Ì‡ ‰Û„ÓÈ. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú ‚ÂÍÚÓ˚ a1, a2 Ë ‚ÂÍÚÓ˚ a, a3, ‡ ÁÌ‡˜ËÚ, ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (33) ÌÂ-
‚ÓÁÏÓÊÌÓ, ‡ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (32) ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡Ï (34), (35). 

èÓ˜ÚË ÒÚÓÎ¸ ÊÂ ÔÓÒÚÓÈ ‚‡Ë‡ÌÚ: ‚ÂÍÚÓ˚ a1 Ë a2 ÎÂÊ‡Ú Ì‡ Ó‰ÌÓÈ ÔflÏÓÈ, ‡ ‚ÂÍÚÓ˚ a Ë a3 ‡Ò-

ÔÓÎ‡„‡˛ÚÒfl ‚ �
3
 Ó·˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÌË Ó‰ÌÓ ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚ (32) ËÎË (33) ÌÂ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚ‡.

ÑÎfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ �
3
 ÔÎÓÒÍËÈ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ, Ó·‡ÁÓ‚‡ÌÌ˚È ‚ÂÍÚÓÓÏ a1 + a2, ‚ÂÍ-

ÚÓÓÏ a3 Ë ‚ÂÍÚÓÓÏ a, Ì‡˜‡ÎÓ ÍÓÚÓÓ„Ó ÔÛÚÂÏ Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓ„Ó ÔÂÂÌÓÒ‡ ÔÓÏÂÒÚËÏ ‚ ÍÓÌˆÂ ‚ÂÍÚÓ-
‡ a3. í‡Í Í‡Í ‚ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÂ ÒÛÏÏ‡ ‰‚Ûı ÒÚÓÓÌ ·ÓÎ¸¯Â ÚÂÚ¸ÂÈ, ÚÓ 

(36)

çÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (36) ÌÂ ÒÓ„Î‡ÒÛ˛ÚÒfl Í‡Í Ò (32) Ë (33), Ú‡Í Ë Ò (34) Ë (35). 
èÂ‚˚Â ̃ ÂÚ˚Â ËÁ ÔflÚË Ó˜ÂÂ‰Ì˚ı ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ˚ı ‚‡Ë‡ÌÚÓ‚ – Ì‡ Ó‰ÌÓÈ ÔflÏÓÈ Ì‡ıÓ‰flÚÒfl, ÒÓ-

ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‚ÂÍÚÓ˚ a1 Ë a3, a1 Ë a, a2 Ë a3, a2 Ë a, a3 Ë a – ÏÌÓ„Ó ÔÓ˘Â. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ËÁ (31)
ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‚ ÔÂ‚˚ı ˜ÂÚ˚Âı ‚‡Ë‡ÌÚ‡ı ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (33), ‡ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (32) ˝Í‚Ë‚‡-
ÎÂÌÚÌÓ Ó‰ÌÓÏÛ ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚ (34) ËÎË (35). èflÚ˚È ‚‡Ë‡ÌÚ ËÒÒÎÂ‰ÛÂÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÛÊÂ ‡ÒÒÏÓÚ-
ÂÌÌÓÏÛ ÒÎÛ˜‡˛, ÍÓ„‰‡ Ì‡ Ó‰ÌÓÈ ÔflÏÓÈ Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ‚ÂÍÚÓ˚ a1 Ë a2. 

èÂÂÈ‰ÂÏ Í ÍÎ˛˜Â‚ÓÏÛ ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÏÛ ‚‡Ë‡ÌÚÛ: ‚ÒÂ ̃ ÂÚ˚Â ‚ÂÍÚÓ‡ a, a1, a2, a3 ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú
Ó‰ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Π1, ÌÓ ÌËÍ‡Í‡fl Ô‡‡ ÌÂ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl Ì‡ Ó‰ÌÓÈ ÔflÏÓÈ. 

èÛÒÚ¸ ÚÓ˜Í‡ A1 – ÍÓÌÂˆ ‚ÂÍÚÓ‡ a1, ÚÓ˜Í‡ A2 – ÍÓÌÂˆ ‚ÂÍÚÓ‡ a2 (ÒÏ. ÙË„. 1). ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÓÚÂ-
ÁÓÍ l1, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ËÈ ̋ ÚË ‰‚Â ÚÓ˜ÍË. üÒÌÓ, ̃ ÚÓ ÓÌ ‰ÂÎËÚ ÔÓÔÓÎ‡Ï ‚ÂÍÚÓ a1 + a2. íÓ˜ÍÛ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl
Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ·ÛÍ‚ÓÈ B. èÛÒÚ¸ ÚÓ˜Í‡ A3 – ÍÓÌÂˆ ‚ÂÍÚÓ‡ a3. Ç ÒËÎÛ (31), ˝Ú‡ ÚÓ˜Í‡ ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ Ôfl-
ÏÓÈ, Ì‡ ÍÓÚÓÓÈ Ì‡ıÓ‰ËÚ¸Òfl ÓÚÂÁÓÍ l1. ÑÎfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÒÚË ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ (ÒÏ. ÙË„. 1), ˜ÚÓ ÓÌ‡
ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ ËÏÂÌÌÓ ÓÚÂÁÍÛ l1, ‡ÒÔÓÎ‡„‡flÒ¸ ÏÂÊ‰Û B Ë A2. 

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚˚ÔÛÍÎ˚È ˜ÂÚ˚ÂıÛ„ÓÎ¸ÌËÍ OA1CA3, „‰Â ÚÓ˜Í‡ C – ÍÓÌÂˆ ‚ÂÍÚÓ‡ a1 + a2, O – Ì‡-
˜‡ÎÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. èÓ ÔÓÒÚÓÂÌË˛ ÒÛÏÏ‡ Â„Ó ÒÚÓÓÌ, ÔËÏ˚Í‡˛˘Ëı Í ÚÓ˜ÍÂ A1, ‡‚Ì‡ |a1| + |a2 |, ‡
ÒÛÏÏ‡ ÒÚÓÓÌ, ÔËÏ˚Í‡˛˘Ëı Í ÚÓ˜ÍÂ A3, ‡‚Ì‡ |a3 | + |a |. èË ÛÒÎÓ‚ËË (32) ˝ÚË ‰‚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ‡‚-
Ì˚. èÓ˝ÚÓÏÛ ÚÓ˜ÍË A1 Ë A3 ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú ˝ÎÎËÔÒÛ, ÙÓÍÛÒ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó – ÚÓ˜Í‡ O Ë C, ‡ ˆÂÌÚ – ÚÓ˜Í‡ B.
éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÚÓ˜Í‡ B ‰ÂÎËÚ ÔÓÔÓÎ‡Ï ÓÚÂÁÓÍ, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ËÈ ÚÓ˜ÍË A1 Ë A3, ‡ ÁÌ‡˜ËÚ, ‚‚Â-
‰ÂÌÌ˚È ˜ÂÚ˚ÂıÛ„ÓÎ¸ÌËÍ fl‚ÎflÂÚÒfl Ô‡‡ÎÎÂÎÓ„‡ÏÏÓÏ. ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ ‰‡ÌÌÓ„Ó Ù‡ÍÚ‡ – ‡‚ÂÌ-
ÒÚ‚Ó |a | = |a1 |, Ú.Â. ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (34). 

a a1 a2 a3,–+=

a a1 a2 a3–+=

a a1 a2 a3 .+ +=

a a1 , a2 a3= =

a a2 , a1 a3 .= =

a1 a2+ a1 a2 a a3 , a1 a2 a3 a .>+ + +<+=
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é·‡ÚÌÓÂ ÔÓ˜ÚË Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ. èÓ ÔÓÒÚÓÂÌË˛ ‚ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ı A3BC Ë A1BO ‡‚Ì˚ ÒÚÓÓÌ˚ BC
Ë BO, ‡ Ú‡ÍÊÂ Û„Î˚ α, ÔËÏ˚Í‡˛˘ËÂ Í ÚÓ˜ÍÂ B (ÒÏ. ÙË„. 1). èÓ˝ÚÓÏÛ ÂÒÎË |a | = |a1|, ÚÓ ÚÓ˜Í‡ B
‰ÂÎËÚ ÔÓÔÓÎ‡Ï ÓÚÂÁÓÍ A1A3. ëÌÓ‚‡ ÔËıÓ‰ËÏ Í Á‡ÍÎ˛˜ÂÌË˛, ̃ ÚÓ ÔÓÒÚÓÂÌÌ˚È ̃ ÂÚ˚ÂıÛ„ÓÎ¸ÌËÍ
fl‚ÎflÂÚÒfl Ô‡‡ÎÎÂÎÓ„‡ÏÏÓÏ. èÓ˝ÚÓÏÛ |a2 | = |a3 |, ‡ ÁÌ‡˜ËÚ, ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (32). 

üÒÌ‡ Ë ÔË˜ËÌ‡ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (33): ÒÛÏÏ‡ ‰ÎËÌ ÚÂı ÒÚÓÓÌ ‚˚ÔÛÍÎÓ„Ó ˜ÂÚ˚Âı-
Û„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰ËÚ ˜ÂÚ‚ÂÚÛ˛. 

èÂÂÈ‰ÂÏ, Ì‡ÍÓÌÂˆ, Í Ó·˘ÂÏÛ ÒÎÛ˜‡˛: ‚ÂÍÚÓ˚ a, a1, a2, a3 ÌÂ ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú Ó‰ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË
Ë ÌËÍ‡Í‡fl Ëı Ô‡‡ ÌÂ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl Ì‡ Ó‰ÌÓÈ ÔflÏÓÈ. 

ç‡ÚflÌÛÚÛ˛ Ì‡ ‚ÂÍÚÓ˚ a1, a2 ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ Π1, ‡ Ì‡ÚflÌÛÚÛ˛ Ì‡ a, a3 Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ
˜ÂÂÁ Π2. Ç ÔÎÓÒÍÓÒÚË Π1 ÔÓÒÚÓËÏ Ô‡‡ÎÎÂÎÓ„‡ÏÏ A1CA2O (ÒÏ. ÙË„. 1). ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚È Ô‡‡ÎÎÂ-
ÎÓ„‡ÏÏ ÔÓÒÚÓËÏ Ë ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Π2, ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ, Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ‚ÂÍÚÓÓ‚ a, a3. àÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ 

Ú.Â. ÔÓ ‰Û„ÓÏÛ Á‡ÔËÒ‡ÌÌÓÏÛ ‡‚ÂÌÒÚ‚Û (31), ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚È l1 ÓÚÂÁÓÍ l2 ‰ÂÎËÚÒfl ÔÓ-
ÔÓÎ‡Ï ÚÓ˜ÍÓÈ B. 

çËÊÂ Π(δ) – ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ ‚ R3, Û ÚÓ˜ÂÍ ÍÓÚÓÓÈ ÔÂ‚‡fl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ ‡‚Ì‡ δ. 
èÎÓÒÍÓÒÚ¸ Π2 ÔÓ‚ÂÌÂÏ ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË OC Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ ÔË ÂÂ ÒÓ‚ÏÂ˘ÂÌËË Ò ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ Π1 ÔÓÎÓ-

‚ËÌ‡ ‚ ÌÂÈ ÔÓÒÚÓÂÌÌÓ„Ó Ô‡‡ÎÎÂÎÓ„‡ÏÏ‡ Á‡ÌflÎÓ ÏÂÒÚÓ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ OA3C, ÔÓÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó Ì‡
ÙË„. 1. èË ̋ ÚÓÏ ·ÂÁ ÔÓÚÂË Ó·˘ÌÓÒÚË ‰ÓÔÛÒÚËÏÓ Ò˜ËÚ‡Ú¸, ̃ ÚÓ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‡ÌÂÂ ‚˚·‡ÌÌÓÂ ‡Ò-
ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÚÓ˜ÂÍ A2 Ë A3. 

èË Â‡ÎËÁ‡ˆËË ÛÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÓÚÂÁÓÍ l2 ÌÂ ÔÓÍË‰‡ÂÚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Π(δ). èÓ˝ÚÓÏÛ ‚ ËÚÓ„Â
ÓÚÂÁÍË l1 Ë l2 ·Û‰ÛÚ ‡ÒÔÓÎ‡„‡Ú¸Òfl Ì‡ Ó‰ÌÓÈ ÔflÏÓÈ. íÂÏ Ò‡Ï˚Ï ÔË¯ÎË Í ÍÓÌÒÚÛÍˆËË, Ò˚„‡‚-
¯ÂÈ ÓÒÌÓ‚ÌÛ˛ ÓÎ¸ ÔË ‡Ì‡ÎËÁÂ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl. ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó Á‡ÍÓÌ˜ÂÌÓ. 

èÂÂÈ‰ÂÏ Í ‡ÒÒÏÓÚÂÌË˛ ÂÁÓÌ‡ÌÒÓ‚ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡, ÍÓ„‰‡ ÔË ‡ÁÌ˚ı Ì‡·Ó‡ı Ô‡ ˆÂÎ˚ı
˜ËÒÂÎ (k, n) Ë (p, s) ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó 

(37)

àı ‰ÓÔÛÒÚËÏÓÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ ÌÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ‚˚‚ÂÒÚË ËÁ ÒÓ‰ÂÊ‡˘Â„ÓÒfl ‚ ÎÂÏÏÂ 2 ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËfl
Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂ Ó ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË ÌÂÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÂÁÓÌ‡ÌÒÓ‚ ÚÂÚ¸Â„Ó ÔÓfl‰Í‡. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ,
ËÁ (37) ‚˚ÚÂÍ‡˛Ú ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ 

(38)

‡ Ú‡Í Í‡Í ‡ÁÎË˜Ì˚ ÙÛÌÍˆËË ukn Ë ups, ÚÓ ËÏÂÂÏ ÔËÏÂ ÌÂÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÂÁÓÌ‡ÌÒ‡ ÚÂÚ¸Â„Ó ÔÓ-
fl‰Í‡ (‚ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Â ÎÂÏÏ˚ 2 – ˝ÚÓ ÔflÚ˚È ‚‡Ë‡ÌÚ). àÏÂÌÌÓ ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÔËıÓ‰ËÚ¸Òfl Ì‡Î‡„‡Ú¸

a a3+ a1 a2,+=

ωkn ωps.=

ωkn 2ωps ωkn, k– p p– k, n+ s s– n,+= = =

C

|a2|

|a|

α

α B A3 A2A1

a1
a a3

a2

O

îË„. 1.
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äÓÎÂÒÓ‚, ï‡¸ÍÓ‚

Ì‡ Ô‡‡ÏÂÚ l ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ: ÓÌ ÌÂ ‰ÓÎÊÂÌ ·˚Ú¸ Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl Ò ˆÂÎÓ˜ËÒÎÂÌ-
Ì˚ÏË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË ‚Ë‰‡

(39)

ÑÎfl ÔÓÒÚÓÚ˚, Ò˜ËÚ‡fl l = 1, ÓÒÚ‡ÌÓ‚ËÏÒfl Ì‡ ‚ÓÔÓÒÂ Ó Í‡ÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÂÍ ÒÔÂÍÚ‡ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ ã‡-
ÔÎ‡Ò‡. èÓÎÓÊËÏ ω2 = k2 + n2 Ë ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Oxy ‡ÒÒÏÓÚËÏ ˜ÂÚ‚ÂÚ¸ ÓÍÛÊÌÓÒÚË ‡‰ËÛÒ‡ ω Ò ˆÂÌ-
ÚÓÏ ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘Û˛ ÔÂ‚ÓÏÛ ÓÍÚ‡ÌÚÛ. äÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ı Ì‡ ÌÂÈ
ÚÓ˜ÂÍ (p, s) Ò ˆÂÎ˚ÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Í‡ÚÌÓÒÚ¸˛ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl ω2π2. üÒÌÓ,
˜ÚÓ ÌÂ ÔË Í‡Ê‰ÓÏ ‰ÓÔÛÒÚËÏÓÏ ω Ú‡ÍÓ‚˚Â ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú. èÓ˝ÚÓÏÛ ÛÏÂÒÚÌÓ ÔË‚ÂÒÚË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û-
˛˘ËÂ ÔËÏÂ˚: ω2 = 50 ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ˜ËÒÎÓ‚˚Â Ì‡·Ó˚ 

‡ ÔË ω2 = 425 ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl ÛÊÂ ·ÓÎ¸¯ÂÂ ˜ËÒÎÓ Ì‡·ÓÓ‚: 

(20, 5), (5, 20), (19, 8), (8, 19), (16, 13), (13, 16).

é‰Ì‡ÍÓ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌ˚ ÓÌË ÌÂ‡‚ÌÓÏÂÌÓ. íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ Ô‡‚‰ÓÔÓ‰Ó·Ì‡
ÉËÔÓÚÂÁ‡. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ S(ω) ÒÛÏÏÛ ‚ÒÂı Í‡ÚÌÓÒÚÂÈ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ, ‚ÂÎË˜ËÌ˚

ÍÓÚÓ˚ı ÌÂ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰flÚ ω2π2. íÓ„‰‡ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

óËÒÎÂÌÌ˚È ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ ÔÓÍ‡Á‡Î, ˜ÚÓ ÔË ω = 100 ‰‡ÌÌ‡fl ÙÓÏÛÎ‡ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛
‰Ó ̃ ÂÚ˚Âı ÁÌ‡ÍÓ‚ ÔÓÒÎÂ Á‡ÔflÚÓÈ. ë˜ËÚ‡ÂÏ, ̃ ÚÓ ÂÂ ‡ÍÍÛ‡ÚÌÓÂ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ Ó·ÓÒÌÓ‚‡ÌËÂ ÔË-
Ì‡‰ÎÂÊËÚ ‰‡ÎÂÍÓÏÛ ·Û‰Û˘ÂÏÛ. 

èË ‡ÒÒÏÓÚÂÌËË Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë (24) ÌËÊÂ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÏ, ˜ÚÓ ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ Ó„‡ÌË˜ÂÌËÂ Ì‡
Ô‡‡ÏÂÚ l, Ò‚flÁ‡ÌÌÓÂ Ò ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ÏË (39). éÚÒ˛‰‡ Ë ËÁ ÎÂÏÏ˚ 2 ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ Ó·-
ıÓ‰flÚÒfl ÚÛ‰ÌÓÒÚË, ‚˚Á‚‡ÌÌ˚Â ÌÂÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË ÂÁÓÌ‡ÌÒ‡ÏË ÚÂÚ¸Â„Ó ÔÓfl‰Í‡. 

ÇÂÌÂÏÒfl Í [4], „‰Â, ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò Ë‰ÂÓÎÓ„ËÂÈ ÏÂÚÓ‰‡ Í‚‡ÁËÌÓÏ‡Î¸Ì˚ı ÙÓÏ, Â¯ÂÌËfl
Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë (24) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ‚ ÙÓÏÂ, ÒÚÛÍÚÛÌÓ ÔÓ‰Ó·ÌÓÈ (9), ÌÓ ‚ ÍÓÚÓÓÈ u1 = 0, ‡ 

(40)

èÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ (9) ‚ (24) Ë ÔË‡‚ÌflÂÏ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÔË ÒÚÂÔÂÌflı ε3/2. ÑÎfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl u2(t, τ, x, y)
ËÏÂÂÏ ÎËÌÂÈÌÛ˛ Í‡Â‚Û˛ Á‡‰‡˜Û

(41)

„‰Â, ‚ ÒËÎÛ (40), ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚ¸ „‡ÏÓÌË˜Ì‡ ÔÓ t. ìÒÎÓ‚Ëfl ‡ÁÂ¯ËÏÓÒÚË Á‡‰‡˜Ë (41) ‚ ÍÎ‡ÒÒÂ „‡-
ÏÓÌË˜ÂÒÍËı ÔÓ t ÙÛÌÍˆËÈ, ÔË‚Ó‰ËÚ ‚Ó ‚ÂÏÂÌË τ Í Ò˜ÂÚÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌ-
ˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰Îfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı zkn Ë : 

(42)

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl (42), ÔÂÂıÓ‰ËÏ Í ‡ÏÔÎËÚÛ‰Ì˚Ï Û‡‚ÌÂÌËflÏ 

(43)

„‰Â ρkn = |zkn |2. é‰Ì‡ÍÓ ‡·ÓÚ‡Ú¸ Ò ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ˜ËÒÎÓÏ Û‡‚ÌÂÌËÈ Á‡ÚÛ‰ÌËÚÂÎ¸ÌÓ. èÓ˝ÚÓÏÛ ÔË-
·Â„ÌÂÏ Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ÔËÂÏÛ. 
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Ç ÒËÒÚÂÏÂ (43) Ò˜ËÚ‡ÂÏ, ˜ÚÓ ‚ÒÂ ρkn = 0 ÔË k, n > N, „‰Â N – Á‡‡ÌÂÂ ‚˚·‡ÌÌÓÂ ˜ËÒÎÓ, N � 2.
èÓÎÛ˜‡˛˘Û˛Òfl ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ Á‡ÔË¯ÂÏ ‚ ‚Ë‰Â

(44)

„‰Â R – Ï‡ÚËˆ‡ Ò ̋ ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË ρkn, Û Ï‡ÚËˆ˚ E0 ‚ÒÂ ̋ ÎÂÏÂÌÚ˚ ‡‚Ì˚ Â‰ËÌËˆÂ, B = E0 – I, ÒÍ‡ÎflÌÓÂ
ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ï‡ÚËˆ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÔÂÂÏÌÓÊ‡˛ÚÒfl ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ Ò Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ÏË ËÌ‰ÂÍÒ‡ÏË Ò ÔÓ-
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËÂÏ ÔÓ ÌËÏ, ÛÏÌÓÊÂÌËÂ R Ì‡ ÒÚÓfl˘Û˛ ‚ ÒÍÓ·Í‡ı Ï‡ÚËˆÛ ÔÓËÁ‚Ó‰ËÚÒfl
ÔÓ˝ÎÂÏÂÌÚÌÓ. 

Ç [4] ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ‰ËıÓÚÓÏË˜ÌÓ ‚ÌÛÚÂÌÌÂÂ ÒÓÒÚÓflÌËÂ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl 

Û‡‚ÌÂÌËfl (44). á‰ÂÒ¸ ÓÒÚ‡ÌÓ‚ËÏÒfl Ì‡ ·ÓÎÂÂ ÌÂÚË‚Ë‡Î¸ÌÓÏ ‚ÓÔÓÒÂ Ó ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Â Ë Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ı Â„Ó
ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚ı ÒÓÒÚÓflÌËÈ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl. 

èÛÒÚ¸ T – ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ Ú‡ÍËı Ï‡ÚËˆ R, Û ÍÓÚÓ˚ı ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ ÚÓÎ¸ÍÓ ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ 

(45)

„‰Â k1, …, kN – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ˜ËÒÂÎ 1, 2, …, N. ÖÒÎË ‚ (45) 

(46)

ÚÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Ì‡·Ó ÒÓÒÚÓflÌËÈ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (44). àı ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ TN.
èÓ ÔÓÒÚÓÂÌË˛ ÓÌÓ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ N! ‡ÁÎË˜Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚. 

íÂÓÂÏ‡ 1. ì Û‡‚ÌÂÌËfl (44) ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚Ó Í‡Ê‰ÓÂ ÒÓÒÚÓflÌËÂ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl, ‚ıÓ-
‰fl˘ÂÂ ‚ TN. 

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ìÒÎÓ‚ËÏÒfl „Ó‚ÓËÚ¸, ˜ÚÓ ÎËÌÂ‡ËÁ‡ˆËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (44) ÔË‚Ó‰ËÚ¸Òfl ÔÓ ÒÓ·-
ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflÏ, ÂÒÎË ‚‡Ë‡ˆËË Ò‚flÁ‡Ì˚ Ò ÙË„ÛËÛ˛˘ËÏË ‚ (45) ËÌ‰ÂÍÒ‡ÏË. Ç ÔÓÚË‚-
ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ·Û‰ÂÏ „Ó‚ÓËÚ¸, ˜ÚÓ ÎËÌÂ‡ËÁ‡ˆËfl ÔÓ‚Ó‰ËÚÒfl ÔÓ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Ï Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflÏ. 

Ç (44) ÙË„ÛËÛÂÚ Ï‡ÚËˆ‡ BR + RB = E0R + RE0 – 2R. àÁ ÒÚÛÍÚÛ˚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ˝ÚÓÈ ÙÓÏÛ-
Î˚ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÓÌ‡ ÛÒÚÓÂÌ‡ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ. îËÍÒËÛÂÏ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ ÌÂÍÓÚÓ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ρkn

Ï‡ÚËˆ˚ R. íÓ„‰‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ Ï‡ÚËˆ˚ BR + RB Ò ËÌ‰ÂÍÒ‡ÏË k, n ÒÚÓflÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ 

Ñ‡ÌÌÓÂ ÔÓflÒÌÂÌËÂ ÔÓÎÂÁÌÓ ÔË ‡ÒÒÏÓÚÂÌËË ‚‡Ë‡ˆËË H1 ÔÓ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Ï Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflÏ.

ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ ÒËÎÛ Û‡‚ÌÂÌËfl (44) Ë ‡‚ÂÌÒÚ‚ (46) ËÁ ÒÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ, ˜ÚÓ  = –[(2N +
+ 1)ρ0 – 1]H1, ‡ ÁÌ‡˜ËÚ, ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl ÔÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚Ï Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflÏ ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓ Á‡ÚÛı‡˛Ú. 

Ç‡Ë‡ˆËfl H2 ÔÓ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflÏ Ò‚flÁ‡Ì‡ Ò Û‡‚ÌÂÌËÂÏ 

„‰Â H – ‚‡Ë‡ˆËfl Ò‡ÁÛ ÔÓ ‚ÒÂÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflÏ. é‰Ì‡ÍÓ H1 ÏÓÊÌÓ ËÁ ÌÂÂ ËÒÍÎ˛˜ËÚ¸, ˜ÚÓ ÔË‚Â‰ÂÚ
Í ·ÓÎÂÂ ÔÓÒÚÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ 

„‰Â hp – ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ‚‡Ë‡ˆËË H2, Ëı ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Á‡ÚÛı‡ÌËÂ Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ. ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó Á‡-
ÍÓÌ˜ÂÌÓ. 

äÓÒÌÂÏÒfl ‚ÓÔÓÒ‡ Ó· ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ËÁ TN ÔË ÔÂÂıÓ‰Â ‚ (44) ÓÚ N Í N + 1, Ú.Â. ÔË
Û‚ÂÎË˜ÂÌËË ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛ˛˘Ëı Û‡‚ÌÂÌËÈ. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚‡Ë‡ˆËfl h ÔÓ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓÏÛ Ì‡-
Ô‡‚ÎÂÌË˛ ρN + 1, N + 1 ÔË‚Ó‰ËÚ Í Û‡‚ÌÂÌË˛ 
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äÓÎÂÒÓ‚, ï‡¸ÍÓ‚

Ú.Â. ‚ ÒËÎÛ (46) ÔÓ ˝ÚÓÏÛ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌË˛ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Ì‡‡ÒÚ‡ÌËÂ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÈ. 
èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ̃ ÚÓ Í‡Â‚‡fl Á‡‰‡˜‡ (24) Á‡ÏÂÌÂÌ‡ „‡ÎÂÍËÌÒÍÓÈ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËÂÈ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡-

ÌËÂÏ ÚÂı ÏÓ‰, ÌÓÏÂ‡ ÍÓÚÓ˚ı ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì˚ ÔË ÒÓÒÚ‡‚ÎÂÌËË Û‡‚ÌÂÌËfl (44). íÓ„‰‡ ÓÌÓ ‰ÓÒÚ‡‚-
ÎflÂÚ „Î‡‚ÌÛ˛ ˜‡ÒÚ¸ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Ì˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı Ó·˚˜ÌÓÈ ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏ˚. éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ,
˜ÚÓ ‡ÚÚ‡ÍÚÓ ‰‡ÌÌÓÈ „‡ÎÂÍËÌÒÍÓÈ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë (24) ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ Ó·ËÚ‡Î¸ÌÓ
˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚ı N-ÏÂÌ˚ı ÚÓÓ‚ ‚ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Â N! 

Ç [5] ÓÚÏÂ˜ÂÌ˚ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓÈ „‡ÎÂÍËÌÒÍÓÈ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë (24), ÌÓ
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ Ì‡ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ ÓÚÂÁÍÂ. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‰ËÌ‡ÏËÍ‡ Ò‚flÁ‡Ì‡ Ò ˆËÍÎ‡ÏË, ÍÓÚÓ˚Â
ÔË Û‚ÂÎË˜ÂÌËË N ÒÎ‡·Ó ÏÂÌfl˛ÚÒfl Ò ÒÓı‡ÌÂÌËÂÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË. íÂÏ Ò‡Ï˚Ï ‡ÁÎË˜ËÂ
ÏÂÊ‰Û ÎËÌÂÈÌ˚Ï Ë ÔÎÓÒÍËÏ ‚‡Ë‡ÌÚÓÏ ÌÓÒËÚ ÔËÌˆËÔË‡Î¸Ì˚È ı‡‡ÍÚÂ. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ ÔÎÓÒ-
ÍÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ N ‡ÒÚÂÚ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ Ó·ËÚ‡Î¸ÌÓ ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚ı ÚÓ-
Ó‚, ‡ ÁÌ‡˜ËÚ, ÌÂ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËfl ‰ËÌ‡ÏËÍË. óËÒÎÂÌÌ˚Â ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ˚ ÒÓ„Î‡ÒÛ˛ÚÒfl Ò
ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍËÏË ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËflÏË: ÔË ÓÒÚÂ t ÁÌ‡˜ÂÌËfl Â¯ÂÌËfl u(t, x, y) ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï
ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï ÒÓÒÂ‰ÓÚÓ˜ÂÌ˚ Ì‡ ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÒÎÓÊÌÓ ÛÒÚÓÂÌÌ˚ı ÎËÌËflı, ÍÓÚÓ˚Â Ò ÚÂ˜ÂÌËÂÏ ‚Â-
ÏÂÌË ÒËÎ¸ÌÓ ÏÂÌfl˛ÚÒfl, ÔË˜ÂÏ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸Ì‡ Ó·˚˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Ëı ˝ÌÂ„Ëfl. èÓ-
ÒÎÂ‰ÌÂÂ Ó·ÒÚÓflÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó Ò˜ËÚ‡ÂÏ ‚‡ÊÌ˚Ï. 

èÓ‰˜ÂÍÌÂÏ Â˘Â Ó‰ÌÓ Ó·ÒÚÓflÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. òËÓÍÓ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌÓ ÏÌÂÌËÂ, ̃ ÚÓ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓÂ ̃ ËÒ-
ÎÓ „‡ÎÂÍËÌÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ô‡‚ËÎ¸ÌÓ ÓÚ‡Ê‡ÂÚ ‰ËÌ‡ÏËÍÛ. àÁ ÒÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó ‚˚¯Â ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ̃ ÚÓ ̋ ÚÓ
‚ÂÌÓ ÌÂ ‚ÒÂ„‰‡. 

àÚ‡Í, Í‡Â‚‡fl Á‡‰‡˜‡ (24) ËÏÂÂÚ ·ÓÎ¸¯ÓÂ ˜ËÒÎÓ Ó‰ÌÓÚËÔÌ˚ı ‡ÚÚ‡ÍÚÓÓ‚ Ò ˜ÂÁ‚˚˜‡ÈÌÓ ‚˚-
ÒÓÍÓÈ ˝ÌÂ„ËÂÈ. àÏÂÌÌÓ ˝ÚË Ù‡ÍÚ˚ ÔÓÁ‚ÓÎËÎË Ó·Ì‡ÛÊËÚ¸ ÂÊËÏ˚ Ò‡ÏÓÓ„‡ÌËÁ‡ˆËË ‚ ·ÓÎÂÂ
ÔÓÒÚÓ ÛÒÚÓÂÌÌ˚ı Í‡Â‚˚ı Á‡‰‡˜‡ı. 

Ç Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂ ÍÓÒÌÂÏÒfl Ó‰ÌÓ„Ó Ù‡ÍÚ‡ Ó·˘Â„Ó ı‡‡ÍÚÂ‡.
ãÂÏÏ‡ 3. îÛÌÍˆËË, ‚ıÓ‰fl˘ËÂ ‚ Í‡Ê‰˚È ‡ÚÚ‡ÍÚÓ Í‚‡ÁËÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏ˚ (11), ÔÓ‰˜ËÌfl-

˛ÚÒfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û 

(47)

ÑÎfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ÛÏÌÓÊËÏ Ì‡  Û‡‚ÌÂÌËÂ (11), ‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ ÒÓÔflÊÂÌÌÓÂ Í ÌÂÏÛ – Ì‡ ξ.
êÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÒÎÓÊËÏ Ë ÔÓËÌÚÂ„ËÛÂÏ ÔÓ Ó·Î‡ÒÚË Ω. èËıÓ‰ËÏ Í ·‡ÁÓ‚ÓÏÛ ‡‚ÂÌÒÚ‚Û 

(48)

„‰Â ϑ – ÎÂ‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ ‚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Â (47).
é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ

(49)

àÁ (49) ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (48) ‚ÎÂ˜ÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó 

(50)

çÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (50) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÔË Î˛·ÓÏ ‚˚·ÓÂ Â¯ÂÌËfl Í‚‡ÁËÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏ˚. éÚÒ˛‰‡ Ë
ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (47).

Ñ‡ÌÌÓÂ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ ‰ÂÎ‡ÂÚ ÔÓÌflÚÌ˚Ï ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl Í‚‡ÁËÌÓ-

Ï‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏ˚ (11): ÔË ÌÂ·ÓÎ¸¯Ëı a2 ‚ ‡ÚÚ‡ÍÚÓ ‚ıÓ‰flÚ Ú‡ÍËÂ ÙÛÌÍˆËË, ˜ÚÓ |ξ | ~ 1/ , ‡ argξ
ÂÁÍÓ ÏÂÌflÂÚÒfl ÌÂÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ.

ç‡Ë‚Ì˚È ‚Á„Îfl‰ Ì‡ ‚ÓÁÌËÍÌÓ‚ÂÌËÂ Ë ˝‚ÓÎ˛ˆË˛ ‡‚ÚÓ‚ÓÎÌÓ‚˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚ ˜‡ÒÚÓ Ú‡ÍÓ‚: ÔË
ÔÓ‰ıÓ‰fl˘ÂÏ ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ ÛÔÛ„ÓÒÚË Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚È ˆËÍÎ ÚÂflÂÚ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ – ‚ÓÁÌË-
Í‡ÂÚ ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍ‡fl ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ‡‚ÚÓ‚ÓÎÌ‡. èË ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ ÛÔÛ„ÓÒÚË
ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÂÂ ÛÒÎÓÊÌÂÌËÂ Ò ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ Ú‡ÌÒÙÓÏ‡ˆËÂÈ ‚ ı‡ÓÒ ÚËÔ‡ ‰ËÙÙÛÁËÓÌÌÓ„Ó.

ç‡ Ò‡ÏÓÏ ‰ÂÎÂ ÒËÚÛ‡ˆËfl ÏÌÓ„Ó ÒÎÓÊÌÂÂ: ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ ÛÔÛ„ÓÒÚË ÔË‚Ó‰ËÚ Í
ÓÊ‰ÂÌË˛ ËÁ ÛÔÎÓÚÌÂÌËfl Ú‡ÂÍÚÓËÈ ÂÊËÏÓ‚ Ò‡ÏÓÓ„‡ÌËÁ‡ˆËË, Ó·Î‡‰‡˛˘Ëı, Í‡Í ÛÊÂ ÓÚÏÂ˜‡-
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ÎÓÒ¸, ‚˚ÒÓÍÓÈ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ Ë ‚ÂÏÂÌÌÓÈ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÒÚ¸˛, ÔË˜ÂÏ Ò ‚ÂÒ¸Ï‡ ·ÓÎ¸¯ÓÈ
Ó·˚˜Ì˚Ï ÒÔÓÒÓ·ÓÏ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÈ ̋ ÌÂ„ËÂÈ ‚ÓÎÌ˚. ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ÓÚ‚ÂÚ‚Îfl˛˘‡flÒfl ÓÚ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓ„Ó
ˆËÍÎ‡ ‡‚ÚÓ‚ÓÎÌ‡ ÊÂÒÚÍÓ ÚÂflÂÚ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ – ÔÓËÒıÓ‰ËÚ Ò˚‚ ‡‚ÚÓÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ì‡ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ
ÔÓÒÚÓ ÛÒÚÓÂÌÌ˚È ÂÊËÏ Ò‡ÏÓÓ„‡ÌËÁ‡ˆËË. 

2. ÑÂÒËÌıÓÌËÁ‡ˆËfl Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓ„Ó ˆËÍÎ‡

ë‚flÁ‡ÌÌ‡fl Ò ‰‡ÌÌ˚Ï ÙÂÌÓÏÂÌÓÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ·ËÙÛÍ‡ˆËÓÌÌ‡fl ÔÓ·ÎÂÏ‡ ‚ÔÂ‚˚Â ·˚Î‡
ÔÓÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ Ë Â¯ÂÌ‡ ‚ [6] ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËfl ï‡Ú˜ËÌÒÓÌ‡ Ò Ï‡Î˚Ï ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ ÏË„‡ˆËË, ̃ ÚÓ ÔÓ-
ÒÎÛÊËÎÓ ÓÒÌÓ‚ÓÈ ‰Îfl ÒÓÁ‰‡ÌËfl Ë ‡Á‡·ÓÚÍË ÏÂÚÓ‰‡ Í‚‡ÁËÌÓÏ‡Î¸Ì˚ı ÙÓÏ. é‰Ì‡ÍÓ ÌËÊÂ ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ·ÓÎÂÂ ÔÓÒÚÓÈ ÔÓ‰ıÓ‰, ‡Á‚ËÚ˚È ‚ [7]. àÚÓ„Ó‚˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ Û‰Ó·ÌÂÂ ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ú¸
ÔÓÁ‰ÌÂÂ.

ë ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÚÂÓËË ˝‚ÓÎ˛ˆËÓÌÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ, ÔË Ó„‡ÌË˜ÂÌËË (21) Ì‡ıÓ-
‰ËÏÒfl ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ˆËÍÎ‡ ÄÌ‰ÓÌÓ‚‡–ïÓÔÙ‡, ÍÓÚÓ˚È ‰Ë‚Â„ÂÌÚÌÓ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ ÔÓ Ì‡Ô‡‚ÎÂ-
ÌË˛ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ÌÓÈ ÏÓ‰˚. èÓ˝ÚÓÏÛ ˜ËÒÎÓ ÍËÚË˜ÂÒÍËı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ‡‚ÌÓ ‰‚ÛÏ: Ó‰Ì‡ Ò‚flÁ‡Ì‡ Ò
‰‚ËÊÂÌËÂÏ ‚‰ÓÎ¸ ˆËÍÎ‡, ‰Û„‡fl ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÚÓ˜ÍË ‚Ó ‚‡˘‡˛˘ÂÏÒfl Ó‰ÌÓÏÂÌÓÏ
ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË. ç‡ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÏ ‰ËÌ‡ÏËÍ‡ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‰ıÓ‰fl˘ËÏ Ó‰ÌÓÏÂÌ˚Ï
‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚Ï Û‡‚ÌÂÌËÂÏ.

Ç ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÏ Ì‡ÏË ÒÎÛ˜‡Â Ó·Î‡ÒÚ¸ Ω ‚ÒÂ ÊÂ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡. èÓ˝ÚÓÏÛ ÏÓÊÌÓ

ÓÊË‰‡Ú¸, ˜ÚÓ ÔË ω2 =  ‰ËÌ‡ÏËÍ‡ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓ„Ó ˆËÍÎ‡ Ò‚flÁ‡Ì‡ Ò Û‡‚ÌÂÌËflÏË 

(51)

„‰Â β, b – ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â. á‰ÂÒ¸ ÔÂ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ, ÓÚ‡Ê‡˛˘ÂÂ ‚‡˘ÂÌËÂ Ú‡ÂÍÚÓ-
ËÈ ‚ÓÍÛ„ ÌÂ„Û·Ó„Ó ˆËÍÎ‡ ÄÌ‰ÓÌÓ‚‡–ïÓÔÙ‡, ‚˚ÔËÒ‡ÌÓ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ρ4, ‚ÚÓÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ,
ÓÚ‡Ê‡˛˘ÂÂ Á‡ÍÓÌ ‰‚ËÊÂÌËfl ‚‰ÓÎ¸ Ó‰ÌÓÏÂÌÓ„Ó Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl, ÒÓÒÚ‡‚ÎÂÌÓ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ρ5.

ë‰ÂÎ‡ÂÏ ‰‚‡ ÔÓflÒÌÂÌËfl. ëÎÛ˜‡ÂÏ µ = 0 ÏÓÊÌÓ Ó„‡ÌË˜ËÚ¸Òfl ÔÓÚÓÏÛ, ˜ÚÓ Ì‡‰ÍËÚË˜ÌÓÒÚ¸ ÛÊÂ
Ì‡È‰ÂÌ‡ – ÂÂ ‡ÒËÏÔÚÓÚËÍ‡ Á‡‰‡Ì‡ ÙÓÏÛÎÓÈ (23). éÊË‰‡ÂÏ˚È ÔÓfl‰ÓÍ Ï‡ÎÓÒÚË Ô‡‚ÓÈ ̃ ‡ÒÚË ‚ÚÓ-
Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (51) Ò‚flÁ‡Ì ÒÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ ÒËÏÏÂÚËË ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ Ó·Î‡ÒÚË – ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â
‚ Û‡‚ÌÂÌËflı (51) Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Â ÔÓfl‰ÍË Ï‡ÎÓÒÚË.

èË ω2 =  ‚ Í‚‡ÁËÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏÂ (11) ‚˚ÔÓÎÌËÏ Á‡ÏÂÌÛ 

(52)

èÓÒÚ‡fl ‚˚ÍÎ‡‰Í‡ Û·ÂÊ‰‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂ 

(53)

„‰Â d0 Á‡‰‡ÂÚÒfl ÙÓÏÛÎÓÈ (3) Ò Û˜ÂÚÓÏ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ω2 = , ‡ 

(54)

ç‡ „‡ÌËˆÂ ∂Ω Ó·Î‡ÒÚË Ω ÒÚ‡‚flÚÒfl ÔÂÊÌËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÌÂÔÓÌËˆ‡ÂÏÓÒÚË.

çÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔÓ‚ÂflÂÚÒfl, ˜ÚÓ 

(55)

àÁ (54) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Â¯ÂÌËÂÏ ‰‡ÌÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÏÌËÏ‡fl ÔÓÒÚÓ-
flÌÌ‡fl.

îË„ÛËÛ˛˘ËÂ ‚ (51) ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â ÓÔÂ‰ÂÎËÏ, ÔË·Â„‡fl Í ÙÓÏÛÎÂ 

(56)
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äÓÎÂÒÓ‚, ï‡¸ÍÓ‚

Ë ÚÂ·Ûfl, ˜ÚÓ·˚ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ρ4 ÓÌ‡ ‰ÓÒÚ‡‚ÎflÎ‡ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (53). èÂ‚˚È ¯‡„ Ì‡ ˝ÚÓÏ
ÔÛÚË, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚È Ò ÔË‡‚ÌË‚‡ÌËÂÏ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ÔË ρ2, Ò Û˜ÂÚÓÏ ÔÂ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (51) ÔË-
‚Ó‰ËÚ Í Û‡‚ÌÂÌË˛ 

(57)

‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ β Ë ÙÛÌÍˆËË η2 ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı x, y, ÔÓ‰˜ËÌÂÌÌÓÈ ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÌÂÔÓÌËˆ‡-
ÂÏÓÒÚË Ì‡ „‡ÌËˆÂ Ó·Î‡ÒÚË.

àÁ (7) Ë (55) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ (57) ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â 

(58)

ë ÌËÏ Ë ·Û‰ÂÏ ‡·ÓÚ‡Ú¸. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, Â„Ó Â¯ÂÌËÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏÓ ‚ ‚Ë‰Â 

(59)

„‰Â ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ‡ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl A0.
ãÂÏÏ‡ 4. ëÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ÙÓÏÛÎ˚ 

(60)

(61)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. àÁ (58) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‚˚˜ËÒÎÂÌËÂ ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ı β, A0 Ò‚flÁ‡ÌÓ Ò Û‡‚ÌÂÌËÂÏ 

(62)

àÁ (54) Ë (62) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (60), Ú‡Í Í‡Í 

èÛÒÚ¸ A1 = c1 + ic2. àÁ (54) Ë (58) ‚˚‚Ó‰ËÏ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó 

ËÁ ÍÓÚÓÓ„Ó ÒÎÂ‰Û˛Ú ‰‚‡ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ı:

ÔË‚Ó‰fl˘Ëı Í ÔÂ‚ÓÈ ÙÓÏÛÎÂ (61).
ÇÚÓÛ˛ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÛ˛ ÔÓÒÚÓflÌÌÛ˛ A2 Ú‡ÍÊÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ ‚ ‚Ë‰Â c1 + ic2, „‰Â c1, c2 ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚.

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Â ËÁÎÓÊÂÌÌ˚Ï ‚˚¯Â ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÒÌ‡˜‡Î‡ ÔË‚Ó‰flÚ Í ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏÛ ‡‚ÂÌÒÚ‚Û 

‡ Á‡ÚÂÏ Ë Í ‰‚ÛÏ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï 

ÔÓÁ‚ÓÎfl˛˘ËÏ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ‚˚‚Ó‰ Ó ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚ÓÒÚË ‚ÚÓÓÈ ÙÓÏÛÎ˚ (61). ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó Á‡ÍÓÌ˜ÂÌÓ.
èÂÂÈ‰ÂÏ ÍÓ ‚ÚÓÓÏÛ ¯‡„Û – ÔÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ (56) ‚ (53) Ë Ò Û˜ÂÚÓÏ (51) ‚˚‰ÂÎËÏ Ë ÔË‡‚ÌflÂÏ ÍÓ-

˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÔË ρ3. èÓÎÛ˜‡ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ 

(63)

ÛÒÎÓ‚ËÂ ‡ÁÂ¯ËÏÓÒÚË ÍÓÚÓÓ„Ó ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÔÓÒÚÓflÌÌÛ˛ b.
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àÁ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË Û‡‚ÌÂÌËfl (63) ‚˚‰ÂÎËÏ ÙÛÌÍˆË˛ 

(64)

„‰Â γ – ÔÓ‰ÎÂÊ‡˘‡fl ÔÓÒÚÓÂÌË˛ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl. èÓÔÛÚÌÓ ÒÚ‡ÌÂÚ flÒÌÓ, ̃ ÚÓ Ò ÓÒÚ‡˛˘ÂÈ-
Òfl ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚ¸˛ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Â„ÛÎflÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ.

Ç˚ÔË¯ÂÏ ÔÓÎÂÁÌ˚Â ‰Îfl Ì‡Ò ÙÓÏÛÎ˚: 

(65)

(66)

àÁ ‚ÚÓÓÈ ÙÓÏÛÎ˚ (55), ËÁ (59) Ë (65), (66) ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ ‚˚‚Ó‰ËÏ 

(67)

(68)

(69)

ëÚÛÍÚÛ‡ ÙÓÏÛÎ (67)–(69) ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ‚˚‚Ó‰, ˜ÚÓ ‡ÁÂ¯ËÏÓÒÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËfl (63) ˝Í‚Ë‚‡-
ÎÂÌÚÌ‡ ‡ÁÂ¯ËÏÓÒÚË ÏÌÓ„Ó ·ÓÎÂÂ ÔÓÒÚÓ ÛÒÚÓÂÌÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl 

(70)

(71)

ãÂÏÏ‡ 5. ì‡‚ÌÂÌËÂ (70) ‡ÁÂ¯ËÏÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÂÒÎË 

(72)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. éÒÓ·ÂÌÌÓÒÚ¸ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl Ú‡ÍÓ‚‡, ̃ ÚÓ ‚ÂÒÚË ÏÓÊÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ Â˜¸
Ó Â¯ÂÌËflı Û‡‚ÌÂÌËfl (70) ‚Ë‰‡ 

(73)

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl (73) ‚ (70), ‚ ÒËÎÛ (54) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó 

(74)

àÁ (74) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (72) fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚Ï Ë ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËÂÏ ‡ÁÂ¯ËÏÓ-
ÒÚË Û‡‚ÌÂÌËfl (70). ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó Á‡ÍÓÌ˜ÂÌÓ.

àÁ (71) Ë (72) ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ, ˜ÚÓ 

(75)

ÑÎfl ‰Ó‚Â‰ÂÌËfl ÙÓÏÛÎ˚ (75) ‰Ó ÓÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‚Ë‰‡, ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl ÎÂÏÏÓÈ 4 Ë ‚ÚÓ˚Ï ‡‚ÂÌ-
ÒÚ‚ÓÏ (67), ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ 

(76)

ì˜ËÚ˚‚‡fl (76) Ë ÔÂ‚ÓÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (60) ‚ (75), ÔËıÓ‰ËÏ Í ÙÓÏÛÎÂ 

(77)
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äÓÎÂÒÓ‚, ï‡¸ÍÓ‚

àÁ (23) Ë ‚ÚÓÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (51) ‚˚‚Ó‰ËÏ, ˜ÚÓ ÔË Ó„‡ÌË˜ÂÌËË (21) ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ˆËÍÎ‡ ÄÌ-
‰ÓÌÓ‚‡–ïÓÔÙ‡ Ì‡ ‚‡˘‡˛˘ÂÏÒfl ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÏ Ó‰ÌÓÏÂÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ‰ËÌ‡ÏËÍ‡ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ-
Òfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ 

(78)

íÂÏ Ò‡Ï˚Ï ÏÓÊÌÓ ÓÊË‰‡Ú¸, ˜ÚÓ ÚÂfl˛˘ËÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚È ˆËÍÎ Í‚‡ÁËÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ
ÙÓÏ˚ (11) ÔÂÂ‰‡ÂÚ ÂÂ ‰‚ÛÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰Ì˚Ï ˆËÍÎ‡Ï. é‰Ì‡ÍÓ ÔÂ‰‚‡ËÚÂÎ¸ÌÓ
ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÛÔÓÏflÌÛÚ˚Â ˆËÍÎ˚ Í‚‡ÁËÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏ˚ (11) fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸-
Ì˚ÏË.

Ç Í‚‡ÁËÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏÂ (11) ‚˚ÔÓÎÌËÏ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÛ˛ (52) Á‡ÏÂÌÛ, ÌÓ Ò˜ËÚ‡fl, ˜ÚÓ ψ Á‡ÏÂÌÂ-
ÌÓ Ì‡ βτ, „‰Â ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl β ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ‡. Ç ËÚÓ„Â ÔËıÓ‰ËÏ Í ‚ÌÂ¯ÌÂ ÔÓ‰Ó·ÌÓÏÛ (63) Û‡‚ÌÂÌË˛,
ÌÓ ÚÂÔÂ¸ ·Û‰ÂÏ ËÌÚÂÂÒÓ‚‡Ú¸Òfl Â„Ó ÒÓÒÚÓflÌËflÏË ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl.

Ç‚Â‰ÂÏ ‚ ‡ÒÒÏÓÚÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ 

(79)

„‰Â d ÒÓÒÚ‡‚ÎÂÌÓ Ò Û˜ÂÚÓÏ ÔÂ‚Ó„Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (21) Ë ËÏÂÌÌÓ ÓÌÓ ÚÂÔÂ¸ ÙË„ÛËÛÂÚ ‚ (54), ‡ ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ ÓÔÂ‡ÚÓ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ ·ÛÍ‚ÓÈ L; Ì‡ÍÓÌÂˆ, 

èÛÒÚ¸ M(∗) – ÒÂ‰ÌÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‚ Ó·Î‡ÒÚË Ω ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÙÛÌÍˆËË ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı x, y. èÓÒÚ‡‚ËÏ ‚Ó-
ÔÓÒ Ó ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËË ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ Û Û‡‚ÌÂÌËfl 

(80)

ÍÓÚÓ˚È Ì‡ÏË ÛÊÂ Á‡Ú‡„Ë‚‡ÎÒfl ÔË ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Â ÎÂÏÏ˚ 4. ì‰Ó·ÌÓ ‚‚ÂÒÚË Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl 

(81)

ëËÏ‚ÓÎËÍ‡ (81) ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Á‡ÏÂÌËÚ¸ (80) ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂÏ 

ËÁ ÍÓÚÓÓ„Ó ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ÙÓÏÛÎ˚ 

(82)

(83)

îÓÏÛÎÛ (83) Û˜ÚÂÏ ‚ (79). ÇÏÂÒÚÂ Ò (82) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÒËÒÚÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÈ, Í ÍÓÚÓ˚Ï ÔËÏÂÌËÏ‡
ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍ‡fl ÚÂÓËfl ‚ÂÚ‚ÎÂÌËfl (ÒÏ. [8]) ‚ ÂÂ Ó‰ÌÓÏ ËÁ ÔÓÒÚÂÈ¯Ëı ‚‡Ë‡ÌÚÓ‚. èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÓÁÌ‡˜‡-
ÂÚ, ˜ÚÓ ËÚÓ„ÓÏ ÔÓ‰ÂÎ‡ÌÌ˚ı ÍÓÔÓÚÎË‚˚ı ÔÓÒÚÓÂÌËÈ fl‚ÎflÂÚÒfl

íÂÓÂÏ‡ 2. èÛÒÚ¸ ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ (21). íÓ„‰‡ Ì‡È‰ÂÚÒfl Ú‡ÍÓÂ µ0 > 0, ˜ÚÓ ÔË 0 < µ < µ0
Û‡‚ÌÂÌËÂ (79) ËÏÂÂÚ ‰‚‡ ÌÂÌÛÎÂ‚˚ı Â¯ÂÌËfl, „Î‡‚Ì‡fl ‡ÒËÏÔÚÓÚËÍ‡ ÍÓÚÓ˚ı ‰ÓÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl
ÙÓÏÛÎÓÈ 

(84)

„‰Â ÙÛÌÍˆËË η1, η2 Ë ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl b Ì‡È‰ÂÌ˚ ‡ÌÂÂ.
àÚ‡Í, Í‚‡ÁËÌÓÏ‡Î¸Ì‡fl ÙÓÏ‡ (11) ËÏÂÂÚ ‡‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸Ì˚Â ˆËÍÎ˚ 

(85)

„‰Â β±(µ) – ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË (84) ‚ (83). ä‡Ê‰˚È ËÁ ÌËı Ó·ËÚ‡Î¸ÌÓ ̋ ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓ ÛÒÚÓÈ-
˜Ë‚. ç‡ ‰ÂÚ‡Îflı ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ÓÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡Ú¸Òfl ÌÂ ·Û‰ÂÏ, ÓÌË ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚ ‡ÒÒÏÓÚÂÌË˛ ÔÓ‰Ó·-
Ì˚ı ‚ÓÔÓÒÓ‚ (Ì‡ÔËÏÂ, ÒÏ. [9]).

íÂÓÂÏ‡ 3. ç‡È‰ÛÚÒfl Ú‡ÍËÂ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â µ1 < µ2 Ë Ú‡ÍÓÂ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÂ
ε0 = ε0(µ1, µ2), ˜ÚÓ ÔË µ1 < µ < µ2 Ë 0 < ε < ε0 Í‡Â‚‡fl Á‡‰‡˜‡ (1) ËÏÂÂÚ ‰‚‡ Ó·ËÚ‡Î¸ÌÓ ˝ÍÒÔÓÌÂÌ-
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ˆË‡Î¸ÌÓ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚ı ˆËÍÎ‡ u±(t, x, y, µ, ε), Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı Ò ‡‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸Ì˚ÏË ˆËÍÎ‡ÏË (85) Í‚‡ÁËÌÓ-
Ï‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏ˚ (11).

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÓÒÌÓ‚‡ÌÓ Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÂ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ıÓÓ¯Ó ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı Ù‡ÍÚÓ‚. èÓ˝ÚÓÏÛ
ÒÙÓÏÛÎËÛÂÏ Ëı Ì‡ Ë‰ÂÈÌÓÏ ÛÓ‚ÌÂ. 

ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÚÂÓÂÏÂ 2, Í‚‡ÁËÌÓÏ‡Î¸Ì‡fl ÙÓÏ‡ (11) ËÏÂÂÚ ‰‚‡ ‡‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸Ì˚ı ˆËÍÎ‡, ‡ÏÔÎËÚÛ-
‰˚ ÍÓÚÓ˚ı Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı. éÚÒ˛‰‡ Ë ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (9) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ
ËÒıÓ‰Ì‡fl Í‡Â‚‡fl Á‡‰‡˜‡ (1) ËÏÂÂÚ ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚Â ˆËÍÎ˚, ‚ ÙÓÏÛÎ‡ı ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı 

ξ(τ, x, y) Á‡‰‡ÂÚÒfl ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ (85). èÓÌflÚËÂ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓ„Ó ˆËÍÎ‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ,
‰ÓÔÛÒÚËÏ, ˜ÚÓ Ò ‰ÓÎÊÌÓÈ ÔÓÎÌÓÚÓÈ Û‰‡ÂÚÒfl ‡ÁÓ·‡Ú¸Òfl ÒÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÎËÌÂ‡ËÁÓ-
‚‡ÌÌÓÈ Ì‡ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÏ ˆËÍÎÂ Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜ÂÈ. íÓ„‰‡ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚Ï ÒÔÓÒÓ·ÓÏ (ÒÏ. [9]) ÔÓ·ÎÂ-
Ï‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl Ë ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ˆËÍÎ‡ Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í ‡ÁÂ¯ËÏÓÒÚË ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÓ„Ó
Û‡‚ÌÂÌËfl, Í ÍÓÚÓÓÏÛ ÔËÏÂÌËÏ ÔËÌˆËÔ ÒÊËÏ‡˛˘Ëı ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÈ. 

íÂÏ Ò‡Ï˚Ï ‚‡ÊÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ – ÔÓÒÚÓÂÌËÂ ÚÂÓËË ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÒËÌ„ÛÎflÌÓ
‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌ˚ı ÎËÌÂÈÌ˚ı ‚ÓÎÌÓ‚˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ. Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓ‰Ó·Ì‡fl ÚÂÓËfl ÌÂ ÔÓÒÚÓÂÌ‡.
é‰Ì‡ÍÓ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚË Ì‡¯Â„Ó ÒÎÛ˜‡fl ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ˜‡ÒÚ¸˛
ÔÓÒÚÓÂÌËÈ ËÁ [1], ‚˚ÔÓÎÌÂÌÌ˚ı ÔË ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Â ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ„Ó ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËfl. éÒÚ‡ÌÓ‚ËÏÒfl
ÔÓ‰Ó·ÌÂÂ Ì‡ ‰‡ÌÌÓÏ ‚ÓÔÓÒÂ. 

ç‡Ë·ÓÎÂÂ ‚‡ÊÌ˚È ÔÂ‚˚È ˝Ú‡Ô ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ËÁ [1], ÔÓÁ‚ÓÎfl˛˘ËÈ ÓÚÓÈÚË ÓÚ ÂÁÓÌ‡ÌÒÌ˚ı
ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ, ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl Ì‡ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚È ÒÎÛ˜‡È ·ÂÁ ËÁÏÂÌÂÌËÈ. éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÔÓ-
‰Ó·Ì˚È ÒÔÓÒÓ· ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎÒfl Ë ‚ [3]. 

ÇÚÓÓÈ ˝Ú‡Ô ÌÓÒËÚ ÚÂıÌË˜ÂÒÍËÈ ı‡‡ÍÚÂ. ç‡ÔÓÏÌËÏ, ˜ÚÓ ÓÌ Ò‚Ó‰ËÚ ÔÓ·ÎÂÏÛ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË
Ì‡ ‚˚ÒÓÍËı ÏÓ‰‡ı Í ÔËÌˆËÔÛ ÛÒÂ‰ÌÂÌËfl ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÎËÌÂÈÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl. é‰Ì‡ÍÓ ‚ÓÁÌË-
Í‡˛˘ËÂ Á‰ÂÒ¸ ÚÛ‰ÌÓÒÚË ÔÂÓ‰ÓÎÂ‚‡˛ÚÒfl ·ÂÁ ÚÛ‰‡: ÔÓÂÍˆËfl ÎËÌÂ‡ËÁÓ‚‡ÌÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl Ì‡
‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍË ‚˚ÒÓÍËÂ ÏÓ‰˚ ‚ÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl ‚ ÛÊÂ ËÁÛ˜ÂÌÌ˚È ‚ [1] ·ÓÎÂÂ ¯ËÓÍËÈ ÍÎ‡ÒÒ Û‡‚ÌÂÌËÈ. 

èÛÒÚ¸ u(t, x, y) – ÌÂÍÓÚÓÓÂ Â¯ÂÌËÂ ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (1), ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓ„Ó ‚ Ó·Î‡ÒÚË (4).
èË 0 � x, y � 1, x + y � 1 ÓÔÂ‰ÂÎËÏ Â„Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ u(t, 1 – x, 1 – y). Ç Ó·Î‡ÒÚ¸ 0 � y � 1, 1 � x � 2
ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ËÏ Â„Ó ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÂ ÔÓ ˜ÂÚÌÓÒÚË, Ú.Â. ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ u(t, 2 – x, y). ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ
Â¯ÂÌËÂ ÔÓ‰ÓÎÊ‡ÂÚÒfl ‚ Ó·Î‡ÒÚ¸ 0 � x � 1, 1 � y � 2. ç‡ÍÓÌÂˆ, ‚ Í‚‡‰‡ÚÂ 1 � x, y � 2 Â¯ÂÌËÂ
ÒÚÓËÏ ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ u(t, 2 – x, 2 – y). Ç ËÚÓ„Â ÔËıÓ‰ËÏ Í ˜‡ÒÚÌÓÏÛ ‚‡Ë‡ÌÚÛ Â¯ÂÌËfl Ì‡ ÚÓÂ. ÑÓ-
Í‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó Á‡ÍÓÌ˜ÂÌÓ. 

é·˙flÒÌËÏ ÔË˜ËÌÛ, ÔÓ ÍÓÚÓÓÈ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl ÓˆÂÌÍ‡ µ ÒÌËÁÛ, Ú.Â. ÂÂ Í‚‡ÎËÙËˆËÓ‚‡ÌÌ‡fl
ÓÚ‰ÂÎÂÌÌÓÒÚ¸ ÓÚ ÌÛÎfl. åÓÊÌÓ, ÍÓÌÂ˜ÌÓ, ÒÓÒÎ‡Ú¸Òfl Ì‡ Ó·˘ËÂ ÔÓÎÓÊÂÌËfl ÚÂÓËË ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÈ: Í‡-
Â‚‡fl Á‡‰‡˜‡ (1) ‚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ ÂÒÚ¸ Ï‡ÎÓÂ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÂ Ò‚ÓÂÈ Í‚‡ÁËÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏ˚ (11),
‡ ÁÌ‡˜ËÚ, ÌÛÊÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl „Û·ÓÒÚ¸ ˆËÍÎ‡ ÌÂ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë.

é‰Ì‡ÍÓ „ÎÛ·ËÌÌ‡fl ÔË˜ËÌ‡ Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl ‚ ‰Û„ÓÏ. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ ‚ fl‰ ÔÓ ÒÚÂÔÂÌflÏ
ε1/2 Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓ„Ó ˆËÍÎ‡ (Â„Ó ˜‡ÒÚÓÚ‡ ‡ÁÎ‡„‡ÂÚÒfl ‚ fl‰ ÔÓ ˆÂÎ˚Ï ÒÚÂÔÂÌflÏ ε). ÖÒÎË ÙËÍÒËÓ‚‡Ú¸
ω2 Ë ÔÓÒÚÂÔÂÌÌÓ ÛÏÂÌ¸¯‡Ú¸ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ÛÔÛ„ÓÒÚË a2, ÚÓ Ì‡ ÙÓÏ‡Î¸ÌÓÏ ÛÓ‚ÌÂ ‡‚ÚÓ‚ÓÎÌ‡ ‚ÓÁ-
ÌËÍ‡ÂÚ ËÁ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË; ÒÌ‡˜‡Î‡ ÒÚ‡ÌÓ‚flÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰Ì˚ÏË ‚˚ÒÓÍËÂ ÔÓfl‰-
ÍË Ï‡ÎÓÒÚË ‚ ÛÔÓÏflÌÛÚÓÏ ‡ÁÎÓÊÂÌËË ˆËÍÎ‡. çÓ Í‡Ê‰˚È ÔÂÂıÓ‰ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ‚ÓÁÏÛ˘Â-
ÌËÈ Ò Ó‰ÌÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ Ï‡ÎÓÒÚË Ì‡ ‰Û„ÓÈ Ò‚flÁ‡Ì Ò Ú‡ÍËÏË ËÌÚÂ‚‡Î‡ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËÈ a2, ÔË ÍÓÚÓ˚ı
Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚È ˆËÍÎ ‚ÓÒÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÚ Ò‚Ó˛ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸, ‡ ÁÌ‡˜ËÚ, ‡‚ÚÓ‚ÓÎÌ‡ ÂÂ ÚÂflÂÚ. 

ä‡ÚÍÓ ÂÁ˛ÏËÛÂÏ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡. ÇÓ-ÔÂ‚˚ı, ‰ÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ÔË
ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËË a Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚È ̂ ËÍÎ ÚÂflÂÚ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸. ÇÓ-‚ÚÓ˚ı, ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ ‚‡ÊÌ‡fl ËÌÙÓÏ‡ˆËfl
Ó ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı ‡ÚÚ‡ÍÚÓ‡ı ˝Ú‡ÎÓÌÌÓÈ Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë (24). Ç-ÚÂÚ¸Ëı, ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ flÒÌÓ, ˜ÚÓ Ò‚fl-
Á‡ÌÌ˚Â Ò ÂÁÓÌ‡ÌÒ‡ÏË ÙÂÌÓÏÂÌ˚ ÌÂ Û„ÓÊ‡˛Ú. Ç-˜ÂÚ‚ÂÚ˚ı, ËÁ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Â„Ó ÒÚ‡ÌÂÚ flÒÌÓ, ˜ÚÓ
ÂÊËÏ˚ Ò‡ÏÓÓ„‡ÌËÁ‡ˆËË Ò ÚÂÓÂÏÓÈ 3 Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÌÂ Ò‚flÁ‡Ì˚. 

3. óàëãÖççõÖ ùäëèÖêàåÖçíõ: ùçÖêÉàü êÖÜàåéÇ ëÄåééêÉÄçàáÄñàà

Ç (1) ÍÓÌÍÂÚËÁËÛÂÏ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚ¸, Ò˜ËÚ‡fl, ˜ÚÓ 

(86)

u ε1/2
u1 εu2,+=

f u
∂u
∂t
------,⎝ ⎠

⎛ ⎞ bu 2u
2

+( )∂u
∂t
------, b 0,>=

4
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äÓÎÂÒÓ‚, ï‡¸ÍÓ‚

Ú.Â. ‡·ÓÚ‡Ú¸ ·Û‰ÂÏ Ò ‚ÓÎÌÓ‚˚Ï ‚‡Ë‡ÌÚÓÏ Û‡‚ÌÂÌËfl Ç‡Ì ‰Â èÓÎfl. èË ˝ÚÓÈ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË Îfl-
ÔÛÌÓ‚ÒÍ‡fl ‚ÂÎË˜ËÌ‡ Û‡‚ÌÂÌËfl (2) ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ (3), ‚ ÍÓÚÓÓÏ ω2 = b2/6. éÚÒ˛‰‡ Ë ËÁ (20) ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ,
˜ÚÓ ÔË Ï‡Î˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı ε Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚È ˆËÍÎ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ ÔË 

(87)

ì‰Ó·ÌÓ ËÏÂÚ¸ Ú‡ÍÛ˛ ˜ËÒÎÓ‚Û˛ ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍÛ ‡ÚÚ‡ÍÚÓÓ‚, ÔÓ ÍÓÚÓÓÈ ÓÌË ÁÌ‡˜ËÏÓ ‡ÁÎË-
˜‡˛ÚÒfl. ä‡Í ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl, Ú‡ÍÓ‚ÓÈ ÏÓÊÂÚ ÒÎÛÊËÚ¸ ÒÂ‰ÌÂÂ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ÁÌ‡˜ÂÌËÂ E0 ˝ÌÂ„ËË ‡‚-
ÚÓ‚ÓÎÌ˚ 

(88)

„‰Â A – ÓÔÂ‡ÚÓ I – εa2∆ ÔË ÛÒÎÓ‚Ëflı ÌÂÔÓÌËˆ‡ÂÏÓÒÚË Ì‡ „‡ÌËˆÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ ÚÂÛ„ÓÎ¸-
ÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË.

éÔË¯ÂÏ ÒıÂÏÛ ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë (1) ÔË ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË (86), ÔÓ‰Ó·-
ÌÛ˛ ËÁÎÓÊÂÌÌÓÈ ‚ [1]. Ö‰ËÌË˜Ì˚È ÓÚÂÁÓÍ ÔÓ‰ÂÎËÏ Ì‡ N ‡‚Ì˚ı ˜‡ÒÚÂÈ Ò ¯‡„ÓÏ h = 1/N, „‰Â ‚
˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡ı N = 50, ‡ Á‡ÚÂÏ ÔÓÎÓÊËÏ 

óÂÂÁ Ah Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ‡ÁÌÓÒÚÌÛ˛ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆË˛ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ A.
àÚ‡Í, Í‡Â‚Û˛ Á‡‰‡˜Û (1) Á‡ÏÂÌflÂÏ ÂÂ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌ˚Ï ‚‡Ë‡ÌÚÓÏ 

(89)

(90)

Ë ‚ ÒËÎÛ „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ ËÏÂÂÏ

Ë 

‡ 

(91)

àÌÚÂ„ËÛfl ‰‚‡Ê‰˚ ÓÚ t ‰Ó t + τ Í‡Ê‰ÓÂ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ (89) Ë ÔÓÔÛÚÌÓ ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛfl ËÌÚÂ„‡-
Î˚ ÔÓ ÏÂÚÓ‰Û Ú‡ÔÂˆËÈ, Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó τ4 ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ 

(92)

„‰Â Φ(u) = –εu +  + . 

Ç‚Â‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl 
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2 b

2
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ë ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó τ3 ËÏÂÂÏ 

éÚÏÂÚËÏ, ‰‡ÎÂÂ, ˜ÚÓ 

Ñ‡ÌÌ˚Â ÙÓÏÛÎ˚ Ë ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (92) ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó τ4 ÔÓÒÚÓËÚ¸ fl‚ÌÛ˛
‡ÁÌÓÒÚÌÛ˛ ÒıÂÏÛ 

(93)

èË ÔÓ‚Â‰ÂÌËË ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚÓ‚ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÎÓÒ¸, ˜ÚÓ 

(94)

Ñ‡ÌÌ˚È ‚˚·Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl ε Ó·˙flÒÌflÂÚÒfl ‰‚ÓflÍÓ. ÇÓ-ÔÂ‚˚ı, ÓÌ ÌÂ ‰ÓÎÊÂÌ ·˚Ú¸ ÒÎË¯ÍÓÏ ·ÓÎ¸-
¯ËÏ, ˜ÚÓ·˚ ÌÂ ‚˚ıÓ‰ËÚ¸ Á‡ ‡ÏÍË ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÈ ÚÂÓËË, ËÁÎÓÊÂÌÌÓÈ ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ‡Á‰ÂÎÂ. é‰Ì‡-
ÍÓ, ‚Ó-‚ÚÓ˚ı, ËÁÎË¯ÌÂ Ï‡Î˚Ï Â„Ó ÚÓÊÂ ÌÂÎ¸Áfl ·‡Ú¸: ÂÊËÏ˚ Ò‡ÏÓÓ„‡ÌËÁ‡ˆËË Ò‚flÁ‡Ì˚ Ò ‰Ó-
ÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ËÌÚÂÌÒË‚Ì˚ÏË ÍÓÎÂ·‡ÌËflÏË.

èÂÂÈ‰ÂÏ Í Ëı ÓÔËÒ‡ÌË˛. Ç ÔÓÎÌÓÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ÏË ÔÂ‚˚ı ‰‚Ûı ‡Á‰ÂÎÓ‚, ÔË
ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓÏ (87) ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Â Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚È ˆËÍÎ ÚÂflÂÚ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸, ÔÂÂ‰‡‚‡fl ÂÂ ‰‚ÛÏ
ÓÚ‚ÂÚ‚Îfl˛˘ËÏÒfl ÓÚ ÌÂ„Ó ‡‚ÚÓ‚ÓÎÌ‡Ï. àÌÚÂÂÒÌÓ, ˜ÚÓ ËÁÏÂÌÂÌËÂ Ëı ÛÒÂ‰ÌÂÌÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË ÌÂÏÓ-
ÌÓÚÓÌÌÓ Ë ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÔÓÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó Ì‡ ÙË„. 2. 

ç‡ ̋ ÚÓÏ ÊÂ „‡ÙËÍÂ ÓÚÏÂ˜ÂÌÓ ÍËÚË˜ÂÒÍÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ a2 = 0.273 …, ÔË ÔÓıÓÊ‰ÂÌËË ̃ ÂÂÁ ÍÓ-
ÚÓÓÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚Â ‡‚ÚÓ‚ÓÎÌ˚ ÊÂÒÚÍÓ ÚÂfl˛Ú ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸: Ï‡Î˚Â ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl Ì‡‡ÒÚ‡˛Ú
Ë Ú‡ÌÒÙÓÏËÛ˛ÚÒfl ‚ ÂÊËÏ Ò‡ÏÓÓ„‡ÌËÁ‡ˆËË. Ö„Ó ı‡‡ÍÚÂÌ‡fl ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚ¸ – ·ÓÎ¸¯‡fl ÛÒÂ‰-
ÌÂÌÌ‡fl ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ˝ÌÂ„Ëfl.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÒÚ¸ ÂÊËÏÓ‚ Ò‡ÏÓÓ„‡ÌËÁ‡ˆËË ·ÓÎÂÂ ‚˚‡ÊÂÌ‡ ÔË ·ÓÎ¸¯Ëı a2,
ÔÓ˝ÚÓÏÛ Ì‡ ÔË‚Ó‰ËÏ˚ı ÌËÊÂ ÙË„Û‡ı a2 = 2. 

ç‡ ÙË„. 3 ÔÓÍ‡Á‡Ì‡ ‚ÂÏÂÌÌ‡fl Ë ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ˝‚ÓÎ˛ˆËfl Ó‰ÌÓ„Ó ËÁ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ÔÓÒÚÓ
ÛÒÚÓÂÌÌ˚ı ÂÊËÏÓ‚ Ò‡ÏÓÓ„‡ÌËÁ‡ˆËË, „‰Â ‚ ·ÂÎ˚ı Ó·Î‡ÒÚflı 1 > u > –1, ‡ ‚ ˜ÂÌ˚ı u < –1. ëÚÂÎ-
Í‡ÏË ÓÚÏÂ˜ÂÌ˚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl ÔËÍÓ‚ ‡‚ÚÓ‚ÓÎÌ. èÓÍ‡Á‡Ì Á‡ÍÓÌ˜ÂÌÌ˚È ˆËÍÎ. Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ-
¯ÂÏ ÓÌ ÔËÏÂÌÓ ÔÓ‚ÚÓflÂÚÒfl. 

Φ ukn t 2τ+( )( ) Φ ukn t τ+( ) δ2ukn+( )  ==

=  Φ ukn t τ+( )( ) δ2uknΦ' ukn t τ+( )( ) 1
2
--- δ2ukn( )2Φ'' ukn t τ+( )( ).+ +

δ2ukn( )2 δ1ukn( )2
– O τ3( ).=

1
τ
2
---Φ' ukn t τ+( )( )+⎝ ⎠

⎛ ⎞ δ2ukn δ1ukn
τ
2
--- Φ ukn t τ+( )( ) Φ ukn t( )( )–[ ] ––=

–
τ
4
--- δ1ukn( )2Φ'' ukn t τ+( )( ) τ2

ukn t τ+( ) εa
2
Ahukn t τ+( )+[ ].–

τ 10
3–
, ε 0.4, b 4.= = =

E0
2.8

2.6

2.4

2.2

2.0

1.8

1.6

1.4

1.2

1.0
0.28 0.30 0.32 0.34 0.36 0.38 0.40 0.42 0.44

0.273 0.45a2

îË„. 2.
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äÓÎÂÒÓ‚, ï‡¸ÍÓ‚

àÏÂ˛ÚÒfl Ë ‰Û„ËÂ ÂÊËÏ˚ Ò‡ÏÓÓ„‡ÌËÁ‡ˆËË, Ó·Î‡ÒÚË ÔËÚflÊÂÌËfl ÍÓÚÓ˚ı ÒÚ‡ÌÓ‚flÚÒfl ÁÌ‡˜Ë-
Ï˚, ÍÓ„‰‡ ÔË ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËË a2 ·ÓÎÂÂ ÔÓÒÚÓ ÛÒÚÓÂÌÌ˚È ÂÊËÏ Ò‡ÏÓÓ„‡ÌËÁ‡ˆËË Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ ÚÂflÚ¸
Ò‚Ó˛ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÛ˛ Ë ‚ÂÏÂÌÌÛ˛ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÒÚ¸. ç‡ÔËÏÂ, ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ÔÓ ÒÎÓÊÌÓÒÚË
ÂÊËÏ Ò‡ÏÓÓ„‡ÌËÁ‡ˆËË Ò‚flÁ‡Ì Ò ÛÊÂ ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌ˚Ï ÔËÏÂÌÓ Ú‡Í: ËÒıÓ‰Ì˚È ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ ‰Â-
ÎËÚÒfl ÔÓÔÓÎ‡Ï ÔflÏÓÈ y = x Ë ‚ Í‡Ê‰ÓÏ ËÁ ÏÂÌ¸¯Ëı ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÓ‚ ‚ÓÎÌ‡ ÒÓ„Î‡ÒÓ‚‡ÌÌÓ ‰‚ËÊÂÚÒfl
ÔË·ÎËÁËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÌÓÏÛ Ì‡ ÙË„. 3 ÒÔÓÒÓ·Û (ÒÏ. ÙË„. 4, „‰Â Ó·Î‡ÒÚË ˜ÂÌÓ„Ó Ë ·ÂÎÓ„Ó ËÏÂ-
˛Ú ÚÛ ÊÂ ÒÏ˚ÒÎÓ‚Û˛ Ì‡„ÛÁÍÛ, ˜ÚÓ Ë Ì‡ ÙË„. 3). 

á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ˝ÌÂ„ËË ˝ÚËı ‰‚Ûı ÂÊËÏÓ‚ Ò‡ÏÓÓ„‡ÌËÁ‡ˆËË ÓÚ a2 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ Ì‡ ÙË„. 5, „‰Â
ÒÔÎÓ¯Ì‡fl ÎËÌËfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ˝ÌÂ„ËË ‚ÚÓÓ„Ó ÂÊËÏ‡, ‡ ¯ÚËıÓ‚‡fl – ÔÂ‚Ó„Ó. é·‡˘‡ÂÏ ‚ÌË-
Ï‡ÌËÂ, ˜ÚÓ ÂÊËÏ˚ Ò‡ÏÓÓ„‡ÌËÁ‡ˆËË ÔËÌˆËÔË‡Î¸ÌÓ ·ÓÎÂÂ ˝ÌÂ„ÓÂÏÍË, ˜ÚÓ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÒÓÔÓ-
ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl ÙË„. 2 Ë 5. 

èË Û‚ÂÎË˜ÂÌËË a2 ‰‡ÌÌ˚Â ÂÊËÏ˚ ÒÓı‡Ìfl˛Ú ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ Ë ÏÓÌÓÚÓÌÌ˚È ÓÒÚ ˝ÌÂ„ËË
(˝ÌÂ„Ëfl ÔÓÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó Ì‡ ÙË„. 4 ÂÊËÏ‡ Ò‡ÏÓÓ„‡ÌËÁ‡ˆËË ‡‚Ì‡ 1000 ÔË a2 = 12.25). èË ÛÏÂÌ¸-
¯ÂÌËË a2 ÔËıÓ‰ËÏ Í ‰ËÙÙÛÁËÓÌÌÓÏÛ ı‡ÓÒÛ Ò ÌÂ·ÓÎ¸¯ÓÈ ˝ÌÂ„ËÂÈ. 

àÚ‡Í, ‚ÓÁÌËÍÌÓ‚ÂÌËÂ ÂÊËÏÓ‚ Ò‡ÏÓÓ„‡ÌËÁ‡ˆËË Ò‚flÁ‡ÌÓ Ò Ëı ÓÊ‰ÂÌËÂÏ ËÁ ÛÔÎÓÚÌÂÌËfl Ú‡-
ÂÍÚÓËÈ. èË ˝ÚÓÏ ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÏ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ ËÁÏÂÌÂÌËfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ ÛÔÛ„ÓÒÚË ÓÌË ÒÓÒÛ˘ÂÒÚ‚Û-
˛Ú. èÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl Ô‡‚‰ÓÔÓ‰Ó·Ì˚Ï, ̃ ÚÓ ÔË ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ ÛÔÛ„ÓÒÚË a2 ‚ÓÁÌËÍ‡-
˛Ú ‚ÒÂ ·ÓÎÂÂ ÒÎÓÊÌ˚Â ÂÊËÏ˚ Ò‡ÏÓÓ„‡ÌËÁ‡ˆËË ÒÓ ‚ÒÂ ·ÓÎ¸¯ÂÈ ˝ÌÂ„ËÂÈ, ÌÓ Ò ÏÂÌ¸¯ÂÈ Ó·Î‡-
ÒÚ¸˛ ÔËÚflÊÂÌËfl. ç‡ÔÓÏÌËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÛÒÎÓ‚Ëflı ÚÂÓÂÏ˚ 1 ‰‡ÌÌ˚È ÙÂÌÓÏÂÌ ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl ‚
Ì‡Ë·ÓÎÂÂ Ô‡‡‰ÓÍÒ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏÂ. 

Ç Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂ ‚˚‰ÂÎËÏ ÚÓ ÌÓ‚ÓÂ, ˜ÚÓ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ÒÚ‡Ú¸Â. 
ÇÓ-ÔÂ‚˚ı, ‚ÔÂ‚˚Â ÛÍ‡Á‡Ì‡ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍ‡fl ÙÓÏÛÎ‡ ‰Îfl ÒÛÏÏ˚ ‚ÒÂı Í‡ÚÌÓÒÚÂÈ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌ-

Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ ã‡ÔÎ‡Ò‡ ÔË „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚Ëflı çÂÈÏ‡Ì‡, ÏÂÌ¸¯Ëı ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó
ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl. 

îË„. 3.

îË„. 4.
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ÇÓ-‚ÚÓ˚ı, ‚ÔÂ‚˚Â ‡ÍÍÛ‡ÚÌÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ fl‰Â ÒÎÛ˜‡Â‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ „‡ÎÂÍËÌ-
ÒÍËı ÔË·ÎËÊÂÌËÈ ÌÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ Ó ˜ËÒÎÂ Ë ı‡‡ÍÚÂÂ ‡ÚÚ‡ÍÚÓÓ‚ ÌÂÍÓ-
ÚÓ˚ı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ‚ÓÎÌÓ‚˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚ ÔÎÓÒÍÓÈ Ó·Î‡ÒÚË. 

Ç-ÚÂÚ¸Ëı, ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ Ó·Î‡‰‡˛˘ËÂ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ˝ÌÂ„ËÂÈ ÂÊËÏ˚ Ò‡ÏÓÓ„‡ÌËÁ‡ˆËË – ÂÒÚÂ-
ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ‡ÚÚ‡ÍÚÓ˚ ¯ËÓÍÓ„Ó ÍÎ‡ÒÒ‡ ‚ÓÎÌÓ‚˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ. 

Ç-˜ÂÚ‚ÂÚ˚ı, ËÁ ÒÓÔÓÒÚ‡‚ÎÂÌËfl ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı ‚˚¯Â ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ Ò ËÁÎÓÊÂÌÌ˚ÏË ‚ [1] Ë [10] ‚˚-
ÚÂÍ‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‚˚fl‚ÎÂÌÌ‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡ ‡‚ÚÓ‚ÓÎÌÓ‚˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚ ÌÓÒËÚ Ó·˘ËÈ ı‡‡ÍÚÂ: ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓ
‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Â ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ Ë ‚ ÒËÒÚÂÏ‡ı Â‡ÍˆËfl–‰ËÙÙÛÁËfl. 

ëèàëéä ãàíÖêÄíìêõ
1. äÓÎÂÒÓ‚ û.ë., ï‡¸ÍÓ‚ Ä.Ö. ëıÓ‰ÒÚ‚Ó Ë ‡ÁÎË˜ËÂ ‰ËÌ‡ÏËÍË ÔÎÓÒÍËı Ë ÚÂıÏÂÌ˚ı ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ‚ÓÎÌ //

å‡ÚÂÏ. Ò·. 2005. í. 196. ‹ 2. ë. 57–84. 
2. ãËÌÂÈÌ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍË / èÓ‰ Â‰. å.ç. åËıÎËÌ‡. å.: ç‡ÛÍ‡, 1964. 
3. äÓÎÂÒÓ‚ û.ë. ÄÒËÏÔÚÓÚËÍ‡ Ë ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÒËÌ„ÛÎflÌÓ ‚ÓÁ-

ÏÛ˘ÂÌÌÓ„Ó ÚÂÎÂ„‡ÙÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl // å‡ÚÂÏ. Ò·. 1995. í. 186. ‹ 10. ë. 57–72. 
4. äÓÎÂÒÓ‚ û.ë. èÓ·ÎÂÏ‡ ‡ÚÚ‡ÍÚÓÓ‚ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ‚ÓÎÌÓ‚˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚ ÔÎÓÒÍËı Ó·Î‡ÒÚflı // å‡ÚÂÏ.

Á‡ÏÂÚÍË. 2000. í. 68. ‹ 2. ë. 217–229. 
5. äÓÎÂÒÓ‚ û.ë. ë‚ÓÈÒÚ‚‡ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ˆËÍÎÓ‚ Ë ÚÓÓ‚ ÔÓÒÚÂÈ¯Â„Ó ÌÂÂÁÓÌ‡ÌÒÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ‚ÓÎÌÓ-

‚Ó„Ó ÚËÔ‡ // å‡ÚÂÏ. Á‡ÏÂÚÍË. 1997. í. 62. ‹ 5. ë. 744–750. 
6. äÓÎÂÒÓ‚ û.ë. á‡‰‡˜‡ Ô‡‡ÁËÚ–ıÓÁflËÌ // ÑËÌ‡ÏËÍ‡ ·ËÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËı ÔÓÔÛÎflˆËÈ. ÉÓ¸ÍËÈ: àÁ‰-‚Ó ÉÉì,

1984. ë. 16–29. 
7. äÓÎÂÒÓ‚ û.ë. ìÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ Ë ·ËÙÛÍ‡ˆËfl ·Â„Û˘Ëı ‚ÓÎÌ // çÂÎËÌÂÈÌ˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ‚ Á‡‰‡˜‡ı ̋ ÍÓÎÓ„ËË.

üÓÒÎ‡‚Î¸: àÁ‰-‚Ó üÉì, 1985. ë. 3–22. 
8. Ç‡ÈÌ·Â„ å.å., íÂÌÓ„ËÌ Ç.Ä. íÂÓËfl ‚ÂÚ‚ÎÂÌËfl Â¯ÂÌËÈ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ. å.: ç‡ÛÍ‡, 1969. 
9. åË˘ÂÌÍÓ Ö.î., äÓÎÂÒÓ‚ û.ë., äÓÎÂÒÓ‚ Ä.û., êÓÁÓ‚ ç.ï. èÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl Ë ·ËÙÛÍ‡ˆËÓÌÌ˚Â

ÔÓˆÂÒÒ˚ ‚ ÒËÌ„ÛÎflÌÓ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ‡ı. å.: îËÁÏ‡ÚÎËÚ, 1995. 
10. äÓÎÂÒÓ‚ û.ë., å‡ÈÓÓ‚ Ç.Ç. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl Ë ‚ÂÏÂÌÌ‡fl Ò‡ÏÓÓ„‡ÌËÁ‡ˆËfl ‚ Ó‰ÌÓ‚Ë‰Ó‚ÓÏ ·ËÓˆÂ-

ÌÓÁÂ // ÑËÌ‡ÏËÍ‡ ·ËÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËı ÔÓÔÛÎflˆËÈ. ÉÓ¸ÍËÈ: àÁ‰-‚Ó ÉÉì, 1986. ë. 3–18.



ÜìêçÄã ÇõóàëãàíÖãúçéâ åÄíÖåÄíàäà à åÄíÖåÄíàóÖëäéâ îàáàäà, 2009, ÚÓÏ 49, ‹ 4, Ò. 646–661

 

646

 

èêéÑéãÜÖçàÖ èé èÄêÄåÖíêì êÖòÖçàü Ç ÇàÑÖ 

ìÖÑàçÖççéÉé ÅÖÉìôÖÉé àåèìãúëÄ Ç ëàëíÖåÖ íàèÄ 

êÖÄäñàü–Ñàîîìáàü ë àëèéãúáéÇÄçàÖå 

åÖíéÑÄ çúûíéçÄ–äêõãéÇÄ

 

© 2009 „.   Ä. É. å‡ÍÂÂ‚, ç. ã. ëÂÏÂÌ‰flÂ‚‡

 

(119992 åÓÒÍ‚‡, ãÂÌËÌÒÍËÂ ÉÓ˚, åÉì, ÇåËä)
e-mail: amak@cs.msu.ru, natalys@cs.msu.ru

 

èÓÒÚÛÔËÎ‡ ‚ Â‰‡ÍˆË˛ 18.04.2008 „.
èÂÂ‡·ÓÚ‡ÌÌ˚È ‚‡Ë‡ÌÚ 02.07.2008 „.

 

ÅÂÁÏ‡ÚË˜Ì˚È ‚‡Ë‡ÌÚ ÏÂÚÓ‰‡ ç¸˛ÚÓÌ‡–ä˚ÎÓ‚‡, ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛˘ËÈ ‡Î„ÓËÚÏ GMRES (ËÚÂ‡-
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ÒËÒÚÂÏÂ ÚËÔ‡ Â‡ÍˆËfl–‰ËÙÙÛÁËfl. àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ÍÓÓÚÍÓÏ ËÌÚÂ-
‚‡ÎÂ ‚ÂÏÂÌË, Ï˚ Á‡ÏÂÌflÂÏ ËÒıÓ‰ÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰Û„ÓÈ
ÒËÒÚÂÏÓÈ, ËÏÂ˛˘ÂÈ ·ÓÎÂÂ ÔÓ‰ıÓ‰fl˘ËÂ, Ò ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl ÔËÏÂÌÂÌËfl ‡Î„ÓËÚÏ‡ GMRES, ÒÔÂÍ-
Ú‡Î¸Ì˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ Ï‡ÚËˆ˚ üÍÓ·Ë. èÂ‰ÎÓÊÂÌÌ˚È Ì‡ÏË ÏÂÚÓ‰ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ
ÔÓÍ‡Á‡Î Ò‚Ó˛ ‚˚ÒÓÍÛ˛ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚ¸ ‰Îfl Á‡‰‡˜ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË Ë ÔÓÁ‚ÓÎËÎ ‰ÂÚ‡Î¸ÌÓ
ËÁÛ˜ËÚ¸ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ ÓÚ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ó‰ÌÓ„Ó ËÁ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÏÓ‰ÂÎË.
ÅË·Î. 20. îË„. 5. í‡·Î. 2.

 

äÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚

 

‡: Û‡‚ÌÂÌËfl Â‡ÍˆËË–‰ËÙÙÛÁËË, ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌ˚Â ÒÚÛÍÚÛ˚, ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÂ
‡‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ, ÏÂÚÓ‰ ç¸˛ÚÓÌ‡–ä˚ÎÓ‚‡, ‡Î„ÓËÚÏ GMRES, ·ËÙÛ-
Í‡ˆËÓÌÌ˚È ‡Ì‡ÎËÁ.

 

1. ÇÇÖÑÖçàÖ

 

èË ËÁÛ˜ÂÌËË ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ‚‡ÊÌÓ ÁÌ‡Ú¸ ÂÂ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚Â ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl –
ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌ˚Â ÚÓ˜ÍË, ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚Â ˆËÍÎ˚, ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚Â ÚÓ˚ Ë ‰. èÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ËÌÚÂÂÒ ÌÂ
ÚÓÎ¸ÍÓ Ì‡ıÓ‰ËÚ¸ ‚ÒÂ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Â ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚Â ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl ÔË Á‡‰‡ÌÌÓÏ Ì‡·ÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ô‡-
‡ÏÂÚÓ‚, ÌÓ Ë ÓÔÂ‰ÂÎflÚ¸ ÛÒÎÓ‚Ëfl Ëı ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl Ë ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÔË ËÁÏÂÌÂÌËË ÍÎ˛˜Â‚˚ı
Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÒËÒÚÂÏ˚. èË ˝ÚÓÏ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÛÏÂÚ¸ ‚˚˜ËÒÎflÚ¸ Í‡Í ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚Â, Ú‡Í Ë ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë-
‚˚Â ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÓÒÎÂ‰ÌËÂ ÏÓ„ÛÚ ‚ÎËflÚ¸ Ì‡ ‰ËÌ‡ÏËÍÛ ÒËÒÚÂÏ˚ Ë ÔË‚Ó‰ËÚ¸ Í ÛÒÚÓÈ-
˜Ë‚˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËflÏ ÔË ËÁÏÂÌÂÌËË ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚. 

èÂÂ˜ËÒÎÂÌÌ˚Â Á‡‰‡˜Ë ·ËÙÛÍ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡ Ë ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ Ó·˚˜ÌÓ ÎÂ„-
ÍÓ Â¯‡˛ÚÒfl, ÂÒÎË ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Ï‡Î˚Ï ˜ËÒÎÓÏ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı. ÑÎfl ˝ÚËı
ˆÂÎÂÈ ¯ËÓÍÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚Â Ô‡ÍÂÚ˚ ÔÓ„‡ÏÏ, Ú‡ÍËÂ Í‡Í AUTO, CONTENT,
MATCONT Ë ‰. (ÒÏ. [1]). éÒÌÓ‚Ì˚Ï “Â¯‡ÚÂÎÂÏ” ‚ Ú‡ÍËı Ô‡ÍÂÚ‡ı fl‚ÎflÂÚÒfl ËÚÂ‡ˆËÓÌÌ˚È ÏÂÚÓ‰
ç¸˛ÚÓÌ‡ Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ËÎË Â„Ó ÏÓ‰ËÙËÍ‡ˆËË. ä‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, Ì‡ Í‡Ê-
‰ÓÈ ËÚÂ‡ˆËË ÏÂÚÓ‰‡ ç¸˛ÚÓÌ‡ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ‚˚˜ËÒÎflÚ¸ Ï‡ÚËˆÛ üÍÓ·Ë Ë Â¯‡Ú¸ ÒËÒÚÂÏÛ ÎËÌÂÈ-
Ì˚ı ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ (ëãÄì). Ç Á‡‰‡˜‡ı ·ÓÎ¸¯ÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËÂ flÍÓ·Ë‡Ì‡
‚ fl‚ÌÓÏ ‚Ë‰Â ÏÓÊÂÚ ÓÍ‡Á‡Ú¸Òfl ÌÂÓÔ‡‚‰‡ÌÌÓ ÚÛ‰ÓÂÏÍÓÈ ÓÔÂ‡ˆËÂÈ. ì˜ÂÚ ‡ÁÂÊÂÌÌÓÒÚË Ï‡Ú-
Ëˆ, Ò‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚È Á‡‰‡˜‡Ï ·ÓÎ¸¯ÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË, Ú‡ÍÊÂ ÌÂ ‚ÒÂ„‰‡ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÂÌ. í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ,
ÔË ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËË ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ ÒËÒÚÂÏ Ô‡‡·ÓÎË˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚ ˜‡ÒÚÌ˚ı ÔÓËÁ-
‚Ó‰Ì˚ı ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚ı ‡Î„ÓËÚÏÓ‚ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ ÔË‚Ó‰ËÚ Í Ì‡Û¯Â-
ÌË˛ ÎÂÌÚÓ˜ÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛ˚ Ï‡ÚËˆ˚ üÍÓ·Ë, ˜ÚÓ ‰ÂÎ‡ÂÚ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Ï ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÔËÏÂ-
ÌÂÌËÂ ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚ı ÔflÏ˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚ Â¯ÂÌËfl ëãÄì. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ Á‡‰‡˜‡ı ·ÓÎ¸¯ÓÈ
‡ÁÏÂÌÓÒÚË „Î‡‚Ì˚Ï ÔÂÔflÚÒÚ‚ËÂÏ Ì‡ ÔÛÚË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ‡Î„ÓËÚÏÓ‚ ·ËÙÛÍ‡ˆË-
ÓÌÌÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡ Ë ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÎÓÊÌÓÒÚË Ò Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍËÏ ÔËÏÂÌÂÌËÂÏ
ÏÂÚÓ‰‡ ç¸˛ÚÓÌ‡ Ë ÔflÏ˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚ ÎËÌÂÈÌÓÈ ‡Î„Â·˚.

 

ìÑä 519.633
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Ç ÔÓÒÎÂ‰ÌËÂ „Ó‰˚ ‚ÒÂ ·ÓÎÂÂ ¯ËÓÍÛ˛ ÔÓÔÛÎflÌÓÒÚ¸ ÔËÓ·ÂÚ‡˛Ú Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚Â “·ÂÁÏ‡Ú-
Ë˜Ì˚Â” (matrix-free) ËÚÂ‡ˆËÓÌÌ˚Â ÏÂÚÓ‰˚ Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ ÎËÌÂÈÌ˚ı Ë ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ‡Î„Â·‡Ë-
˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ. èÓ‰ ˝ÚËÏ ÚÂÏËÌÓÏ ÔÓÌËÏ‡ÂÚÒfl Ú‡Í‡fl ÒËÚÛ‡ˆËfl, ÍÓ„‰‡ ÌÂÚ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚË ‚˚-
˜ËÒÎflÚ¸ Ë ı‡ÌËÚ¸ ÌÂÍÓÚÓÛ˛ Ï‡ÚËˆÛ, ‡ ÏÓÊÌÓ ÎË¯¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÛÏÌÓÊÂÌËfl ˝ÚÓÈ
Ï‡ÚËˆ˚ Ì‡ ‚ÂÍÚÓ, Ú.Â. ‚˚˜ËÒÎflÚ¸ ‚ÂÍÚÓ. èËÏÂÓÏ ·ÂÁÏ‡ÚË˜ÌÓ„Ó ‡Î„ÓËÚÏ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·-
˘ÂÌÌ˚È ÏÂÚÓ‰ ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚ı ÌÂ‚flÁÓÍ GMRES (Generalized Minimal Residual) – ËÚÂ‡ˆËÓÌÌ˚È ÏÂÚÓ‰
Â¯ÂÌËfl ëãÄì Ò ‡ÁÂÊÂÌÌÓÈ ÌÂÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ Ï‡ÚËˆÂÈ, ‡Á‡·ÓÚ‡ÌÌ˚È ‚ ÒÂÂ‰ËÌÂ 80-ı „Ó‰Ó‚
(ÒÏ.

 

 

 

[2]). ÄÎ„ÓËÚÏ GMRES ÓÔÂËÛÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓÏ ÛÏÌÓÊÂÌËfl Ï‡ÚËˆ˚ ÒËÒÚÂÏ˚ Ì‡ ‚ÂÍ-
ÚÓ, Ú.Â. ÏÓÊÂÚ ÔËÏÂÌflÚ¸Òfl Í‡Í ‚ ÒÎÛ˜‡flı, ÍÓ„‰‡ Ï‡ÚËˆ‡ Á‡‰‡Ì‡ ‚ fl‚ÌÓÏ ‚Ë‰Â, Ú‡Í Ë ‚ Á‡‰‡˜‡ı, ‚
ÍÓÚÓ˚ı Ï‡ÚËˆ‡ ÒËÒÚÂÏ˚ ‰ÓÒÚÛÔÌ‡ ÚÓÎ¸ÍÓ ˜ÂÂÁ ÓÔÂ‡ˆË˛ ÛÏÌÓÊÂÌËfl Ì‡ ‚ÂÍÚÓ. é‰Ì‡ÍÓ ÒÍÓ-
ÓÒÚ¸ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ̋ ÚÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡, ÍÓÚÓ‡fl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÔÂÍÚÓÏ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ï‡ÚËˆ˚
ÒËÒÚÂÏ˚, ÌÂ ‚ÒÂ„‰‡ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓËÚÂÎ¸Ì‡. àÁ‚ÂÒÚÌÓ, ˜ÚÓ ˝Ú‡ ÔÓ·ÎÂÏ‡ ˜‡ÒÚÓ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Â¯ÂÌ‡
ÔÛÚÂÏ ÔÂ‰‚‡ËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ó·‡·ÓÚÍË Á‡‰‡˜Ë (preconditioning), Ó‰Ì‡ÍÓ ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚ı
ÔÓ‰ıÓ‰Ó‚ Ë ÂÍÓÏÂÌ‰‡ˆËÈ ‰Îfl ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎÂÌËfl Ú‡ÍÓÈ ÔÓˆÂ‰Û˚.

Ç ÚÂ ÊÂ „Ó‰˚ ‰Îfl Â¯ÂÌËfl ·ÓÎ¸¯Ëı ÒËÒÚÂÏ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ ·˚Î ‡Á-
‡·ÓÚ‡Ì ·ÂÁÏ‡ÚË˜Ì˚È ÏÂÚÓ‰ ç¸˛ÚÓÌ‡–ä˚ÎÓ‚‡, ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛˘ËÈ ‡Î„ÓËÚÏ GMRES (ÒÏ. [3]–[7]).
ùÚÓÚ ÏÂÚÓ‰ ÌÂ ÚÂ·ÛÂÚ fl‚ÌÓ„Ó ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl Ë ı‡ÌÂÌËfl Ï‡ÚËˆ˚ üÍÓ·Ë ÒËÒÚÂÏ˚, ‡ ÎË¯¸ ‡ÔÔÓÍ-
ÒËÏËÛÂÚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÛÏÌÓÊÂÌËfl ˝ÚÓÈ Ï‡ÚËˆ˚ Ì‡ ‚ÂÍÚÓ. Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ‡·ÓÚÂ ÏÂÚÓ‰ ç¸˛ÚÓÌ‡–
ä˚ÎÓ‚‡ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ‡Î„ÓËÚÏ‡ GMRES (Ì‡ÁÓ‚ÂÏ Â„Ó NK-GMRES) ÔËÏÂÌflÂÚÒfl ‰Îfl ÔÓ-
‰ÓÎÊÂÌËfl ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ Ë ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË Â¯ÂÌËfl ‚ ‚Ë‰Â ÛÂ‰ËÌÂÌÌÓ„Ó ·Â„Û˘Â„Ó ËÏ-
ÔÛÎ¸Ò‡ ‚ ÚÂıÍÓÏÔÓÌÂÌÚÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÚËÔ‡ Â‡ÍˆËfl–‰ËÙÙÛÁËfl. èË ̋ ÚÓÏ ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ Á‡‰‡˜‡ ÔÓËÒÍ‡
Ë ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ Â¯ÂÌËÈ ÒËÒÚÂÏ˚, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ ·ÓÎÂÂ 9000 ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ‡Î„Â·‡Ë-
˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ. çÂÎ¸Áfl ÛÚ‚ÂÊ‰‡Ú¸, ˜ÚÓ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ˝ÚÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Ó˜ÂÌ¸ ‚ÂÎËÍ‡, Ó‰Ì‡ÍÓ Ó·-
‡˘ÂÌËÂ Í ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚Ï ÔflÏ˚Ï ÏÂÚÓ‰‡Ï ÛÊÂ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÔÓ·ÎÂÏ‡ÚË˜Ì˚Ï. 

éÍ‡Á‡ÎÓÒ¸, ˜ÚÓ ‰Îfl ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ Ì‡ÏË Á‡‰‡˜Ë ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÔËÏÂÌÂÌËÂ ÏÂÚÓ‰‡
NK-GMRES ÒËÎ¸ÌÓ Á‡ÚÛ‰ÌÂÌÓ ËÁ-Á‡ ÔÎÓıÓÈ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ‡Î„ÓËÚÏ‡ GMRES. ÑÎfl ÛÒÚ‡ÌÂÌËfl
˝ÚÓÈ ÔÓ·ÎÂÏ˚ Ï˚ ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎËÒ¸ ÔÓ‰ıÓ‰ÓÏ, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚Ï Ì‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ˜ËÒ-
ÎÂÌÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ (éÑì) Ì‡ ÍÓ-
ÓÚÍÓÏ ÔÓÏÂÊÛÚÍÂ ‚ÂÏÂÌË (ÒÏ. [8], [9]). àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl, Ï˚ Á‡ÏÂÌflÂÏ
ËÒıÓ‰ÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰Û„ÓÈ ÒËÒÚÂÏÓÈ, ËÏÂ˛˘ÂÈ ·ÓÎÂÂ ÔÓ‰-
ıÓ‰fl˘ËÂ, Ò ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl ÔËÏÂÌÂÌËfl ‡Î„ÓËÚÏ‡ GMRES, ÒÔÂÍÚ‡Î¸Ì˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ Ï‡ÚËˆ˚ üÍÓ-
·Ë. Ç Ì‡¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË fl‚ÎflÂÚÒfl ̋ ÙÙÂÍÚË‚Ì˚Ï ÒÔÓÒÓ·ÓÏ ÔÂ‰‚‡ËÚÂÎ¸-
ÌÓÈ Ó·‡·ÓÚÍË, ıÓÚfl ÔÓ ÒÛÚË ˝ÚÓÚ ÔÓ‰ıÓ‰ ÓÚÎË˜‡ÂÚÒfl ÓÚ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ Ó·˚˜ÌÓ ÔÓ‰‡ÁÛÏÂ‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‰
ÚÂÏËÌÓÏ preconditioning.

èË ‡Ò˜ÂÚ‡ı Ì‡ÏË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Î‡Ò¸ ÔÓ„‡ÏÏ‡ nsoli.m – ‚‡Ë‡ÌÚ ÏÂÚÓ‰‡ NK-GMRES (ÒÏ. [10]),
‡Á‡·ÓÚ‡ÌÌ˚È ‰Îfl ÒÂ‰˚ MATLAB. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ‰Îfl Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl ‚Â‰Û˘Ëı ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜Â-
ÌËÈ ‡ÁÂÊÂÌÌ˚ı Ï‡ÚËˆ Ï˚ Ó·‡˘‡ÎËÒ¸ Í ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË eigs.m Ô‡ÍÂÚ‡ MATLAB 7.2.

 

2. èéëíÄçéÇäÄ áÄÑÄóà

 

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒËÒÚÂÏÛ ÚÂı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚ ˜‡ÒÚÌ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı Ô‡‡·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó ÚËÔ‡, ÓÔËÒ˚‚‡-
˛˘Ëı Â‡ÍˆË˛ ÓÍËÒÎÂÌËfl CO Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Í‡Ú‡ÎËÁ‡ÚÓ‡: 

(1)

á‰ÂÒ¸ 

 

t

 

 – ‚ÂÏfl, 

 

x

 

 – ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÔÂÂÏÂÌÌ‡fl, 

 

q

 

(

 

x

 

, 

 

t

 

) = (

 

θ

 

1

 

, 

 

θ

 

2

 

, 

 

θ

 

3

 

)

 

Ú

 

 – ‚ÂÍÚÓ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÍÓÌˆÂÌ-
Ú‡ˆËÈ ÏÓÎÂÍÛÎ Û„‡ÌÓ„Ó „‡Á‡ (

 

θ

 

1

 

 

 

≡ θ

 

C

 

O

 

), ‡ÚÓÏÓ‚ ÍËÒÎÓÓ‰‡ Ì‡ Í‡Ú‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË (

 

θ

 

2

 

 

 

≡ θ

 

O

 

)
Ë ‡ÚÓÏÓ‚ ÍËÒÎÓÓ‰‡ ‚ ÔËÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌÓÏ ÒÎÓÂ (

 

θ

 

3

 

 

 

≡ 

 

), 

 

D

 

 = diag(

 

d

 

1

 

, 

 

d

 

2

 

, 

 

d

 

3

 

) – ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì‡fl Ï‡Ú-

Ëˆ‡ ‰ËÙÙÛÁËË Ò ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË, 

 

f

 

(

 

q

 

) = (

 

f

 

1

 

, 

 

f

 

2

 

, 

 

f

 

3

 

)

 

Ú

 

 – ÌÂÎËÌÂÈÌ˚Â Â‡ÍˆËÓÌÌ˚Â
˜ÎÂÌ˚, ‚˚˜ËÒÎflÂÏ˚Â ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï (ÒÏ. [11], [12])

(2)

∂q
∂t
------ D

∂2q
∂x

2
-------- f q( ).+=

θOv

f 1 k1PCO 1 θ1– θ2– θ3–( ) k 1– θ1– 4k3θ1θ2– 4k5θ1θ3,–=

f 2 4k2PO2
1 θ1– θ2– θ3–( )2

4k3θ1θ2– k4θ2,–=

f 3 k4θ2 4k5θ1θ3.–=
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å‡ÍÂÂ‚, ëÂÏÂÌ‰flÂ‚‡

 

á‰ÂÒ¸ 

 

k

 

1

 

P

 

CO

 

, 

 

k

 

–1

 

, , 

 

k

 

3

 

, 

 

k

 

4

 

, 

 

k

 

5

 

 – ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ ÒÍÓÓÒÚÂÈ ̋ ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ÒÚ‡‰ËÈ (ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‡‰-
ÒÓ·ˆËË Ë ‰ÂÒÓ·ˆËË ÏÓÎÂÍÛÎ˚ ëé, ‡‰ÒÓ·ˆËË ÏÓÎÂÍÛÎ ÍËÒÎÓÓ‰‡, Â‡ÍˆËË Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË,
ÔÓÌËÍÌÓ‚ÂÌËfl ‡ÚÓÏ‡ ÍËÒÎÓÓ‰‡ ‚ ÔËÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚È ÒÎÓÈ Ë Â‡ÍˆËË ëé Ò ÔËÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚Ï
ÍËÒÎÓÓ‰ÓÏ); ÒÍÓÓÒÚË ÔÓˆÂÒÒÓ‚ ‡‰ÒÓ·ˆËË Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ‰‡‚ÎÂÌËÈ Â‡„ÂÌÚÓ‚ ‚ „‡ÁÓ‚ÓÈ Ù‡ÁÂ 

 

P

 

CO

 

 Ë
. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ-Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚Â ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â ÒÓÒÚÓflÌËfl ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ËÁ ÒËÒÚÂÏ˚ ÚÂı ÌÂ-

ÎËÌÂÈÌ˚ı ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ 

 

f

 

(

 

q

 

) = 

 

0

 

.
àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÏÂÚÓ‰ ÔflÏ˚ı, Â¯ÂÌËÂ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ Á‡‰‡˜Ë (1), (2) ÏÓÊÌÓ Ò‚ÂÒÚË Í Â¯ÂÌË˛ Á‡-

‰‡˜Ë äÓ¯Ë ‰Îfl ÒËÒÚÂÏ˚ éÑì ·ÓÎ¸¯ÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË. óËÒÎÂÌÌÓÂ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ Ú‡ÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚
éÑì Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚ ÔÓÍ‡Á‡ÎÓ, ˜ÚÓ ‚ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯ÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ÁÌ‡˜ÂÌËÈ
Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ 

 

P

 

CO

 

 Ë  Ì‡fl‰Û Ò ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚Ï ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Ï Â¯ÂÌËÂÏ ÒÛ˘Â-
ÒÚ‚ÛÂÚ Ë ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ‚ ‚Ë‰Â ÛÂ‰ËÌÂÌÌÓ„Ó ·Â„Û˘Â„Ó ËÏÔÛÎ¸Ò‡ – ÌÂÒÚ‡-
ˆËÓÌ‡ÌÓÈ ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛ˚. ìÂ‰ËÌÂÌÌ˚È ËÏÔÛÎ¸Ò ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÂ ‚ÓÁ-
ÏÛ˘ÂÌËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓ„Ó ÒÚ‡ˆËÓÌ‡‡, ÔÂÂÏÂ˘‡˛˘ÂÂÒfl Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛
Ë ÒÓı‡Ìfl˛˘ÂÂ ÔÓÙËÎ¸ ‚ ÔÓˆÂÒÒÂ ‰‚ËÊÂÌËfl. é‰Ì‡ÍÓ ‡Ò˜ÂÚ˚ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ Á‡‰‡˜Ë ÌÂ
ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ËÒ˜ÂÔ˚‚‡˛˘Û˛ ËÌÙÓÏ‡ˆË˛ Ó Ú‡ÍËı Â¯ÂÌËflı. ÑÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÚÛ‰ÌÓ ‚˚-
‰ÂÎËÚ¸ Ó·Î‡ÒÚË ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚, „‰Â ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚Â Â¯ÂÌËfl ‚ ‚Ë‰Â ÛÂ‰ËÌÂÌÌÓ„Ó
·Â„Û˘Â„Ó ËÏÔÛÎ¸Ò‡. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ÔË ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓÏ ‡Ò˜ÂÚÂ ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ÌÂ ÏÓ„ÛÚ
·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ Ë ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ì˚ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚Â Â¯ÂÌËfl. 

ëÚ‡ˆËÓÌ‡Ì‡fl Á‡‰‡˜‡ Ó ‡Ò˜ÂÚÂ ·Â„Û˘Â„Ó Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ÙÓÏÛÎËÛÂÚÒfl
Ú‡Í. ë‰ÂÎ‡ÂÏ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ (1) ‡‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸ÌÛ˛ Á‡ÏÂÌÛ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı 

 

ξ

 

 = 

 

x

 

 – 

 

v

 

t

 

, „‰Â 

 

v

 

 – ÒÍÓÓÒÚ¸ ‡Ò-
ÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ·Â„Û˘Â„Ó ËÏÔÛÎ¸Ò‡. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÙÓÏ‡ Ë ÒÍÓÓÒÚ¸ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ÌÂËÁÏÂÌÌ˚ ‚Ó ‚ÂÏÂ-
ÌË, ÚÓ ‚ ÌÓ‚˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl Ë ÔÂÂÈÚË ÓÚ ÒËÒÚÂÏ˚ (1)
Í ÒËÒÚÂÏÂ éÑì ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡

(3)

ÒÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Í‡Â‚˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË: 

  ÔË

 

ξ 

 

 

 

±∞

 

. (4)

á‰ÂÒ¸  – ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÂ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ (1). 
ì‡‚ÌÂÌËfl (3) Ò „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË (4) Ó·Î‡‰‡˛Ú ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÒÚ¸˛ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ò‰‚Ë„‡

ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ÒËÒÚÂÏ‡ (3) ÌÂ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl ÔË Á‡ÏÂÌÂ (

 

ξ

 

, 

 

v)  (–ξ, –v).
á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ ˜‡ÒÚÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â v = 0 Â¯ÂÌËflÏË Á‡‰‡˜Ë (3), (4) ÏÓ„ÛÚ fl‚ÎflÚ¸Òfl ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚Â ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â ÒÓÒÚÓflÌËfl ËÒıÓ‰ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ (1), ÌÓ Ë ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â ÎÓ-
Í‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌ˚Â ÒÚÛÍÚÛ˚. èË v ≠ 0 ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ Í‡Â‚˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ ÒËÒÚÂÏ‡ (3) ÏÓÊÂÚ ÓÔË-
Ò˚‚‡Ú¸ Í‡Í ÛÂ‰ËÌÂÌÌ˚Â ·Â„Û˘ËÂ ËÏÔÛÎ¸Ò˚, Ú‡Í Ë ‚ÓÎÌ˚ ÔÂÂÍÎ˛˜ÂÌËfl, Ù‡ÁÓ‚˚Â ‚ÓÎÌ˚, ‡ Ú‡ÍÊÂ
·ÓÎÂÂ ÒÎÓÊÌ˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ-‚ÂÏÂÌÌ˚Â ÒÚÛÍÚÛ˚. 

óËÒÎÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (3), (4) ÔÓ‚Ó‰ËÚÒfl Ì‡ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏ ÓÚÂÁÍÂ ‰ÎËÌ˚ L Ò ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍË-
ÏË „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË. àÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‡‚ÌÓÏÂÌ‡fl ÒÂÚÍ‡ Ò ¯‡„ÓÏ ∆ξ, ÒÓ‰ÂÊ‡˘‡fl M ÛÁÎÓ‚.
Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ÔÓÎÛ˜ËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛
ÒËÒÚÂÏÛ ËÁ 3M ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ:

(5)

„‰Â i = 1, 2, …, M, k = 1, 2, 3, θk, M + 1 = θk, 1, θk, 0 = θk, M.
ì‡‚ÌÂÌËfl (5) ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ‚Ë‰Â

(5')

„‰Â F = (F1, i, F2, i, F3, i)Ú, q = (θ1, i, θ2, i, θ3, i)Ú, i = 1, 2, …, M.
ÖÒÎË Ì‡È‰ÂÌÓ Â¯ÂÌËÂ q* ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ (5') ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl v, ÚÓ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â

ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ï‡ÚËˆ‡ üÍÓ·Ë JF = ,  i,  j = 1, 2, …, 3M, ‰‡˛Ú ËÌÙÓÏ‡ˆË˛ Ó· ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜Â-

ÒÍÓÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË Â¯ÂÌËfl ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë.

k2PO2

PO2

PO2

0 D
∂2q
∂ξ2
-------- v

∂q
∂ξ
------ f q( )+ +=

q ξ( ) q*

q*

Fk i, dk

θk i 1–, 2θk i,– θk i 1+,+

∆ξ( )2
--------------------------------------------------- v

θk i 1–, θk i 1+,–
2∆ξ

--------------------------------- f k θ1 i, θ2 i, θ3 i,, ,( )+ + 0,= =

F q( ) 0,=

∂Fi

∂θ j

--------
q q*=
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ÑÎËÌ‡ Ù‡„ÏÂÌÚ‡ L ‰ÓÎÊÌ‡ ‚˚·Ë‡Ú¸Òfl Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl (4) ·˚ÎË ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ Ò
ıÓÓ¯ÂÈ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‚ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯ÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â flÍÓ·Ë‡Ì JF ·Û-
‰ÂÚ ËÏÂÚ¸ Í‡Í ÏËÌËÏÛÏ Ó‰ÌÓ ·ÎËÁÍÓÂ Í ÌÛÎ˛ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‚ ÒËÎÛ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÒÚË Â¯Â-
ÌËfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ò‰‚Ë„‡ ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û ‚ ËÒıÓ‰ÌÓÈ ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍÂ Á‡‰‡˜Ë (3), (4). èË ‡Ò˜ÂÚ‡ı
ÛÂ‰ËÌÂÌÌ˚ı ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌ˚ı ÒÚÛÍÚÛ ·ÎËÁÓÒÚ¸ Í ÌÛÎ˛ Ó‰ÌÓ„Ó ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ï‡ÚËˆ˚ JF

fl‚ÎflÂÚÒfl ÍËÚÂËÂÏ ÚÓ˜ÌÓÒÚË ‡Ò˜ÂÚÓ‚. ÖÒÎË ˝ÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ ÌÂ ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ, ÚÓ Ì‡È‰ÂÌÌÛ˛ ÒÚÛÍÚÛ-
Û ÌÂÎ¸Áfl Ò˜ËÚ‡Ú¸ ÛÂ‰ËÌÂÌÌÓÈ. ÑÎfl ‚ÒÂı ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ‡Ò˜ÂÚÓ‚, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚ı ‚ Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ‡-
·ÓÚÂ, Ó‰ÌÓ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Ï‡ÚËˆ˚ JF ÔÓ ÏÓ‰ÛÎ˛ ÌÂ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰ËÚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl 10–7.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ v ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ÒËÒÚÂÏ‡ (5) ÒÓ‰ÂÊËÚ 3M Û‡‚ÌÂÌËÈ Ë 3M + 1 ÔÂÂÏÂÌÌÛ˛.
ÑÎfl ÛÒÚ‡ÌÂÌËfl ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÒÚË Í ÒËÒÚÂÏÂ (5) ÏÓÊÌÓ ‰Ó·‡‚ËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ:

(6)

Á‡ÙËÍÒËÓ‚‡‚ ÚÂÏ Ò‡Ï˚Ï ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â. á‰ÂÒ¸ q – ÌÂÍÓÚÓ˚È Á‡‡ÌÂÂ ‚˚-
·‡ÌÌ˚È ÌÓÏÂ ÛÁÎ‡ ÒÂÚÍË,  – ÌÂÍÓÚÓÓÂ “ÔÓ‰ıÓ‰fl˘ÂÂ” ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÍÓÌˆÂÌÚ‡ˆËË Ó‰ÌÓ„Ó ËÁ Â‡-
„ÂÌÚÓ‚ (ÏÓÎÂÍÛÎ CO), ÍÓÚÓÓÂ ÌÂ ‰ÓÎÊÌÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Ó‚‡Ú¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÏÛ Â¯Â-
ÌË˛. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ Ë ÛÒÎÓ‚ËÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÌÛÎ˛
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÏ ÛÁÎÂ ÒÂÚÍË, Á‡ÙËÍÒËÓ‚‡‚ ÚÂÏ Ò‡Ï˚Ï ÔÓÎÓÊÂÌËÂ
ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ„Ó ˝ÍÒÚÂÏÛÏ‡ ÔÓÙËÎfl ËÏÔÛÎ¸Ò‡ (ÒÏ. [13]).

3. ÇõóàëãàíÖãúçõÖ ÄãÉéêàíåõ

3.1. ÄÎ„ÓËÚÏ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ

éÒÌÓ‚Ì˚ÏË ˜ËÒÎÂÌÌ˚ÏË ÏÂÚÓ‰‡ÏË Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ÒÓÒÚÓflÌËÈ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ‰ËÌ‡-
ÏË˜ÂÒÍËı ÒËÒÚÂÏ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÂ ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ Ë ·ËÙÛÍ‡ˆËÓÌÌ˚È ‡Ì‡ÎËÁ. éÌË ÔÂ‰Ì‡-
ÁÌ‡˜ÂÌ˚ ‰Îfl ÔÓËÒÍ‡ Ë ‡Ì‡ÎËÁ‡ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË Â¯ÂÌËÈ ÒËÒÚÂÏ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı Û‡‚-
ÌÂÌËÈ ‚Ë‰‡ 

(7)

ÔË ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı ‚ÂÍÚÓ‡ ÛÔ‡‚Îfl˛˘Ëı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ p. á‰ÂÒ¸ y ∈ �
n
 – ‚ÂÍÚÓ ÔÂÂÏÂÌ-

Ì˚ı, p ∈ �
m
 – ‚ÂÍÚÓ ÛÔ‡‚Îfl˛˘Ëı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚, G: �

n
 × �

m
  �

n
 – „Î‡‰Í‡fl ‚ÂÍÚÓ-ÙÛÌÍˆËfl.

Ñ‡ÎÂÂ ·Û‰ÂÏ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÎË¯¸ Ó‰ÌÓÔ‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÒÎÛ˜‡È (m = 1).

ç‡Ë·ÓÎÂÂ ÔÓÒÚ‡fl ËÌÚÛËÚË‚ÌÓ ÔÓÌflÚÌ‡fl ÒıÂÏ‡ ÔÓÒÚÓÂÌËfl ‚ÂÚ‚Ë ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ ÒË-
ÒÚÂÏ˚ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÒÎÂ‰Û˛-
˘ÂÏ. èÓËÁ‚Ó‰ËÚÒfl ‰ËÒÍÂÚËÁ‡ˆËfl Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Ë ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó
ÁÌ‡˜ÂÌËfl ·ËÙÛÍ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ p ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ Ë˘ÛÚÒfl Â¯ÂÌËfl y ÒËÒÚÂÏ˚ (7). ÑÎfl
˝ÚÓ„Ó Ó·˚˜ÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛Ú ‡Î„ÓËÚÏ ÚËÔ‡ ÔÂ‰ËÍÚÓ–ÍÓÂÍÚÓ. 

1. ç‡ ÔÂ‚ÓÏ ˝Ú‡ÔÂ (ÔÂ‰ËÍÚÓ) ‰Îfl ‚˚·‡ÌÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚ‡ ÔÓ ÌÂÍÓÚÓÓÏÛ Ô‡‚ËÎÛ
‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl Ì‡˜‡Î¸ÌÓÂ ÔË·ÎËÊÂÌËÂ y0. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â y0 ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸, Ì‡ÔËÏÂ, Â¯Â-
ÌËÂ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ‰Îfl ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚ‡. 

2. ç‡ ‚ÚÓÓÏ ˝Ú‡ÔÂ (ÍÓÂÍÚÓ) ÒËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ (7) Â¯‡ÂÚÒfl Ó‰ÌËÏ ËÁ ËÚÂ‡ˆËÓÌÌ˚ı ÏÂ-
ÚÓ‰Ó‚, ˜‡˘Â ‚ÒÂ„Ó ÏÂÚÓ‰ÓÏ ç¸˛ÚÓÌ‡ ËÎË Â„Ó ÏÓ‰ËÙËÍ‡ˆËflÏË.

èË Ú‡ÍÓÏ ÔÓ‰ıÓ‰Â ‡Ò˜ÂÚ Ë ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ÒÎÓÊÌ˚ı ÓÒÓ·˚ı ÚÓ˜ÂÍ, ‚ ÍÓÚÓ˚ı Ï‡ÚËˆ‡ üÍÓ·Ë
ÒËÒÚÂÏ˚ (7) ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ, ÏÓÊÂÚ ÓÍ‡Á‡Ú¸Òfl ÌÂÔÓÒÚÓÈ Á‡‰‡˜ÂÈ. Ç ̃ ‡ÒÚÌÓÒÚË, ÔÓ‰ÓÎ-
ÊÂÌËÂ ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ ‚ ÚÓ˜ÍÂ ÔÓ‚ÓÓÚ‡ (ÒÂ‰ÎÓ-ÛÁÎÓ‚ÓÈ ·ËÙÛÍ‡ˆËË, ÚÓ˜ÍÂ ÒÍÎ‡‰ÍË, ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÈ
ÚÓ˜ÍÂ), „‰Â ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚ¸ Â¯ÂÌËÈ, ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Ï.

é·ÓÈÚË ÚÛ‰ÌÓÒÚË, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Â Ò ‚˚ÓÊ‰ÂÌËÂÏ Ï‡ÚËˆ˚ üÍÓ·Ë, Û‰‡ÂÚÒfl ÔÛÚÂÏ ‚‚Â‰ÂÌËfl ÌÓ‚Ó„Ó
Ô‡‡ÏÂÚ‡ – ‰ÎËÌ˚ ‰Û„Ë s Ú‡ÂÍÚÓËË ÒËÒÚÂÏ˚ ‚ Ù‡ÁÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ë ‡ÒÒÏÓÚÂÌËfl ‡Ò¯Ë-
ÂÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÈ Ì‡fl‰Û Ò Û‡‚ÌÂÌËflÏË ËÒıÓ‰ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ (7) ‰ÓÔÓÎÌË-
ÚÂÎ¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl ‰ÎËÌ˚ ‰Û„Ë (ÒÏ. [1], [14], [15]). èË ˝ÚÓÏ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ‚ÂÍÚÓ ÔÂ-
ÂÏÂÌÌ˚ı y Ë ·ËÙÛÍ‡ˆËÓÌÌ˚È Ô‡‡ÏÂÚ p Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ Ô‡‡ÏÂÚ‡ s Ë Ò‚flÁ‡Ì˚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ 

(9)

F3M 1+ θ1 q, θ– 0,= =

θ

G y p,( ) 0=

dy 2
dp( )2

+ ds( )2
,=
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å‡ÍÂÂ‚, ëÂÏÂÌ‰flÂ‚‡

ËÁ ÍÓÚÓÓ„Ó ÔÓÒÎÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËfl ÔÓ s ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ:

(10)

ÑÎfl Ó·ÂÒÔÂ˜ÂÌËfl Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÈ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚË ‚ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (10)
ÏÓÊÌÓ ‚‚ÂÒÚË ‚ÂÒÓ‚ÓÈ ÏÌÓÊËÚÂÎ¸ ϕ > 0, ÔÓÁ‚ÓÎfl˛˘ËÈ ÍÓÌÚÓÎËÓ‚‡Ú¸ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì˚Â ‚ÍÎ‡‰˚
‚ÂÍÚÓ‡ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı Â¯ÂÌËfl Ë ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ·ËÙÛÍ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ ÔÓ s: 

(11)

Ç˚·Ó ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl ϕ ≠ 1 ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÓÒÓ·ÂÌÌÓ ‚‡ÊÌ˚Ï ‰Îfl ÒËÒÚÂÏ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË.
àÁÎÓÊÂÌÌ˚È ÔÓ‰ıÓ‰ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÂÏ Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ

ÔÓ ‰ÎËÌÂ ‰Û„Ë (pseudo arclength continuation, ÒÏ. [14]). ìÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÓ, ̃ ÚÓ Ï‡ÚËˆ‡ üÍÓ·Ë ‡Ò¯ËÂÌ-
ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ, ÂÒÎË Ï‡ÚËˆ‡ üÍÓ·Ë ËÒıÓ‰ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌ‡.
äÓÏÂ ÚÓ„Ó, flÍÓ·Ë‡Ì ‡Ò¯ËÂÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÌÂ ‚˚ÓÊ‰‡ÂÚÒfl ‚ ÔÓÒÚ˚ı (ËÁÓÎËÓ‚‡ÌÌ˚ı) ÚÓ˜Í‡ı
ÔÓ‚ÓÓÚ‡, ˜ÚÓ ‰‡ÂÚ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÏÂÚÓ‰ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl Â¯ÂÌËfl ÔÓ ‰ÎËÌÂ ‰Û„Ë ‰Îfl
ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ÎÓÍ‡Î¸Ì˚ı ·ËÙÛÍ‡ˆËÈ ÒÓÒÚÓflÌËfl ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ÚËÔ‡ ÒÂ‰ÎÓ–ÛÁÂÎ.

Ç ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ‚‡Ë‡ÌÚ ÏÂÚÓ‰‡ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl Â¯ÂÌËfl ÔÓ ‰ÎËÌÂ ‰Û-
„Ë (ÒÏ. [14], [15]). Ç‚Â‰ÂÏ ‚ ‡ÒÒÏÓÚÂÌËÂ ‡Ò¯ËÂÌÌ˚È ‚ÂÍÚÓ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı z = (y1, …, yn, p)Ú ‡Á-
ÏÂÌÓÒÚË n + 1. èÛÒÚ¸ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ Â¯ÂÌËfl zi – 1 Ë zi – 2, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â Ì‡ ‰‚Ûı ÔÂ‰˚‰Û˘Ëı ¯‡„‡ı i – 1
Ë i – 2 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. 

ùÚ‡Ô 1. èÂ‰ËÍÚÓ. à˘ÂÏ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÂ ÔË·ÎËÊÂÌËÂ Ì‡ ÒÂÍÛ˘ÂÈ, ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍË zi – 2 Ë
zi – 1, ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

(12)

á‰ÂÒ¸ z' =  – Â‰ËÌË˜Ì˚È Ì‡Ô‡‚Îfl˛˘ËÈ ‚ÂÍÚÓ ÒÂÍÛ˘ÂÈ, ds – ¯‡„ ÏÂÚÓ‰‡ ÔÓ‰ÓÎ-

ÊÂÌËfl ÔÓ ‰ÎËÌÂ ‰Û„Ë.
ùÚ‡Ô 2. äÓÂÍÚÓ. àÒıÓ‰Ì‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ (7) ‰ÓÔÓÎÌflÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Ï ‚

ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÎËÌÂ‡ËÁ‡ˆËË Û‡‚ÌÂÌËfl (10):

(13)

ËÎË, ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÈ ÙÓÏÂ, 

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ ¯‡„Â Â¯ÂÌËÂ z Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛: ‡ÁÌÓÒÚ¸ z – z0 ‚ÂÍÚÓÓ‚ Â-
¯ÂÌËfl Ë Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ÔË·ÎËÊÂÌËfl ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌ‡ ÒÂÍÛ˘ÂÈ. 

è‡ÍÚË˜ÂÒÍ‡fl Â‡ÎËÁ‡ˆËfl ‡Î„ÓËÚÏ‡ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ Ú‡ÍÊÂ ‚ÍÎ˛˜‡ÂÚ ‚ ÒÂ·fl ‡‚-
ÚÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÈ ‚˚·Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl ds ÔÓ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÈ ÒıÂÏÂ: ‡) ¯‡„ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl, ÂÒÎË Á‡ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-
ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ËÚÂ‡ˆËÈ Á‡‰‡ÌÌ‡fl ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚ¸ ÌÂ ·˚Î‡ ‰ÓÒÚË„ÌÛÚ‡; ·) ˜ÂÂÁ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÛÒÔÂ¯Ì˚ı
¯‡„Ó‚ ‰ÂÎ‡ÂÚÒfl ÔÓÔ˚ÚÍ‡ Û‚ÂÎË˜ËÚ¸ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ds. 

3.2. ÄÎ„ÓËÚÏ NK-GMRES

àÁ‚ÂÒÚÌÓ, ˜ÚÓ Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔËÏÂÌÂÌËÂ ÏÂÚÓ‰‡ ç¸˛ÚÓÌ‡ ‰Îfl ÒËÒÚÂÏ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË
Ì‡Ú‡ÎÍË‚‡ÂÚÒfl Ì‡ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Â ÚÛ‰ÌÓÒÚË. ç‡ Í‡Ê‰ÓÈ ËÚÂ‡ˆËË j ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Â¯‡Ú¸ ÎËÌÂÈÌÛ˛
ÒËÒÚÂÏÛ ‚Ë‰‡ 

(14)

„‰Â J = , k, l = 1, 2, …, N, – Ï‡ÚËˆ‡ üÍÓ·Ë ÒËÒÚÂÏ˚. óÚÓ·˚ ËÁ·ÂÊ‡Ú¸ ÔÓ·ÎÂÏ, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı Ò

‚˚˜ËÒÎÂÌËÂÏ Ë Ó·‡˘ÂÌËÂÏ flÍÓ·Ë‡Ì‡ J, ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚÂ ÔËÏÂÌflÂÚÒfl ÏÂÚÓ‰ ç¸˛ÚÓÌ‡–ä˚ÎÓ‚‡,
ÍÓÚÓ˚È ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Ó„‡ÌËÁÓ‚‡Ú¸ ËÚÂ‡ˆËÓÌÌÛ˛ ÔÓˆÂ‰ÛÛ ÏÂÚÓ‰‡ ç¸˛ÚÓÌ‡ ·ÂÁ ÔÓÒÚÓÂÌËfl

∂y
∂s
------

2 ∂p
∂s
------⎝ ⎠

⎛ ⎞
2

+ 1.=

∂y
∂s
------

2

ϕ ∂p
∂s
------⎝ ⎠

⎛ ⎞
2

+ 1.=

z0 zi 1– ds z'.⋅+=

zi 1– zi 2––
zi 1– zi 2–– 2

-------------------------------

Gn 1+ z zi 1–– z',( ) ds– 0,= =

Gn 1+ z z0
– z',( ) 0.= =

J z j( ) z j 1+ z j
–( ) G z j( ),–=

∂Gk

∂zl

---------
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Ï‡ÚËˆ˚ üÍÓ·Ë ‚ fl‚ÌÓÏ ‚Ë‰Â. åÂÚÓ‰ ÓÔÂËÛÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓÏ ÛÏÌÓÊÂÌËfl Ï‡ÚËˆ˚ üÍÓ·Ë
Ì‡ ‚ÂÍÚÓ; ‡ÁÌÓÒÚÌ‡fl ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËfl ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl Ï‡ÚËˆ˚ J Ì‡ ‚ÂÍÚÓ u ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ 

(15)

„‰Â ε – ÌÂÍÓÚÓÓÂ Ï‡ÎÓÂ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÂ. ÖÒÎË ÁÌ‡˜ÂÌËÂ G(z j) ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ÚÓ ‰Îfl ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË Â-
ÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ ÛÏÌÓÊÂÌËfl flÍÓ·Ë‡Ì‡ Ì‡ ‚ÂÍÚÓ ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ (15) ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ‚˚˜ËÒÎËÚ¸ ÌÂÎËÌÂÈÌÛ˛
ÙÛÌÍˆË˛ G ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ËÌ ‡Á, ÚÓ„‰‡ Í‡Í ‡ÁÌÓÒÚÌ‡fl ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËfl ‚ÒÂı ˜‡ÒÚÌ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı
flÍÓ·Ë‡Ì‡ J ÚÂ·ÛÂÚ ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â N ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ‚˚˜ËÒÎÂÌËÈ ÙÛÌÍˆËË G. 

ÄÎ„ÓËÚÏ NK-GMRES ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ‰‚Ûı ËÚÂ‡ˆËÓÌÌ˚ı ˆËÍÎÓ‚. 
1. ÇÌÂ¯ÌËÈ ˆËÍÎ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ËÚÂ‡ˆËË ç¸˛ÚÓÌ‡ ‰Îfl ÔÓËÒÍ‡ Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl G(z) = 0

ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ (14) ÔË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ÔË·ÎËÊÂÌËfl z0. ç‡ Í‡Ê‰ÓÈ ËÚÂ‡ˆËË
ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‚ÂÍÚÓ‡ ÔË‡˘ÂÌËÈ ∆z j = z j + 1 – z j ‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl ‚Ó ‚ÌÛÚÂÌÌÂÏ ˆËÍÎÂ Ò ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚ı ÌÂ‚flÁÓÍ. 

2. ÇÌÛÚÂÌÌËÈ ˆËÍÎ – ËÚÂ‡ˆËË ÔÓ ÏÂÚÓ‰Û GMRES ‰Îfl ÔÓËÒÍ‡ ‚ÂÍÚÓ‡ ∆z j. ÄÎ„ÓËÚÏ GMRES
fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌËÏ ËÁ ÏÂÚÓ‰Ó‚ ÔÓÂÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ä˚ÎÓ‚‡, ‡Á‡·ÓÚ‡ÌÌ˚Ï ‰Îfl
Â¯ÂÌËfl ëãÄì ·ÓÎ¸¯ÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË (ÒÏ. [2]). ç‡ Í‡Ê‰ÓÈ ËÚÂ‡ˆËË ‡Î„ÓËÚÏ‡ GMRES ÚÂ·Û-
ÂÚÒfl ‚˚ÔÓÎÌËÚ¸ Ó‰ÌÓ ÛÏÌÓÊÂÌËÂ Ï‡ÚËˆ˚ J Ì‡ ÌÂÍÓÚÓ˚È ‚ÂÍÚÓ. ÑÎfl ̋ ÚÓ„Ó ‚ Ì‡¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÚÂ-
·ÛÂÚÒfl ‚˚˜ËÒÎËÚ¸ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË G Ë ÔËÏÂÌËÚ¸ ÙÓÏÛÎÛ (15). èÓÏËÏÓ ÛÏÌÓÊÂ-
ÌËfl ËÒıÓ‰ÌÓÈ Ï‡ÚËˆ˚ Ì‡ ‚ÂÍÚÓ, Ì‡ Í‡Ê‰ÓÈ k-È ËÚÂ‡ˆËË ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó ̂ ËÍÎ‡ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓ ‚˚-
ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÓÚÓ„ÓÌ‡ÎËÁ‡ˆËfl ÄÌÓÎ¸‰Ë ‰Îfl ÒËÒÚÂÏ˚ ËÁ k ‚ÂÍÚÓÓ‚ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË N. äÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó
‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÓÔÂ‡ˆËÈ Ì‡ Í‡Ê‰ÓÈ ËÚÂ‡ˆËË ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ ‚ÂÎË˜ËÌÂ N × k Ë,
ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ò ÓÒÚÓÏ k. èÓ˝ÚÓÏÛ Ì‡ Ô‡ÍÚËÍÂ ˜‡ÒÚÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl
Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚È ÔÂÂÁ‡ÔÛÒÍ‡ÂÏ˚È ‡Î„ÓËÚÏ GMRES(m), „‰Â m – Ô‡‡ÏÂÚ ‡Î„ÓËÚÏ‡, Ó·ÓÁÌ‡˜‡-
˛˘ËÈ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ËÚÂ‡ˆËÈ. ÖÒÎË Á‡ m ËÚÂ‡ˆËÈ ÏÂÚÓ‰ ÌÂ ÒÓ¯ÂÎÒfl, ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚Îfl-
ÂÚÒfl ÔÂÂÁ‡ÔÛÒÍ ‡Î„ÓËÚÏ‡ GMRES. èË ˝ÚÓÏ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ÔË·ÎËÊÂÌËfl ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl
Â¯ÂÌËÂ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ÔË k = m, Ë ‡Î„ÓËÚÏ GMRES ÒÚ‡ÚÛÂÚ Á‡ÌÓ‚Ó. é‰Ì‡ÍÓ ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ̃ ÚÓ Ú‡ÍÓÈ
ÔÂÂÁ‡ÔÛÒÍ ÏÓÊÂÚ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÛıÛ‰¯ËÚ¸ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ËÚÂ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÔÓˆÂÒÒ‡ GMRES.
“éÔÚËÏ‡Î¸ÌÓÂ” ÁÌ‡˜ÂÌËÂ m, ‡ Ú‡ÍÊÂ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÔÂÂÁ‡ÔÛÒÍÓ‚ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚ Â¯‡-
ÂÏÓÈ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Ë ‚˚·Ë‡˛ÚÒfl ÔË ÚÂÒÚÓ‚˚ı ‡Ò˜ÂÚ‡ı.

Ç‡Ë‡ÌÚ ÏÂÚÓ‰‡ NK-GMRES, Â‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌ˚È ‚ ÔÓ„‡ÏÏÂ nsoli.m Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚È ‚ Ì‡ÒÚÓfl-
˘ÂÈ ‡·ÓÚÂ, ÓÚÌÓÒËÚÒfl Í Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚Ï “ÌÂÚÓ˜Ì˚Ï” ÏÂÚÓ‰‡Ï ç¸˛ÚÓÌ‡ (inexact Newton method,
ÒÏ. [16]), ÍÓÚÓ˚Â ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÙÓÏÛÎÓÈ 

„‰Â 0 ≤ ηj < 1. Ç Ì‡¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ˝ÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÛÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÚ ÍËÚÂËÈ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ËÚÂ‡ˆËÓÌ-
ÌÓ„Ó ÔÓˆÂÒÒ‡ GMRES ÔË Â¯ÂÌËË ëãÄì (14). íÂ·ÛÂÏ‡fl ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸ Â¯ÂÌËfl ëãÄì Û‚ÂÎË˜Ë‚‡-
ÂÚÒfl ÔÓ ÏÂÂ ÔË·ÎËÊÂÌËfl Â¯ÂÌËfl Í ËÒÍÓÏÓÏÛ ÍÓÌ˛ ÒËÒÚÂÏ˚ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ. Ç Â-
ÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ˝ÚÓ„Ó, Í‡Í Ô‡‚ËÎÓ, ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‚ÌÛÚÂÌÌËı ËÚÂ‡ˆËÈ ÔÓ ÏÂÚÓ‰Û GMRES ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ
Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ò ÓÒÚÓÏ ÌÓÏÂ‡ j ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ËÚÂ‡ˆËË. Ç˚·Ó ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ηj ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ‡‚ÚÓÏ‡-
ÚË˜ÂÒÍË ÔË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË η0 = 0.9 Ë ÙÓÏÛÎ˚ ËÁ [17]. í‡ÍÓÈ ÔÓ‰ıÓ‰ ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ
·ÓÎÂÂ ̋ ÙÙÂÍÚË‚Ì˚Ï, ̃ ÂÏ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ Ó·˚˜ÌÓ„Ó ÍËÚÂËfl ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ËÚÂ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÔÓˆÂÒ-
Ò‡ Â¯ÂÌËfl ëãÄì, Û˜ËÚ˚‚‡˛˘Â„Ó ÎË¯¸ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ||G(z j) + J(z j)∆z j ||2. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÍËÚÂËfl ÓÒÚ‡-
ÌÓ‚ÍË ‚ÌÂ¯ÌËı ËÚÂ‡ˆËÈ Ì‡ÏË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎÓÒ¸ ÛÒÎÓ‚ËÂ ||G(z j)||2 < δ.

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÔÓ„‡ÏÏÂ nsoli.m Â‡ÎËÁÓ‚‡Ì ÏÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌ˚È (Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚È ‰ÂÏÔÙË-
Ó‚‡ÌÌ˚È) ‚‡Ë‡ÌÚ ÏÂÚÓ‰‡ ç¸˛ÚÓÌ‡, ‰ÓÔÓÎÌÂÌÌ˚È ÎËÌÂÈÌ˚Ï ÔÓËÒÍÓÏ Â¯ÂÌËfl, Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡˛-
˘ËÏ Û·˚‚‡ÌËÂ ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚË ||G(z j)||2 Ò ÓÒÚÓÏ ÌÓÏÂ‡ ËÚÂ‡ˆËË j. èÓˆÂ‰Û‡ ÎËÌÂÈÌÓ„Ó ÔÓËÒÍ‡
Â¯ÂÌËÈ Ì‡ÏË ÌÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Î‡Ò¸, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÓÌ‡ ÓÍ‡Á‡Î‡Ò¸ ÌÂ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÈ ‰Îfl ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Â-
ÏÓÈ Á‡‰‡˜Ë ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl Â¯ÂÌËÈ ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ.

Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ÔflÏ˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚ ÚËÔ‡ ÏÂÚÓ‰‡ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËfl É‡ÛÒÒ‡ (LU-‡ÁÎÓÊÂÌËfl),
ÍÓÚÓ˚Â ÔÂÓ·‡ÁÛ˛Ú Ï‡ÚËˆÛ ÒËÒÚÂÏ˚ Ë ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÚÂ·Û˛Ú Á‡‰‡ÌËfl ‚ÒÂı ÂÂ ̋ ÎÂÏÂÌÚÓ‚, ‡Î„ÓËÚÏ
GMRES ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆË˛ ÛÏÌÓÊÂÌËfl Ï‡ÚËˆ˚ ÒËÒÚÂÏ˚ Ì‡ ‚ÂÍÚÓ. ÖÒÎË GMRES ÒÓ-
˜ÂÚ‡ÂÚÒfl Ò ÏÂÚÓ‰ÓÏ ç¸˛ÚÓÌ‡, ÚÓ ÌÂÚ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚË ‚˚˜ËÒÎflÚ¸ Ë ı‡ÌËÚ¸ flÍÓ·Ë‡Ì ‚ fl‚ÌÓÏ ‚Ë‰Â,
ÔÓ˝ÚÓÏÛ Ú‡ÍÓÈ ÏÂÚÓ‰ Ì‡Á˚‚‡˛Ú Jacobian-free Newton–Krylov (ÒÏ. [7]). éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‡Î„ÓËÚÏ
GMRES ÏÓÊÂÚ ÔËÏÂÌflÚ¸Òfl Ë ‚ ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ flÍÓ·Ë‡Ì ÒËÒÚÂÏ˚ ‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl ‚ fl‚ÌÓÏ ‚Ë‰Â.

J z j( )u
G z j εu+( ) G z j( )–

ε
-----------------------------------------------,=

G z j( ) J z j( )∆z j
+ 2 η j G z j( ) 2,≤
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å‡ÍÂÂ‚, ëÂÏÂÌ‰flÂ‚‡

3.3. àçíÖÉêàêéÇÄçàÖ èé ÇêÖåÖçà
àÁ‚ÂÒÚÌÓ, ̃ ÚÓ ÒÍÓÓÒÚ¸ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÏÂÚÓ‰‡ GMRES Ó·˚˜ÌÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Á‡‚ËÒËÚ ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ

˜ËÒÎ‡ Ó·ÛÒÎÓ‚ÎÂÌÌÓÒÚË Ï‡ÚËˆ˚ ëãÄì, ÌÓ Ë ÓÚ ‚ÒÂ„Ó ÒÔÂÍÚ‡ ÂÂ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ. ÑÎfl
ÛÎÛ˜¯ÂÌËfl ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛Ú ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÔÓˆÂ‰Û˚ ÔÂ‰‚‡ËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ó·‡·ÓÚÍË, ËÏÂ˛-
˘ËÂ ˆÂÎ¸˛ Á‡ÏÂÌËÚ¸ ËÒıÓ‰ÌÛ˛ ÎËÌÂÈÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÈ, Ó·Î‡‰‡˛˘ÂÈ ·ÓÎÂÂ ÔÓ‰ıÓ‰fl-
˘ËÏ ÒÔÂÍÚÓÏ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ. Ç Ì‡¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÂ‰‚‡ËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ó·‡·ÓÚÍÂ ÔÓ‰‚Â„‡ÂÚÒfl
ÒËÒÚÂÏ‡ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ, ‰Îfl ˝ÚÓ„Ó ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ÔÓˆÂ‰Û‡ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ÔÓ ‚ÂÏÂÌË.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ, ÒÓÒÚÓflÌËÂ ÍÓÚÓÓÈ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÂÍÚÓÓÏ ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı y.
ç‡ÁÓ‚ÂÏ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÏ Â¯‡ÚÂÎÂÏ ‡Î„ÓËÚÏ, ÍÓÚÓ˚È ÔÓ Á‡‰‡ÌÌ˚Ï Ì‡˜‡Î¸Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏË y0
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÌÓ‚ÓÂ Â¯ÂÌËÂ yτ – ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ˝‚ÓÎ˛ˆËË ÒËÒÚÂÏ˚ Ì‡ Á‡‰‡ÌÌÓÏ ÔÓÏÂÊÛÚÍÂ ‚ÂÏÂÌË τ.
èÓÒÚÂÈ¯ËÏ ÔËÏÂÓÏ Ú‡ÍÓ„Ó Â¯‡ÚÂÎfl fl‚ÎflÂÚÒfl Î˛·ÓÈ ‡Î„ÓËÚÏ ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë
äÓ¯Ë ‰Îfl ÒËÒÚÂÏ˚ ‡‚ÚÓÌÓÏÌ˚ı éÑì. ÅÓÎÂÂ ÒÎÓÊÌ˚È ÔËÏÂ – ÒÚÓı‡ÒÚË˜ÂÒÍËÈ ‡Î„ÓËÚÏ, ÓÔË-
Ò˚‚‡˛˘ËÈ ˝‚ÓÎ˛ˆË˛ ‚Ó ‚ÂÏÂÌË ÒËÒÚÂÏ˚ Ì‡ ‡ÚÓÏ‡ÌÓÏ ÛÓ‚ÌÂ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ÏÂ-
ÚÓ‰‡ åÓÌÚÂ–ä‡ÎÓ (ÒÏ. [18], [19]). Ç ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚ÏÂÒÚÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÒÛ-
˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÎË¯¸ ÌÂÍÓÚÓ˚Â Ô‡‚ËÎ‡ Ë ‚ÂÓflÚÌÓÒÚË ÔÂÂıÓ‰Ó‚. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÈ Â-
¯‡ÚÂÎ¸ ÏÓÊÂÚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÚ¸ ÒÓ·ÓÈ Ò‚ÓÂ„Ó Ó‰‡ “˜ÂÌ˚È fl˘ËÍ”. èË ˝ÚÓÏ ËÁ‚ÂÒÚÌÓ ÎË¯¸
ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó Ï‡ÍÓÒÍÓÔË˜ÂÒÍËı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı, Á‡‰‡˛ÚÒfl Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl Ë ÔÓÏÂÊÛÚÓÍ ËÌÚÂ-
„ËÓ‚‡ÌËfl, ‡ Â¯‡ÚÂÎ¸ ‚˚‰‡ÂÚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú – ÌÓ‚˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı. ë‡ÏË Ï‡ÍÓÒÍÓÔË˜Â-
ÒÍËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl, ÍÓÚÓ˚Â ÓÔËÒ˚‚‡˛Ú ˝‚ÓÎ˛ˆË˛ ÒËÒÚÂÏ˚, ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÌÂ‰ÓÒÚÛÔÌ˚ ‚ fl‚ÌÓÏ ‚Ë‰Â,
Í‡Í ˝ÚÓ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ åÓÌÚÂ-ä‡ÎÓ ËÎË ÏÂÚÓ‰Ó‚
ÏÓÎÂÍÛÎflÌÓÈ ‰ËÌ‡ÏËÍË. 

àÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓ„Ó Â¯‡ÚÂÎfl ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Ì‡ıÓ‰ËÚ¸ ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍË
ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚Â ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â ÒÓÒÚÓflÌËfl, ÍÓÚÓ˚Â ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËfl ÔË
τ  ∞. èËÏÂÌÂÌËÂ ÏÂÚÓ‰‡ ç¸˛ÚÓÌ‡ ‰Îfl Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl y0 – yτ = 0 ‚ ÒÓ˜ÂÚ‡ÌËË Ò ‚˚·ÓÓÏ
Ï‡Î˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ τ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÒıÓ‰ËÚ¸Òfl Í‡Í Í ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚Ï, Ú‡Í Ë Í ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚Ï ÔÓÎÓÊÂÌËflÏ
‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl. í‡ÍÓÈ ÔÓ‰ıÓ‰ Í ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌË˛ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂÌËÈ, ÌÂ Á‡‰‡ÌÌ˚ı ‚ fl‚-
ÌÓÏ ‚Ë‰Â (equation-free), ‡Ò¯ËflÂÚ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚ Ë ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓ‰ÓÎÊ‡Ú¸ Â-
¯ÂÌËfl ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ Ë ÔÓ‚Ó‰ËÚ¸ ·ËÙÛÍ‡ˆËÓÌÌ˚È ‡Ì‡ÎËÁ “ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı” Û‡‚ÌÂÌËÈ (ÒÏ. [18], [19]). 

Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ‡·ÓÚÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ÒËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚ ˜‡ÒÚÌ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı, Á‡‰‡ÌÌ‡fl ‚
fl‚ÌÓÏ ‚Ë‰Â. é‰Ì‡ÍÓ ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ÔÓ‰ıÓ‰, ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛˘ËÈ ¯‡„Ë ÔÓ ‚ÂÏÂÌË, ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ˝Ù-
ÙÂÍÚË‚Ì˚Ï ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÔÂ‰‚‡ËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ó·‡·ÓÚÍË ÔÂÂ‰ ÔËÏÂÌÂÌËÂÏ ÏÂÚÓ‰‡ NK-GMRES. 

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Á‡‰‡˜Û äÓ¯Ë ‰Îfl ÒËÒÚÂÏ˚ ‡‚ÚÓÌÓÏÌ˚ı éÑì

(16)

ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â Â¯ÂÌËfl ÍÓÚÓÓÈ ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ Ì‡È‰ÂÌ˚ ËÁ ÒËÒÚÂÏ˚ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı
Û‡‚ÌÂÌËÈ

(17)

ç‡¯‡ Á‡‰‡˜‡ – Á‡ÏÂÌËÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËÂ (17) ‰Û„ËÏ Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ ÏÂÚÓ‰‡ NK-GMRES ÔË
Â¯ÂÌËË ÌÓ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÛÎÛ˜¯ËÎ‡Ò¸.

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl q0, ÏÂÚÓ‰ ̃ ËÒÎÂÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë äÓ¯Ë ‰Îfl ÒËÒÚÂÏ˚ éÑì (16)
(“‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÈ Â¯‡ÚÂÎ¸”) ˜ÂÂÁ Á‡‰‡ÌÌ˚È ÔÓÏÂÊÛÚÓÍ ‚ÂÏÂÌË τ > 0 Ì‡ıÓ‰ËÚ ÌÓ‚˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl
ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı, ÍÓÚÓ˚Â Ï˚ Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ F(q0, τ). êÂ¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl ‚Ë‰‡

(18)

ÒÓ‰ÂÊ‡Ú ‚ÒÂ Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËÈ (17) (Ó·‡ÚÌÓÂ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ ÌÂ ‚ÒÂ„‰‡ ‚ÂÌÓ). ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ,
ÂÒÎË ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ q* Á‡‰‡ÌÓ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ ÔË Â¯ÂÌËË Á‡‰‡˜Ë äÓ¯Ë
‰Îfl ÒËÒÚÂÏ˚ (16), ÚÓ ˝ÚÓ Â¯ÂÌËÂ ÌÂ ‰ÓÎÊÌÓ ËÁÏÂÌËÚ¸Òfl ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ÔÓ ‚ÂÏÂ-
ÌË, ÔÓ˝ÚÓÏÛ F(q*, τ) = q* Ë Û‡‚ÌÂÌËÂ (18) ·Û‰ÂÚ ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ. 

ëÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl λi flÍÓ·Ë‡Ì‡ JF =  Ë ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl µi flÍÓ·Ë‡Ì‡ JY =

=  Ò‚flÁ‡Ì˚ ÔÓÒÚ˚Ï ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ

(19)

dq
dt
------ F q( ),=

F q( ) 0.=

Y q( ) q F q τ,( )– 0= =

∂Fi

∂θ j

--------
q q*=

∂Ψi

∂θ j

---------
q q*=

µi 1 λiτ( ).exp–=
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éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Ï‡ÚËˆ‡ üÍÓ·Ë JY ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Ì‡È‰ÂÌ‡ ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ-
‚‡ÌËfl ÔË Á‡‰‡ÌËË ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ï‡Î˚ı ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÈ Í‡Ê‰ÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ‚ÂÍ-
ÚÓ‡ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı. èÓ˝ÚÓÏÛ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ¯‡„Ó‚ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ‚˚˜ËÒÎËÚ¸ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â
ÁÌ‡˜ÂÌËfl l flÍÓ·Ë‡Ì‡ JF ‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË Ì‡È‰ÂÌÌ˚ı ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ q* Ë ‚
ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÙÛÌÍˆËfl F(q) ÌÂ‰ÓÒÚÛÔÌ‡ ‚ fl‚ÌÓÏ ‚Ë‰Â.

èË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË ÔÓÒÚÂÈ¯Â„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë äÓ¯Ë ‰Îfl ÒËÒÚÂÏ˚ éÑì –
fl‚ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ùÈÎÂ‡ Ò ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï ¯‡„ÓÏ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË h > 0 – ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÈ Â¯‡ÚÂÎ¸ ÓÔÂ‰Â-
ÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË:

(20)

(21)

„‰Â i = 0, 1, …, n, τ = h(n + 1). ÑÎfl ÔÓËÒÍ‡ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ q* ËÒıÓ‰Ì‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ (17) Á‡ÏÂÌflÂÚÒfl
ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ:

(22)

ÖÒÎË τ = h, ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ (22) ÔËÏÂÚ ‚Ë‰ τF(q0) = 0, Ú.Â. ÓÌÓ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ̋ Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚Ï ËÒıÓ‰ÌÓÏÛ
Û‡‚ÌÂÌË˛ (17). ë Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ τ Û‡‚ÌÂÌËÂ (22) ÔÓ-ÔÂÊÌÂÏÛ ÒÓ‰ÂÊËÚ ‚ÒÂ Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (17),
ÌÓ ÒÔÂÍÚ‡Î¸Ì˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ Ï‡ÚËˆ üÍÓ·Ë JF Ë JY ÒÚ‡ÌÓ‚flÚÒfl ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË. ò‡„ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË h ÒÎÂ-
‰ÛÂÚ ‚˚·Ë‡Ú¸ ËÁ ÒÓÓ·‡ÊÂÌËÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë äÓ¯Ë ‰Îfl ÒË-
ÒÚÂÏ˚ éÑì. Ç ÒÎÛ˜‡Â fl‚ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ùÈÎÂ‡ ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ h ≤ |λmax |–1, „‰Â λmax – Ï‡ÍÒË-
Ï‡Î¸ÌÓÂ ÔÓ ÏÓ‰ÛÎ˛ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Ï‡ÚËˆ˚ JF. ÖÒÎË ÏÂÚÓ‰ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚, ÚÓ Ó¯Ë·ÍË ËÌÚÂ„Ë-
Ó‚‡ÌËfl ÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú ÒÎ‡·ÓÂ ‚ÎËflÌËfl Ì‡ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ (22), ‡ ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂ ¯‡„‡ h
ÔË‚Ó‰ËÚ ÎË¯¸ Í Û‚ÂÎË˜ÂÌË˛ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸Ì˚ı Á‡Ú‡Ú. íÓ˜ÌÓÒÚ¸ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÁÌ‡˜ÂÌËfl q* ÓÔÂ-
‰ÂÎflÂÚÒfl ÌÂ‚flÁÍÓÈ, ‚˚˜ËÒÎflÂÏÓÈ ÔË ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ËÚÂ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ ÌÂÎË-
ÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ (22). 

ç‡ ÔÂ‚˚È ‚Á„Îfl‰, ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ËÒıÓ‰Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚Ë‰‡ (17) (‚ Ì‡¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â
˝ÚÓ ÒËÒÚÂÏ‡ (5)) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl ·ÓÎÂÂ ÔÓÒÚÓÈ Á‡‰‡˜ÂÈ Ò ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl, ˜ÂÏ ËÌ-
ÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ÒËÒÚÂÏ˚ éÑì Ë Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ (22). é‰Ì‡ÍÓ ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ÔË
‡Ò˜ÂÚ‡ı Á‡‰‡˜ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË ÔÓ ÏÂÚÓ‰Û NK-GMRES ÒËÚÛ‡ˆËfl Í‡‰ËÌ‡Î¸ÌÓ ÏÂÌflÂÚÒfl. ëÓ-
ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (19) ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ ÒÔÂÍÚ˚ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ï‡ÚËˆ üÍÓ·Ë JF Ë JY ÏÓ„ÛÚ
ÒËÎ¸ÌÓ ‡ÁÎË˜‡Ú¸Òfl. ãÂ„ÍÓ Û·Â‰ËÚ¸Òfl ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ ÂÒÎË ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ˜‡ÒÚË ‚ÒÂı λi ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚
(ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÂ Â¯ÂÌËÂ), ÚÓ ˜ËÒÎÓ Ó·ÛÒÎÓ‚ÎÂÌÌÓÒÚË Ï‡ÚËˆ˚ JY Ò ÓÒÚÓÏ τ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÛÏÂÌ¸¯‡-
ÂÚÒfl. ä‡Í ·˚ÎÓ ÓÚÏÂ˜ÂÌÓ ‚ [9], Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ τ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl µi ÔË·ÎËÊ‡˛ÚÒfl Í ÁÌ‡˜Â-
ÌË˛ 1, ‡ ˝ÚÓ ÔË‚Ó‰ËÚ Í Û‚ÂÎË˜ÂÌË˛ ÒÍÓÓÒÚË ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ‡Î„ÓËÚÏ‡ GMRES. éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÒÓ-
ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (19) ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl Ò ıÓÓ¯ÂÈ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÒÎÛ˜‡Â h � τ.

Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ‡·ÓÚÂ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓ„Ó Â¯‡ÚÂÎfl ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎÒfl fl‚Ì˚È ÏÂÚÓ‰ ùÈÎÂ‡.
Å˚ÎÓ ËÁÛ˜ÂÌÓ, Í‡Í ËÁÏÂÌÂÌËÂ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ τ ‚ÎËflÂÚ Ì‡ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸Ì˚Â Á‡Ú‡Ú˚, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚Â ‰Îfl
ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ ‡‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ ‚ ‚Ë‰Â ÛÂ‰ËÌÂÌÌÓ„Ó ·Â„Û˘Â„Ó ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ‰Îfl
ÚÂı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÚËÔ‡ Â‡ÍˆËfl–‰ËÙÙÛÁËfl.

ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ‡fl Ì‡ÏË Á‡‰‡˜‡ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂÌËÈ (3), (4) Ò‚Ó‰ËÚÒfl
Í Â¯ÂÌË˛ ÒËÒÚÂÏ˚ N ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ì‡ ÒÂÚÍÂ ËÁ M ÛÁÎÓ‚, „‰Â N = 3M + 2.
èÂ‚˚Â 3M Û‡‚ÌÂÌËÈ ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰ (22) Ë ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ÔÓ ÒıÂÏÂ (20), (21), „‰Â ÌÂÎËÌÂÈÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl F
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ Û‡‚ÌÂÌËflÏË (5). ä Û‡‚ÌÂÌËflÏ (22) ‰Ó·‡‚ÎflÂÚÒfl ‰‚‡ ÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËfl (6) Ë (13). èÓ‰-
˜ÂÍÌÂÏ, ˜ÚÓ ˝ÚË ÎËÌÂÈÌ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl ÌÂ ‚ÍÎ˛˜ÂÌ˚ ‚ ÒıÂÏÛ (20), (21), ÓÌË ‰Ó·‡‚Îfl˛ÚÒfl ‚ Â¯‡-
ÂÏÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ ·ÂÁ ËÁÏÂÌÂÌËÈ. èÂ‚ÓÂ ËÁ ÌËı ÙËÍÒËÛÂÚ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â.
ÇÚÓÓÂ ÓÚÌÓÒËÚÒfl Í ‡Î„ÓËÚÏÛ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÔÓ Ô‡-
‡ÏÂÚÛ. ÇÂÍÚÓ ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı z ‚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ
ÍÓÌˆÂÌÚ‡ˆËÈ ‡‰ÒÓ·ËÓ‚‡ÌÌ˚ı ˜‡ÒÚËˆ ‚ ÛÁÎ‡ı ÒÂÚÍË q, ÒÍÓÓÒÚË ·Â„Û˘Â„Ó ËÏÔÛÎ¸Ò‡ v, ‡ Ú‡ÍÊÂ
ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‰‡‚ÎÂÌËfl ÏÓÎÂÍÛÎ CO ‚ „‡ÁÓ‚ÓÈ Ù‡ÁÂ PCO:

èÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ ÒËÒÚÂÏ‡ N ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Â¯‡Î‡Ò¸ ÏÂÚÓ‰ÓÏ
NK-GMRES(200) ‚ ‡ÏÍ‡ı ‡Î„ÓËÚÏ‡ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl Â¯ÂÌËÈ ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ Ë ÒÚÓËÎËÒ¸ Á‡‚ËÒËÏÓ-
ÒÚË ÒÍÓÓÒÚË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ÓÚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl PCO. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ‰Îfl ‚˚flÒÌÂÌËfl ‚ÓÔÓÒ‡ Ó·
‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË Ì‡È‰ÂÌÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ ÓÔÂ‰ÂÎflÎËÒ¸ 10 Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Ëı ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı
ÁÌ‡˜ÂÌËÈ flÍÓ·Ë‡Ì‡ ÒËÒÚÂÏ˚ (5). 

qi 1+ qi hF qi( ),+=

F q0 τ,( ) qn 1+ ,=

Y q0( ) q0 F q0 τ,( )– 0.= =

z θ1 1, … θ1 M, θ2 1, … θ2 M, θ3 1, … θ3 M, v PCO, , , , , , , , , ,[ ]Ú
.=
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å‡ÍÂÂ‚, ëÂÏÂÌ‰flÂ‚‡

èË ‡Ò˜ÂÚ‡ı ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎËÒ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ·ÂÁ‡ÁÏÂÌ˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÏÓ‰ÂÎË: k1 = 1,
k–1 = 0.2,  = 0.5, k3 = 250, k4 = 0.03, k5 = 0.02. èË ‡ÒÒÏÓÚÂÌËË Ó‰ÌÓÏÂÌÓÈ ÒÂÚÍË ËÁ M = 3000

ÛÁÎÓ‚ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Â ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ‰ËÙÙÛÁËË ·˚ÎË ‡‚Ì˚ d1/(∆ξ)2 = 100, d2 = d3 = d1/100; ‰Îfl
ÒÂÚÍË ËÁ M = 800 ÛÁÎÓ‚ d1/(∆ξ)2 = 10, d2 = d3 = d1/100. ÑÎfl ¯‡„Ó‚ ÔÓ ÏÂÚÓ‰Û ùÈÎÂ‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎÓÒ¸
ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ h = 0.002. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ÔË·ÎËÊÂÌËfl ·‡ÎËÒ¸ ÔÓÙËÎ¸ Ë ÒÍÓ-
ÓÒÚ¸ ÒÙÓÏËÓ‚‡‚¯ÂÈÒfl ÛÂ‰ËÌÂÌÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÔË ̃ ËÒÎÂÌÌÓÏ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËË ÌÂÒÚ‡-
ˆËÓÌ‡ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë (1) ÔË PCO = 1. èË M = 3000 ÁÌ‡˜ÂÌËÂ θCO ÙËÍÒËÓ‚‡ÎÓÒ¸ ‚ ÛÁÎÂ Ò ÌÓÏÂÓÏ
q = 2792. ä‡Ê‰ÓÂ Ì‡È‰ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ q* ÔÓ‰ÒÚ‡‚ÎflÎÓÒ¸ ‚ ËÒıÓ‰Ì˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl (5) ‰Îfl ÓˆÂÌÍË ÔÓ-
„Â¯ÌÓÒÚË; ÔÓ‚ÂÍ‡ ÔÓÍ‡Á‡Î‡, ˜ÚÓ ‚ÒÂ„‰‡ ‚˚ÔÓÎÌflÎËÒ¸ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ||F ||2 < 10–8, ||F ||∞ < 10–7. í‡-
ÍÓÈ ÍÓÌÚÓÎ¸ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ ‰Îfl ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ ËÒÍÎ˛˜ËÚ¸ ÔÓfl‚ÎÂÌËÂ “ÔÓÒÚÓÓÌÌËı” Â¯ÂÌËÈ ÒËÒÚÂ-
Ï˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ (22), ÍÓÚÓ˚Â ÌÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl Â¯ÂÌËflÏË ËÒıÓ‰ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ (5). 

4. êÖáìãúíÄíõ êÄëóÖíéÇ

ç‡ ÙË„. 1 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ ·ËÙÛÍ‡ˆËÓÌÌ‡fl ‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ‰Îfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚ı Â¯Â-
ÌËÈ. ÑË‡„‡ÏÏ‡ ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚Ï ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ Â¯ÂÌËÈ ÒËÒÚÂÏ˚
ËÁ ÚÂı ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ Ó·˚˜ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ç¸˛ÚÓÌ‡. èÓÍ‡Á‡Ì˚ ÍÓÌˆÂÌ-
Ú‡ˆËË θCO Ë θOv. é·‡ÚËÏ ‚ÌËÏ‡ÌËÂ Ì‡ Ì‡ÎË˜ËÂ ‰‚Ûı ÚÓ˜ÂÍ ÔÓ‚ÓÓÚ‡ (sn Ë ss) Ë, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ,
Ó·Î‡ÒÚË ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ. àÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ÔÓÍ‡Á‡ÎË, ˜ÚÓ Â‡ÍˆËÓÌÌ‡fl ÒË-
ÒÚÂÏ‡ CO + O2 ÏÓÊÂÚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÚ¸ ÒÓ·ÓÈ ‚ÓÁ·Û‰ËÏÛ˛ ÒÂ‰Û. Ç ‚ÂıÌÂÈ ˜‡ÒÚË ËÒÛÌÍ‡ ÓÚÏÂ˜ÂÌ‡
Ó·Î‡ÒÚ¸, „‰Â ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚Â Â¯ÂÌËfl ‚ ‚Ë‰Â ÛÂ‰ËÌÂÌÌ˚ı ·Â„Û˘Ëı ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚. 

ç‡ ÙË„. 2‡ ÔË‚Â‰ÂÌ ÓÒÌÓ‚ÌÓÈ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÔËÏÂÌÂÌËfl ÏÂÚÓ‰‡ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ ‰Îfl
ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl Â¯ÂÌËÈ ‡‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë. ëÍÓÓÒÚ¸ ÛÂ‰ËÌÂÌÌÓ„Ó ·Â„Û˘Â„Ó ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ËÁÓ·-
‡ÊÂÌ‡ Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl ‰‡‚ÎÂÌËfl PCO. ê‡Ò˜ÂÚ˚ ÔÓ‚Ó‰ËÎËÒ¸ Ì‡ ÒÂÚÍÂ, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÈ 3000 ÛÁÎÓ‚. í‡-
ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÏÂÚÓ‰ NK-GMRES ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎÒfl ‰Îfl Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ 9002 ÌÂÎË-
ÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ. ÑÎfl Ó·ÂÒÔÂ˜ÂÌËfl ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÏÂÚÓ‰‡ ÔÓ‚Ó‰ËÎ‡Ò¸ ÔÂ‰‚‡ËÚÂÎ¸Ì‡fl Ó·‡·ÓÚ-
Í‡ Á‡‰‡˜Ë, ÒÓÒÚÓfl˘‡fl ‚ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËË ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ÒËÒÚÂÏ˚ ËÁ 9000 Û‡‚ÌÂÌËÈ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛
fl‚ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ùÈÎÂ‡. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ‰Îfl ‚˚flÒÌÂÌËfl ‚ÓÔÓÒ‡ Ó· ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË Ì‡È‰ÂÌÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ
ÓÔÂ‰ÂÎflÎËÒ¸ 10 Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Ëı ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ flÍÓ·Ë‡Ì‡ JF, ‚ Ì‡¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â – Ï‡ÚËˆ˚ ‡Á-
ÏÂÌÓÒÚË 9000 × 9000, Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÈ ÔÓ„‡ÏÏ˚ eigs.m Ò Û˜ÂÚÓÏ ÎÂÌÚÓ˜ÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛ˚
˝ÚÓÈ Ï‡ÚËˆ˚. ìÒÚÓÈ˜Ë‚˚Â Â¯ÂÌËfl ÔÓÍ‡Á‡Ì˚ Ì‡ ÙË„. 2 (Ë Ì‡ ÙË„. 1) ÒÔÎÓ¯ÌÓÈ ÎËÌËÂÈ, ÌÂÛÒÚÓÈ-
˜Ë‚˚Â – ̄ ÚËıÓ‚ÓÈ. èË PCO ≈ 0.88 Ë PCO ≈ 1.44 ÏÓÊÌÓ ‚Ë‰ÂÚ¸ ÚÓ˜ÍË ÔÓ‚ÓÓÚ‡. Ç ÌËı ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÒÏÂ-
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Ì‡ ÁÌ‡Í‡ Ó‰ÌÓ„Ó Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Â„Ó ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ï‡ÚËˆ˚ JF. èÓfl‚ÎÂÌËÂ ÔÓÎÓ-
ÊËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ò‚Ë‰ÂÚÂÎ¸ÒÚ‚ÛÂÚ Ó ‚ÓÁÌËÍÌÓ‚ÂÌËË ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË Â¯ÂÌËfl.

èËÏÂ˚ ı‡‡ÍÚÂÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ (ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÈ ÍÓÌˆÂÌÚ‡ˆËÈ CO, O Ë Ov) ‚
‚Ë‰Â ÛÂ‰ËÌÂÌÌ˚ı ·Â„Û˘Ëı ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Ì‡ ÙË„. 3‡–„. é·Ì‡ÛÊÂÌÓ ‰‚‡ ÓÒÌÓ‚Ì˚ı ÚËÔ‡
ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚ı ÛÂ‰ËÌÂÌÌ˚ı ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚.

àÏÔÛÎ¸Ò˚ 1-„Ó ÚËÔ‡, ËÁÓ·‡ÊÂÌÌ˚Â Ì‡ ÙË„. 3‡–„, ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ÔË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ï‡Î˚ı ÁÌ‡˜Â-
ÌËflı ·ËÙÛÍ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡. àÏÔÛÎ¸Ò ‰‚ËÊÂÚÒfl Ì‡ ÙÓÌÂ Ò ÔÂËÏÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÔÓÍ˚ÚËÂÏ
Í‡Ú‡ÎËÁ‡ÚÓ‡ ÔÓ‰ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚Ï ÍËÒÎÓÓ‰ÓÏ (Ov). í‡ÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÂ ÒÓÒÚÓfl-
ÌËÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ‚ÓÁ·Û‰ËÏÛ˛ ÒÂ‰Û Ë fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÔÓÎÓÊÂÌËÂÏ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ÔË
ÌËÁÍËı ÁÌ‡˜ÂÌËflı PCO. ÉÓÎÓ‚Ì‡fl ˜‡ÒÚ¸ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ Ó·Î‡ÒÚË, Á‡ÔÓÎÌÂÌÌÓÈ ÔÂËÏÛ˘Â-
ÒÚ‚ÂÌÌÓ ÏÓÎÂÍÛÎ‡ÏË CO (ÒÏ. ÙË„. 3‡). á‡ÚÂÏ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÂÁÍÓÂ ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÈ ÍÓÌˆÂÌ-
Ú‡ˆËË θCO Ë Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂ θO. Ç˚ÒÓÍËÂ ÍÓÌˆÂÌÚ‡ˆËË CO Ë O ÌÂ Ì‡·Î˛‰‡˛ÚÒfl Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ ÌË ‚
Ó‰ÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ËÁ-Á‡ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‚˚ÒÓÍÓÈ ÒÍÓÓÒÚË Â‡ÍˆËË CO + O Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË.
“ï‚ÓÒÚ” ·Â„Û˘Â„Ó ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ ÛÏÂÌ¸¯‡˛˘ÂÈÒfl (Û‚ÂÎË˜Ë‚‡˛˘ÂÈÒfl) ÍÓÌˆÂÌ-
Ú‡ˆËË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌÓ„Ó (ÔÓ‰ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌÓ„Ó) ÍËÒÎÓÓ‰‡. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Ú‡ÍÓÈ ÚËÔ ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚ ÒÛ-
˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ë ‚ Ó·Î‡ÒÚË ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ.

èÓ‰ÓÎÊÂÌËÂ ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ ÔÓÍ‡Á‡ÎÓ, ˜ÚÓ Ò ÓÒÚÓÏ PCO ‚ ÒËÒÚÂÏÂ ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl Ë 2-È ÚËÔ ÛÒÚÓÈ-
˜Ë‚˚ı ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â (ÒÏ. ÙË„. 3‚) ‚ÓÁ·Û‰ËÏÓÂ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÂ ÒÓÒÚÓflÌËÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ
Ó·Î‡ÒÚ¸˛ Ò ‚˚ÒÓÍÓÈ ÍÓÌˆÂÌÚ‡ˆËÂÈ CO, ‡ ·Â„Û˘ËÈ ËÏÔÛÎ¸Ò ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ Ó·Î‡ÒÚË, Á‡ÔÓÎÌÂÌÌÓÈ ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚÌ˚Ï Ë ÔÓ‰ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚Ï ÍËÒÎÓÓ‰ÓÏ. Ñ‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÂ Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂ PCO ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÒÛÊÂ-
ÌË˛ Ó·Î‡ÒÚË, ÔÓÍ˚ÚÓÈ ÍËÒÎÓÓ‰ÓÏ, Í‡Í ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ Ì‡ ÙË„. 3„. éÚÏÂÚËÏ, ̃ ÚÓ ÔË ‡Ò˜ÂÚÂ ‰ËÌ‡ÏË-
˜ÂÒÍÓÈ Á‡‰‡˜Ë Â¯ÂÌËfl 2-„Ó ÚËÔ‡ ÌÂ ·˚ÎË Ì‡ÏË Ì‡È‰ÂÌ˚. 
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èÂÂıÓ‰ ÓÚ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚ı ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚ 1-„Ó ÚËÔ‡ Í ËÏÔÛÎ¸Ò‡Ï 2-„Ó ÚËÔ‡ ÔÓËÎÎ˛ÒÚËÓ‚‡Ì ‚ Û‚Â-
ÎË˜ÂÌÌÓÏ Ï‡Ò¯Ú‡·Â Ì‡ ‚ÂıÌËı ‚ÒÚ‡‚Í‡ı ÙË„. 2. ç‡ ÙË„. 2· ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ v(PCO), ‡
Ì‡ ÙË„. 2‚ – Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÒÂ‰ÌÂÈ ÍÓÌˆÂÌÚ‡ˆËË CO Ì‡ Ù‡„ÏÂÌÚÂ 〈θCO〉 ÓÚ PCO. àÁ ÙË„. 2‚ ‚Ë‰ÌÓ,
˜ÚÓ ÔÂÂıÓ‰ ÓÚ ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚ ÔÂ‚Ó„Ó ÚËÔ‡ Í ËÏÔÛÎ¸Ò‡Ï 2-„Ó ÚËÔ‡ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÌÂ-
ÒÍÓÎ¸ÍËı ·ËÙÛÍ‡ˆËÈ (ÚÓ˜ÂÍ ÔÓ‚ÓÓÚ‡). Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÔË PCO = 1.113 ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚË ‡ÁÎË˜Ì˚ı
Â¯ÂÌËfl ‚ ‚Ë‰Â ÛÂ‰ËÌÂÌÌÓ„Ó ·Â„Û˘Â„Ó ËÏÔÛÎ¸Ò‡. ùÚË Â¯ÂÌËfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Ì‡ ÙË„. 4‡–‚. é‰ÌÓ
ËÁ ÌËı – ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÂ (ÙË„. 4·), ‡ ‰‚‡ ‰Û„Ëı fl‚Îfl˛ÚÒfl ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚ÏË ËÏÔÛÎ¸Ò‡ÏË 1-„Ó (ÙË„. 4‡) Ë
2-„Ó ÚËÔ‡ (ÙË„. 4‚). çÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚È ËÏÔÛÎ¸Ò ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÂÌ ËÏÔÛÎ¸ÒÛ 2-„Ó ÚËÔ‡, ËÏÂÂÚ Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË
ÚÛ ÊÂ ÒÍÓÓÒÚ¸ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl Ë ÔÂÂ‰ÌËÈ ÙÓÌÚ, Ó‰Ì‡ÍÓ ÔÓÙËÎ¸ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚Ó„Ó ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ÌÂ-
ÒÍÓÎ¸ÍÓ ̄ ËÂ ÔÓÙËÎfl ÛÒÚÓÈ˜Ë‚Ó„Ó. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÒÂ ÚË ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ı ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ËÏÂ˛Ú ·ÎËÁ-
ÍËÂ ÒÍÓÓÒÚË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl, ÔÂÂıÓ‰ ÓÚ ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚ 1-„Ó ÚËÔ‡ Í ËÏÔÛÎ¸Ò‡Ï 2-„Ó ÚËÔ‡ Ì‡ ÔÎÓÒ-
ÍÓÒÚË (PCO, v) ÌÂ ‚Ë‰ÂÌ. 

ëÎÂ‰ÛÂÚ ÓÚÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ÔÓÙËÎË ·Â„Û˘Ëı ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚Â Ì‡ ÙË„. 4· Ë ‚, ‰Îfl Ì‡-
„Îfl‰ÌÓÒÚË Ò‰‚ËÌÛÚ˚ Ì‡ 500 ÛÁÎÓ‚ Ú‡Í, ̃ ÚÓ·˚ Ì‡ ÎÂ‚ÓÈ Ë Ô‡‚ÓÈ „‡ÌËˆÂ Ù‡„ÏÂÌÚ‡ Â¯ÂÌËÂ ·˚ÎÓ
Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚Ï. ç‡ÔÓÏÌËÏ, ˜ÚÓ Ï˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÂ „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl, ÔÓ˝ÚÓÏÛ Ú‡ÍÓÈ
Ò‰‚Ë„, ÔÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û, ÌÂ ËÁÏÂÌflÂÚ Â¯ÂÌËÂ. Ç‡ÊÌÓ, ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ¯ËÓÍ‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, „‰Â Â¯ÂÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚Ï (ÙÓÌÓÏ) Ò ‚˚ÒÓÍÓÈ ÒÚÂÔÂÌ¸˛ ÚÓ˜ÌÓÒÚË. Ç ˝ÚÓÏ
ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘ÂÂ ‚ ÒÂ·fl Ó·Î‡ÒÚ¸ Ò Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚Ï Â¯ÂÌË-
ÂÏ, ÂÒÚ¸ ÛÂ‰ËÌÂÌÌ‡fl ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌ‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡, Ú‡Í‡fl, Ì‡ÔËÏÂ, Í‡Í ÛÂ‰ËÌÂÌÌ˚È ·Â„Û˘ËÈ ËÏ-
ÔÛÎ¸Ò. ùÚÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ‰‡ÂÚ ·ÎËÁÍÓÂ Í ÌÛÎ˛ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Û flÍÓ·Ë‡Ì‡ ÒËÒÚÂÏ˚, ‚˚˜ËÒÎÂÌ-
ÌÓÂ Ì‡ Â¯ÂÌËË. 

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ÂÚ‚¸ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚ı Â¯ÂÌËÈ, ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛˘Ëı ‚ ̄ ËÓÍÓÏ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ PCO

ÔË v ≈ 5. á‰ÂÒ¸ Ò ÓÒÚÓÏ PCO ‚ ı‚ÓÒÚÓ‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú Á‡ÚÛı‡˛˘ËÂ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl; ÔÓ
ÏÂÂ Û‚ÂÎË˜ÂÌËfl ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ô‡‡ÏÂÚ‡ ‡ÒÚÂÚ Ë Ëı ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡. èË PCO ≈ 1.33 ‚ÂÚ‚¸ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚Ó„Ó
Â¯ÂÌËfl Ì‡ ÙË„. 2 ‚ËÁÛ‡Î¸ÌÓ “ÔÂ˚‚‡ÂÚÒfl” ‚ ÚÓ˜ÍÂ, ÓÚÏÂ˜ÂÌÌÓÈ ÍÂÒÚËÍÓÏ. ç‡ Ò‡ÏÓÏ ‰ÂÎÂ ˝Ú‡
ÚÓ˜Í‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÓ˜ÍÓÈ ÔÓ‚ÓÓÚ‡. á‰ÂÒ¸ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÒÏÂÌ‡ ÁÌ‡Í‡ Ó‰ÌÓ„Ó ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌ-
ÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl. é‰Ì‡ÍÓ ‰Ó Ë ÔÓÒÎÂ ÔÓ‚ÓÓÚ‡ ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ËÏÂÂÚ Ó‰ÌÛ Ë ÚÛ ÊÂ ÒÍÓ-
ÓÒÚ¸ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl. Ç ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ “Ò‚flÁ‡ÌÌÓÂ ÒÓÒÚÓflÌËÂ” (bound
state, ÒÏ. [20]) ËÁ ‰‚Ûı ·Â„Û˘Ëı ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚. Ç Ì‡¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ò‚flÁ‡ÌÌÓÂ ÒÓÒÚÓflÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÛÒÚÓÈ-
˜Ë‚˚Ï Â¯ÂÌËÂÏ Ë ‚ Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ‡·ÓÚÂ ÌÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl. 
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ÑÎfl ÛÒÚÓÈ˜Ë‚Ó„Ó ËÏÔÛÎ¸Ò‡ 2-„Ó ÚËÔ‡ Ò ÓÒÚÓÏ PCO Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂ Â„Ó
‡ÁÏÂÓ‚ Ë ÒÍÓÓÒÚË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl. èË PCO ≈ 1.44 ‰ÓÒÚË„‡ÂÚÒfl ÚÓ˜Í‡ ÔÓ‚ÓÓÚ‡ Ë ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ
ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÂ Â¯ÂÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÏÛ (v = 0) ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌÓÏÛ Â¯ÂÌË˛.
ÅËÙÛÍ‡ˆËfl ‚ÓÁÌËÍÌÓ‚ÂÌËfl ·Â„Û˘Â„Ó ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ËÁ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓ„Ó ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl
Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ‡ ˜ÂÂÁ dp (drift pitchfork, ÒÏ. [13]). ÅËÙÛÍ‡ˆËfl ÚËÔ‡ “‚ËÎÍË” ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ËÁ Ó‰ÌÓ„Ó
ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ„Ó ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓ ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ‰‚‡ ÌÂÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı Â¯Â-
ÌËfl, Ó‰ÌÓ ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ÒÎÂ‚‡ Ì‡Ô‡‚Ó (v > 0), ‡ ‰Û„ÓÂ – ÒÔ‡‚‡ Ì‡ÎÂ‚Ó (v < 0).
èËÏÂ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ„Ó ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ Ì‡ ÙË„. 5.
ç‡ ˝ÚÓÏ ËÒÛÌÍÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ (ÊËÌ‡fl ÎËÌËfl), ‡ Ú‡ÍÊÂ
ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌ‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡ ‚ ‚Ë‰Â Ó‰ÌÓ„Ó ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓ„Ó ËÏÔÛÎ¸Ò‡, ÒÂ‰ÌÂÂ ÁÌ‡˜Â-
ÌËÂ ÍÓÌˆÂÌÚ‡ˆËË CO ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ÔÓÍ‡Á‡Ì˚ ÔÛÌÍÚËÌÓÈ ÎËÌËÂÈ, ‡ ı‡‡ÍÚÂÌ˚Â ÔÓÒÚ‡Ì-
ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÔÓÙËÎË θCO ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Ì‡ ‚ÒÚ‡‚Í‡ı. éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌ˚Â
ÒÚÛÍÚÛ˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚ÏË Â¯ÂÌËflÏË.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÂ ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ PCO ‰‡ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ÒˆÂÌ‡ËÈ ÔÓfl‚ÎÂÌËfl ÎÓÍ‡ÎË-
ÁÓ‚‡ÌÌ˚ı ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ. Ç·ÎËÁË ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚Ó„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓ„Ó ÒÚ‡ˆËÓ-
Ì‡ÌÓ„Ó ÒÓÒÚÓflÌËfl ‚ Ïfl„ÍÓÏ ÂÊËÏÂ ÓÚ‚ÂÚ‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÂ Â¯ÂÌËÂ ‚ ‚Ë‰Â ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ
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å‡ÍÂÂ‚, ëÂÏÂÌ‰flÂ‚‡

ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛ˚. ë ËÁÏÂÌÂÌËÂÏ Ô‡‡ÏÂÚ‡ PCO ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÒÚÛÍÚÛ˚ ‡ÒÚÂÚ, Ë ÔË ÌÂ-
ÍÓÚÓÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËË PCO ‚ ÚÓ˜ÍÂ dp ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÓÚ‚ÂÚ‚ÎÂÌËÂ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚Ó„Ó Â¯ÂÌËfl ‚ ‚Ë‰Â ÛÂ‰Ë-
ÌÂÌÌÓ„Ó ·Â„Û˘Â„Ó ËÏÔÛÎ¸Ò‡. Ñ‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÂ ËÁÏÂÌÂÌËÂ Ô‡‡ÏÂÚ‡ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÔÓfl‚ÎÂÌË˛ ÛÒÚÓÈ˜Ë-
‚Ó„Ó Â¯ÂÌËfl ‚ ‚Ë‰Â ÛÂ‰ËÌÂÌÌÓ„Ó ·Â„Û˘Â„Ó ËÏÔÛÎ¸Ò‡. Å˚ÎÓ ‚˚‰ÂÎÂÌÓ ‰‚‡ ÚËÔ‡ Ú‡ÍËı Â¯ÂÌËÈ,
ÔË˜ÂÏ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ô‡‡ÏÂÚ‡, „‰Â ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Â¯ÂÌËfl Ó·ÓËı ÚËÔÓ‚.

5. ÇõóàëãàíÖãúçõÖ áÄíêÄíõ

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‡Ò˜ÂÚÓ‚, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl τ – ‚ÂÏÂÌË ËÌÚÂ„ËÓ‚‡-
ÌËfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ fl‚ÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ùÈÎÂ‡. ê‡Ò˜ÂÚ˚ ÔÓ‚Ó‰ËÎËÒ¸ Ì‡ ÔÂÒÓÌ‡Î¸ÌÓÏ ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÂ
Pentium-4 Ò ÔÓˆÂÒÒÓÓÏ Intel-3.2 ÉÉˆ. ëÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ï‡ÚËˆ˚ üÍÓ·Ë ÌÂ ‚˚˜ËÒÎflÎËÒ¸.
Ä·ÒÓÎ˛ÚÌ‡fl ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚ¸ δ ÏÂÚÓ‰‡ NK-GMRES ‚˚·Ë‡Î‡Ò¸ ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl τ ÔÓ ÙÓ-
ÏÛÎÂ δτ < 10–6, ˜ÚÓ ‰‡‚‡ÎÓ ı‡‡ÍÚÂÌÛ˛ ‚ÂÎË˜ËÌÛ ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚË |max(Gi)| < 10–7. í‡ÍÓÈ ‚˚·Ó δ
ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓ‰‰ÂÊË‚‡Ú¸ ÔË·ÎËÁËÚÂÎ¸ÌÓ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Û˛ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı Â-
¯ÂÌËÈ ÔË ‡ÁÎË˜Ì˚ı τ. 

èÓ‰ÓÎÊÂÌËÂ ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ p = PCO ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÎÓÒ¸, Ì‡˜ËÌ‡fl Ò ÛÒÚÓÈ˜Ë‚Ó„Ó Â¯ÂÌËfl ÔË Ì‡-
˜‡Î¸ÌÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËË p0 = 1.1, ‚ ÒÚÓÓÌÛ ÔÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËfl p (p1 = p0 – 10–4) ‰Ó ÌÂÛÒÚÓÈ-
˜Ë‚Ó„Ó Â¯ÂÌËfl ÔË p = 1.2. ä‡Í ÏÓÊÌÓ ‚Ë‰ÂÚ¸ Ì‡ ÙË„. 2, ‰Îfl ˝ÚÓ„Ó ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ‡ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ p ‡Î„Ó-
ËÚÏ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ ÔÓıÓ‰ËÚ ÚÓ˜ÍÛ ÔÓ‚ÓÓÚ‡ ÒÎÂ‚‡ Ì‡ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË v(p). èË ‡Ò-
˜ÂÚ‡ı ÓÔÂ‰ÂÎflÎËÒ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎË ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÒÎÓÊÌÓÒÚË ‡Î„ÓËÚÏ‡: NFC – Ó·˘ÂÂ
˜ËÒÎÓ ‚˚ÁÓ‚Ó‚ ÙÛÌÍˆËË ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl Ô‡‚˚ı ˜‡ÒÚÂÈ G; Np – Ó·˘ÂÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚ-
Û p; NGMRES – Ó·˘ÂÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ËÚÂ‡ˆËÈ ‡Î„ÓËÚÏ‡ GMRES(200); CPU – ‚ÂÏfl Ò˜ÂÚ‡ [ÒÂÍ]. ùÚË
ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ‚ Ú‡·Î. 1 Ë 2 ‰Îfl ‰‚Ûı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ˜ËÒÎ‡ ÛÁÎÓ‚ ÒÂÚÍË ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û: M = 3000
Ë M = 800 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. 

ÖÒÎË ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ÔÓ‰Ó·Ì‡fl ÒÂÚÍ‡ ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û Ë ÏÂÚÓ‰ NK-GMRES ÔËÏÂÌflÂÚÒfl ‰Îfl Â-
¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ ËÁ 9002 Û‡‚ÌÂÌËÈ, ÚÓ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ ‚ÂÏfl Ò˜ÂÚ‡ (CPU) ‰ÓÒÚË„‡ÂÚÒfl ÔË τ = 0.06
(ÒÏ. Ú‡·Î. 1). ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó “ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó” ÁÌ‡˜ÂÌËfl τ Ì‡ Í‡Ê‰ÓÈ ËÚÂ‡ˆËË ‡Î„ÓËÚÏ‡ GMRES ÓÒÛ-
˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl τ/h = 30 ¯‡„Ó‚ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË Ë, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‚˚˜ËÒÎÂÌËÈ ÙÛÌÍˆËË G. àÁ Ú‡·ÎËˆ˚
‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ò ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂÏ τ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ó·˘ÂÂ ˜ËÒÎÓ ‚˚ÁÓ‚Ó‚ ÙÛÌÍˆËË ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl Ô‡‚˚ı
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˜‡ÒÚÂÈ (NFC) ËÁ-Á‡ Û‚ÂÎË˜ÂÌËfl Ó·˘Â„Ó ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡ ËÚÂ‡ˆËÈ ‡Î„ÓËÚÏ‡ GMRES (NGMRES). èË Û‚Â-
ÎË˜ÂÌËË τ ÓÚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl 0.04 ‰Ó 1 Ó·˘ÂÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‚ÌÛÚÂÌÌËı ËÚÂ‡ˆËÈ ‡Î„ÓËÚÏ‡ GMRES
ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl ÔÓ˜ÚË ‚ 10 ‡Á, Á‡ÚÓ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‚˚ÁÓ‚Ó‚ ÙÛÌÍˆËË G Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl ÔÓ˜ÚË ‚ 3 ‡Á‡.
èË ˝ÚÓÏ Ó·˘ÂÂ ‚ÂÏfl Ò˜ÂÚ‡ Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÌÂ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl. èË τ < 0.03 ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl
¯‡„ ÏÂÚÓ‰‡ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ ËÁ-Á‡ ÔÎÓıÓÈ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ËÚÂ‡ˆËÈ GMRES. èË Â˘Â ÏÂÌ¸-
¯Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËflı τ (τ < 0.01) ËÚÂ‡ˆËË ÌÂ ÒıÓ‰flÚÒfl Ë ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÂ ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÌÂ‚ÓÁ-
ÏÓÊÌ˚Ï.

ÑÎfl ·ÓÎÂÂ „Û·ÓÈ ÒÂÚÍË (800 ÛÁÎÓ‚, 2402 Û‡‚ÌÂÌËfl) ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ τ ‡‚ÌÓ 0.04, ˜ÚÓ
ÌÂÏÌÓ„Ó ÏÂÌ¸¯Â, ˜ÂÏ ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â. èË ˝ÚÓÏ ı‡‡ÍÚÂÌÓÂ ‚ÂÏfl Ò˜ÂÚ‡ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl
ÔË·ÎËÁËÚÂÎ¸ÌÓ ‚ 9 ‡Á. Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÒÎÛ˜‡fl ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ÔÓ‰Ó·ÌÓÈ ÒÂÚÍË, ‡Î„ÓËÚÏ
NK-GMRES ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Â¯ÂÌËÂ Ë ·ÂÁ ¯‡„Ó‚ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË (ÔË τ = h). èË ˝ÚÓÏ, Ó‰Ì‡ÍÓ,
ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ ‡Î„ÓËÚÏ‡ NK-GMRES ÒËÎ¸ÌÓ ÛıÛ‰¯‡ÂÚÒfl, ËÁ-Á‡ ˜Â„Ó ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl ¯‡„ ‡Î„ÓËÚÏ‡
ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ. èË τ = h ÔÓÒÚÓËÚ¸ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ v(p) (ÒÏ. ÙË„. 2) ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÌÂ
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Ï, Ú‡Í Í‡Í ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÂ ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ ÔÂ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚ÂıÌÂÈ ̃ ‡ÒÚË Á‡-
‚ËÒËÏÓÒÚË v(p), „‰Â Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ˆÂÎ˚È Í‡ÒÍ‡‰ ·ËÙÛÍ‡ˆËÈ. éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‡Ò˜ÂÚ˚ Ì‡ ÒÂÚÍÂ ËÁ
800 ÛÁÎÓ‚ ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú, ‚ ÔËÌˆËÔÂ, ‚ÓÒÔÓËÁ‚ÂÒÚË Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ v(p), ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌÛ˛ Ì‡ ÙË„. 2 ‰Îfl
3000 ÛÁÎÓ‚. ç‡Ë·ÓÎÂÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÓÚÎË˜Ëfl Ì‡·Î˛‰‡˛ÚÒfl ‚ Ó·Î‡ÒÚË ÚÓ˜ÂÍ ÔÓ‚ÓÓÚ‡, ‡ Ú‡ÍÊÂ
ÔË ÔÂÂıÓ‰Â ÓÚ ·Â„Û˘Â„Ó ËÏÔÛÎ¸Ò‡ Í ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÏÛ.

ÖÒÎË ·˚ ‰Îfl Â¯ÂÌËfl ÎËÌÂÈÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Ì‡ Í‡Ê‰ÓÈ Ì¸˛ÚÓÌÓ‚ÒÍÓÈ ËÚÂ‡ˆËË ÔËÏÂÌflÎÒfl Ôfl-
ÏÓÈ ÏÂÚÓ‰ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËfl É‡ÛÒÒ‡, ÚÓ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸Ì˚Â Á‡Ú‡Ú˚ ·˚ÎË ·˚ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ N3. ùÚÓ
‰ÂÎ‡ÂÚ ÔflÏÓÈ ÏÂÚÓ‰ Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÌÂÔË„Ó‰Ì˚Ï ‰Îfl ‡Ò˜ÂÚÓ‚. êÂ¯‡Ú¸ Û‡‚ÌÂÌËfl (5) ÏÂÚÓ‰ÓÏ
NK-GMRES ·ÂÁ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓ„Ó Â¯‡ÚÂÎfl (Ú.Â. ÔË τ = h) Ú‡ÍÊÂ Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÌÂ-

í‡·ÎËˆ‡ 1

τ NFC NGMRES CPU [ÒÂÍ] Np

0.01 12550305 2495761 14938 377

0.03 6097275 403643 3816 134

0.04 5923400 293952 3045 120

0.06 7524600 248850 2604 120

0.08 8514360 211082 2607 120

0.1 11292350 223975 3200 126

0.2 13648300 135053 3196 127

0.5 15664500 61620 3212 117

1.0 16066000 31239 3144 114

2.0 18904000 18040 3695 113

í‡·ÎËˆ‡ 2

τ NFC NGMRES CPU [ÒÂÍ] Np

0.002 1023027 1016894 1540 161

0.004 1345196 668231 966 150

0.008 1511992 375223 563 131

0.01 1465525 290825 448 121

0.02 1967430 195000 345 118

0.04 2679480 132548 295 118

0.05 3213775 127156 315 118

0.10 4593500 90669 335 117

0.20 6171800 60606 373 119

0.40 7230200 35280 400 101

1.0 11461500 22105 603 101

5*
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å‡ÍÂÂ‚, ëÂÏÂÌ‰flÂ‚‡

‚ÓÁÏÓÊÌÓ ËÁ-Á‡ ÔÎÓıÓÈ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ËÚÂ‡ˆËÈ GMRES. èÂ‰Ó·‡·ÓÚÍ‡ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ¯‡„Ó‚ ÔÓ ‚Â-
ÏÂÌË ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÒÓÍ‡ÚËÚ¸ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸Ì˚Â Á‡Ú‡Ú˚. èË ˝ÚÓÏ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÍÓÚÓ-
ÓÂ ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ τ, ÍÓÚÓÓÂ Á‡‚ËÒËÚ, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÓÚ ˜ËÒÎ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ Â¯‡ÂÏÓÈ ÒËÒÚÂ-
Ï˚, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÓÚ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ËÚÂ‡ˆËÈ m ‡Î„ÓËÚÏ‡ GMRES(m). 

áÄäãûóÖçàÖ

àÁ‚ÂÒÚÌÓ, ˜ÚÓ preconditioning ˜‡ÒÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚Ï ÛÒÎÓ‚ËÂÏ ‰Îfl ÛÒÔÂ¯ÌÓ„Ó ÔËÏÂÌÂ-
ÌËfl ‡Î„ÓËÚÏ‡ GMRES. èË Â¯ÂÌËË ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚Ë‰‡ Ax = b ÔÂ‰‚‡ËÚÂÎ¸Ì‡fl Ó·‡·ÓÚ-
Í‡ Ó·˚˜ÌÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ‰ÓÏÌÓÊÂÌËÂ Ï‡ÚËˆ˚ A ÒÎÂ‚‡ ËÎË ÒÔ‡‚‡ Ì‡ ÌÂÍÓÚÓÛ˛ Ï‡ÚËˆÛ P–1. èË
˝ÚÓÏ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ Ï‡ÚËˆ‡ AP–1 ËÎË P–1A ÎÛ˜¯Â, ˜ÂÏ A, Ò ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl ÔËÏÂÌÂÌËfl ËÚÂ-
‡ˆËÓÌÌ˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚ Â¯ÂÌËfl ëãÄì. Ç˚·Ó “ıÓÓ¯ÂÈ” Ï‡ÚËˆ˚ P ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÚÛ‰ÌÓÈ Ë ÌÂÓ‰-
ÌÓÁÌ‡˜ÌÓÈ Á‡‰‡˜ÂÈ. Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÂ ‚ÂÏfl Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ıÓÓ¯Ó ÒÂ·fl Á‡ÂÍÓÏÂÌ‰Ó‚‡‚¯ËÏ ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÔÓ-
ÒÚÓÂÌËfl Ï‡ÚËˆ˚ P–1 fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÔÓÎÌ‡fl LU-Ù‡ÍÚÓËÁ‡ˆËfl (iLU) Ï‡ÚËˆ˚ A. é‰Ì‡ÍÓ ˝ÚÓÚ ÔÓ‰-
ıÓ‰ ÚÂ·ÛÂÚ fl‚ÌÓ„Ó Á‡‰‡ÌËfl ‚ÒÂı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ Ï‡ÚËˆ˚ A, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÓÌ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÌÂÔË„Ó‰Ì˚Ï ‰Îfl
·ÂÁÏ‡ÚË˜ÌÓ„Ó ‚‡Ë‡ÌÚ‡ ÏÂÚÓ‰‡ NK-GMRES. 

àÁÎÓÊÂÌÌ˚È ‚ Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ‡·ÓÚÂ ÔÓ‰ıÓ‰, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚È Ì‡ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËË ÔÓ ‚ÂÏÂÌË Ì‡ ÍÓ-
ÓÚÍÓÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ, fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚Ï ÒÔÓÒÓ·ÓÏ ÔÂ‰‚‡ËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ó·‡·ÓÚÍË
ÔÂÂ‰ ÔËÏÂÌÂÌËÂÏ ·ÂÁÏ‡ÚË˜ÌÓ„Ó ËÚÂ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ‡Î„ÓËÚÏ‡ NK-GMRES. ëÎÂ‰ÛÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓ-
‰Ó·‡Ú¸ ̄ ‡„ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË h Ë ËÌÚÂ‚‡Î τ. ÑÎfl ÓˆÂÌÍË ÌÛÊÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl h ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÒÚÂ-
ÔÂÌÌÓÈ ÏÂÚÓ‰ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó (ÔÓ ÏÓ‰ÛÎ˛) ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ï‡ÚËˆ˚. ùÚÓÚ
ÏÂÚÓ‰ fl‚ÎflÂÚÒfl ·ÂÁÏ‡ÚË˜Ì˚Ï, Ú‡Í Í‡Í ÓÌ ÓÔÂËÛÂÚ ÎË¯¸ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓÏ ÛÏÌÓÊÂÌËfl Ï‡ÚËˆ˚ Ì‡
‚ÂÍÚÓ. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ÚÓ˜ÌÓÒÚË ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl λmax ÌÂ ÚÂ·ÛÂÚÒfl, ÚÓ ÏÓÊÌÓ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ÎË¯¸ ÌÂ-
·ÓÎ¸¯ÓÂ ˜ËÒÎÓ ËÚÂ‡ˆËÈ (ÓÚ 10 ‰Ó 50) ‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÔËÂÏÎÂÏÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl h. ç‡ Í‡Ê‰ÓÈ ËÚÂ-
‡ˆËË ÒÚÂÔÂÌÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ÚÂ·ÛÂÚÒfl ‚˚˜ËÒÎËÚ¸ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË G Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸
ÙÓÏÛÎÛ (15). äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ‚ ‡ÏÍ‡ı ‡Î„ÓËÚÏ‡ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ ÌÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÓÊË‰‡Ú¸
·˚ÒÚÓ„Ó ËÁÏÂÌÂÌËfl ‚ÂÎË˜ËÌ˚ λmax ÔË ËÁÏÂÌÂÌËË ÁÌ‡˜ÂÌËfl ·ËÙÛÍ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡. èÓ-
˝ÚÓÏÛ ‚˚˜ËÒÎÂÌËÂ λmax Ë h ÏÓÊÌÓ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÚ¸ ÎË¯¸ ËÁÂ‰Í‡. Ç Ì‡¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ
λmax ÒÎ‡·Ó Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ PCO, Ë Ï˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎË ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ h.

óÚÓ Í‡Ò‡ÂÚÒfl ‚˚·Ó‡ ÁÌ‡˜ÂÌËfl τ, ÚÓ Â„Ó “ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓÂ” ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÏÌÓ„Ëı Ù‡ÍÚÓÓ‚,
ÔÓ˝ÚÓÏÛ Â„Ó ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÔÓ‰·Ë‡Ú¸ ˝ÏÔËË˜ÂÒÍËÏ ÔÛÚÂÏ. é·˚˜ÌÓ ÚÂ·ÛÂÚÒfl ‚˚ÔÓÎÌËÚ¸ ÓÚ 10 ‰Ó
100 ¯‡„Ó‚ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË, ̃ ÚÓ·˚ ‰Ó·ËÚ¸Òfl ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó Û‚ÂÎË˜ÂÌËfl ÒÍÓÓÒÚË ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ‡Î„ÓËÚ-
Ï‡ NK-GMRES. Ç˚·Ó τ Ú‡ÍÊÂ Ò‚flÁ‡Ì Ò ‚˚·ÓÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËfl m ‚ ‡Î„ÓËÚÏÂ GMRES(m). ÖÒÎË Ì‡-
·Î˛‰‡ÂÚÒfl ÔÎÓı‡fl ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ ‡Î„ÓËÚÏ‡ GMRES(m), ÚÓ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÔÓÔ˚Ú‡Ú¸Òfl Û‚ÂÎË˜ËÚ¸ m Ë/ËÎË τ.

Ç‡ÊÌÓ ÓÚÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÔËÏÂÌÂÌËÂ ‡Î„ÓËÚÏ‡ NK-GMRES ·ÂÁ ¯‡„Ó‚ ÔÓ ‚Â-
ÏÂÌË ÓÍ‡Á‡ÎÓÒ¸ Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÌÂÔË„Ó‰Ì˚Ï ‰Îfl Â¯ÂÌËfl ÔÓÒÚ‡‚ÎÂÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë.

ê‡ÒÒÏÓÚÂÌÌ˚È Ì‡ÏË Ó·˘ËÈ “·ÂÁÏ‡ÚË˜Ì˚È” ‡Î„ÓËÚÏ (ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÂ ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ, ¯‡„Ë ÔÓ
‚ÂÏÂÌË, NK-GMRES) ÔÓÍ‡Á‡Î Ò‚Ó˛ ‚˚ÒÓÍÛ˛ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚ¸ Ë ÔÓÁ‚ÓÎËÎ ‰ÂÚ‡Î¸ÌÓ ËÁÛ˜ËÚ¸ Á‡-
‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ ÓÚ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ô‡‡ÏÂÚ‡ PCO ‚ Ó‰ÌÓÏÂÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË Â‡ÍˆËË
CO + O2 Ò Û˜ÂÚÓÏ Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ÔÓ‰ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌÓ„Ó ÍËÒÎÓÓ‰‡. ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Â Ò ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl Ï‡-
ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â Á‡‰‡˜Ë ·ÓÎ¸¯ÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ‚Ó ÏÌÓ„Ëı Ó·-
Î‡ÒÚflı ÙËÁËÍË Ë ıËÏËË. ç‡ Ì‡¯ ‚Á„Îfl‰, ·ÂÁÏ‡ÚË˜Ì˚Â ‡Î„ÓËÚÏ˚ ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ‡Ò-
¯ËËÚ¸ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË ÏÂÚÓ‰Ó‚ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ Ë ÔËÏÂÌËÚ¸ Ëı ‰Îfl ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl Á‡-
‰‡˜ Ó˜ÂÌ¸ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË.
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ÒÚ‡ÚÓ˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ‡ÁÛ¯ÂÌËfl Â¯ÂÌËfl Á‡ ÍÓÌÂ˜Ì˚È ÔÓÏÂÊÛÚÓÍ ‚ÂÏÂÌË. ÅË·Î. 11.

 

äÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡

 

: ÊË‰ÍÓÒÚ¸ äÂÎ¸‚ËÌ‡–îÓÈ„Ú‡, Û‡‚ÌÂÌËfl ÚËÔ‡ ëÓ·ÓÎÂ‚‡, ÒËÎ¸ÌÓÂ Ó·Ó·˘ÂÌ-
ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ, ÏÂÚÓ‰ ÒÊËÏ‡˛˘Ëı ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÈ, ÏÂÚÓ‰ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚, ‡ÁÛ-
¯ÂÌËÂ Â¯ÂÌËfl.

 

1 ÇÇÖÑÖçàÖ. èéëíÄçéÇäÄ áÄÑÄóà

 

ì‡‚ÌÂÌËÂ, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÂ ‚ Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ‡·ÓÚÂ, ÔÓËÒÚÂÍ‡ÂÚ ËÁ Ó‰ÌÓÈ ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ 

 

ε

 

-‡Ô-
ÔÓÍÒËÏ‡ˆËË Û‡‚ÌÂÌËÈ ÊË‰ÍÓÒÚÂÈ äÂÎ¸‚ËÌ‡–îÓÈ„Ú‡ [1], [2]) (Û‡‚ÌÂÌËÈ ÊË‰ÍÓÒÚÂÈ äÂÎ¸‚ËÌ‡–
îÓÈ„Ú‡ ÒÓ ¯Ú‡ÙÓÏ). ì‡‚ÌÂÌËfl ÊË‰ÍÓÒÚÂÈ äÂÎ¸‚ËÌ‡–îÓÈ„Ú‡ ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰

„‰Â 

 

v

 

 = 

 

v

 

(

 

x

 

, 

 

t

 

) – ‚ÂÍÚÓ ÒÍÓÓÒÚË, 

 

p

 

 = 

 

p

 

(

 

x

 

, 

 

t

 

) – ‰‡‚ÎÂÌËÂ, 

 

ν

 

 > 0 – ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ‚flÁÍÓ-
ÒÚË, 

 

κ

 

 > 0 – ‚ÂÏfl ÂÚ‡‰‡ˆËË, ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘ÂÂ ÛÔÛ„ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÊË‰ÍÓÒÚË äÂÎ¸‚ËÌ‡–îÓÈ„Ú‡,

 

f

 

 = 

 

f

 

(

 

x

 

, 

 

t

 

) – ‚ÂÍÚÓ Ó·˙ÂÏÌ˚ı ‚ÌÂ¯ÌËı ÒËÎ.

 

ε

 

-ÄÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËfl ‰‡ÌÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ (ÒÏ. [3]–[5]) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÔÒÂ‚‰ÓÔ‡‡·ÓÎË˜ÂÒÍÛ˛
Í‚‡ÁËÎËÌÂÈÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ ‚Ë‰‡

(1)

‚ ÍÓÚÓÓÈ ‚‚Â‰ÂÌ˚ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl

ÅÛ‰ÂÏ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Ú¸, ˜ÚÓ ‚ÌÂ¯ÌËÂ Ó·˙ÂÏÌ˚Â ÒËÎ˚ ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú. èË ˝ÚÓÏ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÛ˜‡È,
ÍÓ„‰‡ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÒËÎ¸Ì‡fl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ‰ËÒÔÂÒËfl, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÔËÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú
ËÒÚÓ˜ÌËÍË Ò ÍÛ·Ë˜ÂÒÍÓÈ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚ¸˛. ùÚË ‰‚‡ fl‚ÎÂÌËfl Û˜ËÚ˚‚‡˛ÚÒfl ‚‚Â‰ÂÌËÂÏ ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (1)
‰‚Ûı ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı (Ò ÌÂÍÓÚÓ˚ÏË ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË) ‚Ë‰‡, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, (

 

∆

 

2

 

v

 

ε

 

)

 

t

 

Ë –

 

|

 

v

 

ε

 

|

 

2

 

v

 

ε

 

. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ò Û˜ÂÚÓÏ ÒËÎ¸ÌÓÈ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ‰ËÒÔÂÒËË Û‡‚ÌÂÌËÂ ÔËÓ·ÂÚ‡ÂÚ ˜ÂÚ-
‚ÂÚ˚È ÔÓfl‰ÓÍ ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï, ÔË ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍÂ Á‡‰‡˜Ë ‚ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ Ó·-
Î‡ÒÚË Á‡‰‡‰ËÏ Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚Â „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl I Ë II Ó‰‡ ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÔÓÂÍˆËË
ÒÍÓÓÒÚË 

 

v

 

ε

 

. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ÛÒÎÓ‚Ëfl ÔÓÒÚ‡‚ËÏ ÛÒÎÓ‚ËÂ äÓ¯Ë 

 

v

 

ε

 

|

 

t

 

 = 0

 

 = 

 

v

 

0

 

.

vt κ∆vt– ν∆v– v k
∂v
∂xk

-------- ∇p+ + f , div v 0,= =

vt
ε κLεvt

ε
– νL

εvε
– M

ε vε( )+ f ,=

L
ε ∆ 1

ε
---graddiv, M

ε v( ) v k
∂v
∂xk

-------- 1
2
---v div v.+≡+≡

 

ìÑä 519.63
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í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÒÎÂ ÔÂÂıÓ‰‡ Í ·ÂÁ‡ÁÏÂÌ˚Ï ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï, ÔË‰ÂÏ Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ Ì‡˜‡Î¸ÌÓ-
Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Â ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‚ÂÍÚÓ-ÙÛÌÍˆËË 

 

u

 

 

 

≡

 

 {

 

u

 

1

 

, …, 

 

u

 

N

 

} Ò Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚ÏË „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ-
‚ËflÏË:

(2)

„‰Â 

 

x

 

 = (

 

x

 

1

 

, …, 

 

x

 

N

 

) 

 

∈ Ω ∈

 

 

 

�

 

N

 

, 

 

∂Ω

 

 

 

∈

 

 

 

�

 

4, 

 

δ

 

, 

 

δ

 

 

 

∈

 

 (0, 1].

 

2. ëÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ ÒËÎ¸ÌÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl

 

éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ.

 

 ëËÎ¸Ì˚Ï Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Ï Â¯ÂÌËÂÏ Á‡‰‡˜Ë (2) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂ ÍÎ‡ÒÒ‡ 

 

u

 

 

 

∈

∈

 

 

 

�

 

(1)

 

([0, 

 

T

 

); (

 

Ω

 

)), Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ÂÂ ÛÒÎÓ‚ËflÏ

„‰Â 

 

D

 

(

 

u

 

) 

 

≡

 

 (–

 

∆

 

2

 

u

 

 + 

 

∆

 

u

 

 + 

 

∇

 

(

 

∇

 

, 

 

u

 

) – 

 

u

 

) + 

 

∆

 

u

 

 + 

 

∇

 

(

 

∇

 

, 

 

u

 

) + (

 

u, ∇)u + u(∇, u) + |u |2u.

èÓ‰ (Ω) ·Û‰ÂÏ ÔÓÌËÏ‡Ú¸ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ �
p
(Ω) × … × �p

(Ω) (n ‡Á) „ËÎ¸·ÂÚÓ‚˚ı
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚, ‡ ˜ÂÂÁ 〈·, ·〉p Ó·ÓÁÌ‡˜‡Ú¸ ÒÍÓ·ÍË ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË ÏÂÊ‰Û „ËÎ¸·ÂÚÓ‚˚ÏË ÔÓÒÚ‡Ì-

ÒÚ‚‡ÏË (Ω) Ë (Ω).

íÂÓÂÏ‡ 1. èÛÒÚ¸ N = 1, 2, 3. íÓ„‰‡ ∀u0 ∈ (Ω) Ì‡È‰ÂÚÒfl Ú‡ÍÓÂ T0 = T0(u0) > 0, ˜ÚÓ ÒÛ˘Â-

ÒÚ‚ÛÂÚ ÒËÎ¸ÌÓÂ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (2) ÍÎ‡ÒÒ‡ �
(1)

([0, T0); (Ω)), ÔË˜ÂÏ ÎË·Ó T0 = +∞,
ÎË·Ó T0 < +∞ Ë ‚ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. Ç‚Â‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl

  

  

  

  

  

„‰Â ˜ÂÂÁ (Ω) Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌÓ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ �
p
(Ω) × … × �p

(Ω) (n ‡Á) ÎÂ·Â„Ó‚˚ı ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ Ú‡ÍÊÂ ˜ÂÂÁ ||· ||+2 ÌÓÏÛ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (Ω), ‡ ˜ÂÂÁ ||· ||–2 –

ÌÓÏÛ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (Ω). ë Û˜ÂÚÓÏ ‚‚Â‰ÂÌÌ˚ı Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÈ Á‡‰‡˜‡ (2) ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰

(3)

∂
∂t
----- –∆2u ∆u ∇ ∇ u,( ) u–+ +( ) ∆u ∇ ∇ u,( ) u ∇,( )u

1
2
---u ∇ u,( ) u 2u+ + + + + 0,=

u ∂Ω
∂u
∂n
------

∂Ω

0, u x 0,( ) u0 x( ),= = =

�0
2

D u( ) w,〈 〉2 0 w∀ �0
2 Ω( ), t∀ 0 T0 ), u 0( ),[∈ ∈ u0 �0

2 Ω( ),∈= =

∂
∂t
----- 1

2
---

�
p

�0
p

�
p–

�0
2

�0
2

∆u 2
t  ↑ T0

lim +∞.=

A0u ∆2u ∆u– ∇ ∇ u,( )– u: �0
2 Ω( )+≡ �

2– Ω( ),

Lu –∆u – ∇ ∇ u,( ): �0
2 Ω( ) �0

1 Ω( )⊂≡ �
1– Ω( ) �

2– Ω( ),⊂

Q u( ) – u ∇,( )u – 
1
2
---u ∇ u,( ): �0

2 Ω( ) �0
1 Ω( )⊂≡ �

1 Ω( ) �
2– Ω( ),⊂

F u( ) u 2u: �0
2 Ω( ) �

4 Ω( )⊂≡ �
4/3 Ω( ) �

2– Ω( ),⊂

G u( ) F u( ) – Lu – Q u( ): �0
2 Ω( )≡ �

2– Ω( ),

�
p

�0
2

�
2–

d
dt
-----A0u G u( ), u 0( ) u0 �0

2 Ω( ).∈= =
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óÛ·ÂÌÍÓ

ÑÎfl ÓÔÂ‡ÚÓ‡ A0 ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

í‡ÍÓÈ ÓÔÂ‡ÚÓ, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÚÂÓÂÏÂ Å‡Û‰Â‡ Ë åËÌÚË (ÒÏ. [6]), ‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ Ì‡ ‚ÒÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

�
−2

(Ω). èÓ˝ÚÓÏÛ, Í‡Í ÎÂ„ÍÓ ‚Ë‰ÂÚ¸, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÎËÔ¯Ëˆ-ÌÂÔÂ˚‚Ì˚È ÓÔÂ‡ÚÓ , Ó·‡ÚÌ˚È
Í A0, Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ãËÔ¯Ëˆ‡, ‡‚ÌÓÈ Â‰ËÌËˆÂ.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ÓÔÂ‡ÚÓ G(u). ëÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó:

(4)

éˆÂÌËÏ Í‡Ê‰ÓÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ‚ Ô‡‚ÓÈ ̃ ‡ÒÚË (4). çËÊÂ ‰Îfl ÛÔÓ˘ÂÌËfl Á‡ÔËÒÂÈ ·Û‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜‡Ú¸ ̃ Â-
ÂÁ � ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚. é˜Â‚Ë‰ÌÓ (‚ ÒËÎÛ ÚÂÓÂÏ ‚ÎÓÊÂÌËfl ëÓ·ÓÎÂ‚‡), ËÏÂÂÏ

(5)

Ñ‡ÎÂÂ,

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ˆÂÔÓ˜ÍË ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚

(6)

ÚÓ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÓˆÂÌÍ‡

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì‡fl ÓˆÂÌÍ‡ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ Ë ‰Îfl ‚ÚÓÓ„Ó ÒÎ‡„‡ÂÏÓ„Ó ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË (6). í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,
‰Îfl ÓÔÂ‡ÚÓ‡ Q(u) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(7)

ç‡ÍÓÌÂˆ, ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÌÓÏÛ ||F(v1) – F(v2)||–2. ëÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ‰‚Â ÓˆÂÌÍË:

(8)

(9)

àÁ (8), (9) Ò Û˜ÂÚÓÏ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÉfiÎ¸‰Â‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

(10)

A0u1 A0u2– u1 u2–,〈 〉2 ∆u1i ∆u2i– 2
2 ∇u1i ∇u2i– 2

2
+

i

∑+
i

∑=

+ div u1 div u2– 2
2 u1 u2– 2

2
 � u1 u2– +2.+

A0
1–

G v1( ) G v2( )– 2–  � L v1( ) L v2( )– 2– Q v1( ) Q v2( )– 2– F v1( ) F v2( )– 2– .+ +

L v1( ) L v2( )– 2–  � � ∆v1 ∆v2– 2 ∇ ∇ v1,( ) ∇ ∇ v2,( )– 2+( ) � � v1 v2– +2.

Q v1( ) Q v2( )– 2–  � v1 ∇,( )v1 v2 ∇,( )v2– 2–
1
2
--- v1 ∇ v1,( ) v2 ∇ v2,( )– 2–+ .

v1 ∇,( )v1 v2 ∇,( )v2– 2–  � v1 ∇,( )v1 v1 ∇,( )v2– 2– v1 ∇,( )v2 v2 ∇,( )v2– 2–+ ,

v1 ∇,( )v1 v1 ∇,( )v2– 2–  � v 1i
∂

∂xi

------- v 1 j v 2 j–( )e j

i j, 1=

N

∑
2–

 � � v 1i
∂

∂xi

------- v 1 j v 2 j–( )
1
 �

i j, 1=

N

∑

� � v 1i 2
∂

∂xi

------- v 1 j v 2 j–( )
2
 � � v1 +2 v1 v2– +2,

i j, 1=

N

∑

v1 ∇,( )v2 v2 ∇,( )v2– 2–  � v 1i v 2i–( ) ∂
∂xi

-------v 2 je j

i j, 1=

N

∑
2–

 � � v 1i v 2i–( ) ∂
∂xi

-------v 2 j
1
 �

i j, 1=

N

∑

� � v 1i v 2i– 2
∂

∂xi

-------v 2 j
2
 � � v2 +2 v1 v2– +2,

i j, 1=

N

∑

v1 ∇,( )v1 v2 ∇,( )v2– 2–  � �max v1 +2 v2 +2,{ } v1 v2– +2.

Q v1( ) Q v2( )– 2–  � �max v1 +2 v2 +2,{ } v1 v2– +2.

F v1( ) F v2( )– 2–  � � v1
2v1 v1

2v2– 4/3 v1
2v2 v2

2v2– 4/3+( ),

F v1( ) F v2( )– 2–  � � v2
2v1 v2

2v2– 4/3 v1
2v1 v2

2v1– 4/3+( ).

F v1( ) F v2( )– 2–  � � max v1 4
2 v2 4

2,{ } v1 v2– 4 min v1 v2,{ }4/3 v1
2 v2

2
–( )

4/3
xd

Ω
∫⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎛ ⎞

3/4

+ .



ÜìêçÄã ÇõóàëãàíÖãúçéâ åÄíÖåÄíàäà à åÄíÖåÄíàóÖëäéâ îàáàäà      ÚÓÏ 49      ‹ 4      2009

êÄáêìòÖçàÖ êÖòÖçàü éÑçéâ çÖãàçÖâçéâ ëàëíÖåõ ìêÄÇçÖçàâ 665

èÛÒÚ¸ |v1| ≠ 0, |v2 | ≠ 0. íÓ„‰‡ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ ˆÂÔÓ˜Í‡ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‰Îfl ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl ‚ (10) ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘‡fl ÓˆÂÌÍ‡:

(11)

Ó˜Â‚Ë‰Ì‡fl ‚ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÎË·Ó |v1| = 0, ÎË·Ó |v2| = 0. àÁ (11) Ë ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ max{|v1|2, |v1|2} � |v1|2 + |v2|2
·Û‰ÂÏ ËÏÂÚ¸

(12)

àÁ (10) Ë (12) Ò Û˜ÂÚÓÏ ÚÂÓÂÏ ‚ÎÓÊÂÌËfl ëÓ·ÓÎÂ‚‡ ÔÓÎÛ˜ËÏ ‰Îfl ÓÔÂ‡ÚÓ‡ F(u) ÓˆÂÌÍÛ

(13)

çÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (4), (5), (7), (13) ‰‡˛Ú Ó·˘Û˛ ÓˆÂÌÍÛ ‰Îfl ÓÔÂ‡ÚÓ‡ G(u):

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ Á‡‰‡˜Û (3). ÅÛ‰ÂÏ ËÒÍ‡Ú¸ v = A0(u) ‚ ÍÎ‡ÒÒÂ �
(1)

([0, T); (Ω)). Ç˚¯Â ·˚ÎÓ

ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÓ, ˜ÚÓ ‰Îfl ÓÔÂ‡ÚÓ‡ A0: (Ω)  (Ω) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÎËÔ¯Ëˆ-ÌÂÔÂ˚‚Ì˚È Ó·‡Ú-

Ì˚È ÓÔÂ‡ÚÓ  : (Ω)  (Ω). ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, u = (v) Ë Á‡‰‡˜‡ (3) ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ‡ Á‡‰‡˜Â

(14)

Ç ÍÎ‡ÒÒÂ ÙÛÌÍˆËÈ v ∈ �
(1)

([0, T): (Ω)) ÔËıÓ‰ËÏ Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛:

(15)

ÅÛ‰ÂÏ (ÒÏ. [7]) ËÒÍ‡Ú¸ Â¯ÂÌËfl ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (15) ‚ ÍÎ‡ÒÒÂ ÙÛÌÍˆËÈ

ÔË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡ÎÓÏ T > 0. ÇÓÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÒÊËÏ‡˛˘Ëı ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÈ (ÒÏ. [8], [9]).
ë ˝ÚÓÈ ˆÂÎ¸˛ ‚‚Â‰ÂÏ Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ, ‚˚ÔÛÍÎÓÂ, Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó �R ·‡Ì‡ıÓ‚‡ ÔÓÒÚ‡Ì-

ÒÚ‚‡ �
∞
([0, T); (Ω)):

ÑÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ÓÔÂ‡ÚÓ

‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ ËÁ �R ‚ �R Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÊËÏ‡˛˘ËÏ Ì‡ �R ÔË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡ÎÓÏ T > 0 Ë ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ
·ÓÎ¸¯ÓÏ R > 0.

v1
2 v2

2
 � 2max v1 v2,{ } v1 v2–  � 2

max v1
2 v2

2,{ }
min v1 v2,{ }

---------------------------------------- v1 v2– .–

min v1 v2,{ }4/3 v1
2 v2

2
–( )

4/3
 � 2

4/3
max v1

2 v2
2,{ }

4/3
v1 v2– 4/3,

min v1 v2,{ }4/3 v1
2 v2

2
–( )

4/3
xd

Ω
∫⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎛ ⎞

3/4

 � 2 v1
2 v2

2
– 4

2
v1 v2– 4 �

� 8max v1 4
2 v2 4

2,{ } v1 v2– 4.

F v1( ) F v2( )– 2–  � �max v1 +2
2 v2 +2

2,{ } v1 v2– +2.

G v1( ) G v2( )– 2–  � µ R( ) v1 v2– +2, µ R( ) � R
2

R 1+ +( ), R max v1 +2 v2 +2,{ }.= =

�
2–

�0
2

�
2–

A0
1–

�
2–

�0
2

A0
1–

dv/dt G A0
1– v( )( ), v 0( ) v0 A0 u0( ) �

2– Ω( ).∈= = =

�
2–

v t( ) v0 V v( ) s( ) s, V v( )d

0

t

∫+ G A0
1– v( )( ).= =

v �
∞

0 T,[ ); �
2– Ω( )( )∈

�
2–

�R v �
∞

0 T ); �
2– Ω( ),[( ): v T v 2–  � R

t 0 T,( )∈
ess.sup≡∈

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

.≡

H v( ) v0 V v( ) sd

0

t

∫+=
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àÚ‡Í, ÔÛÒÚ¸ ||v0 ||–2 � R/2, ÚÓ„‰‡ ËÏÂÂÏ

„‰Â R � ||v ||T, ÁÌ‡˜ËÚ,

ÔË ÛÒÎÓ‚ËË T � (2µ(R))–1. ÑÓÍ‡ÊÂÏ ÚÂÔÂ¸ ÒÊËÏ‡ÂÏÓÒÚ¸ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ H(v) Ì‡ �R. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ,
ËÏÂÂÏ

 = max{||v1||T, ||v2 ||T} � R. ëÚ‡ÎÓ ·˚Ú¸, ÓÔÂ‡ÚÓ H fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÊËÏ‡˛˘ËÏ Ì‡ �R ÔË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ

·ÓÎ¸¯ÓÏ R > 0 Ë ÔË T < 1/[2µ( )]. áÌ‡˜ËÚ, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÓ„Ó

Û‡‚ÌÂÌËfl (15) ÍÎ‡ÒÒ‡ �∞([0, T); (Ω)). àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚È ‡Î„ÓËÚÏ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl Â¯Â-
ÌËfl ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ‚Ó ‚ÂÏÂÌË, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ Ì‡È‰ÂÚÒfl Ú‡ÍÓÂ T0 > 0, ˜ÚÓ ÎË·Ó T0 = +∞,
ÎË·Ó T0 < +∞ Ë ‚ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

(16)

éÚÏÂÚËÏ ÚÂÔÂ¸, ˜ÚÓ ËÁ fl‚ÌÓ„Ó ‚Ë‰‡ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ H(v) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

  ��([0, T); (Ω)),

  �
(1)

([0, T); (Ω)).

áÌ‡˜ËÚ, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (14) ÍÎ‡ÒÒ‡ �
(1)

([0, T0); (Ω)), ÔË˜ÂÏ ÎË·Ó
T0 = +∞, ÎË·Ó T0 < +∞ Ë ‚ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (16).

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ Û‡‚ÌÂÌËÂ

(17)

Ç ÒËÎÛ Ò‚ÓÈÒÚ‚ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ A0 ËÏÂÂÏ

ÔË˜ÂÏ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡:

  +0

ÔË t  t0, t0 ∈ [0, T0). áÌ‡˜ËÚ, u(x, t) ∈ �([0, T0); (Ω)). Ñ‡ÎÂÂ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl îÂ¯Â
(ÒÏ. [10]) ÎËÌÂÈÌÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ A0 ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Ò‡ÏËÏ ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ, ÚÓ ËÁ (17) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

‡ ÁÌ‡˜ËÚ,

  +0

ÔË t  t0, t0 ∈ [0, T0). í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔËıÓ‰ËÏ Í ‚˚‚Ó‰Û, ˜ÚÓ u(x, t) ∈ �
(1)

([0, T0); (Ω)). íÂÓ-
ÂÏ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.

H v( ) T  � R/2 T v Tµ R( ),+

H v( ) T  � R

H v1( ) H v2( )– T  � T Q v1( ) Q v2( )– T  � Tµ R( ) v1 v2– T ,

R

R

�
2–

sup v 2–
t  ↑ T0

lim +∞.=

H v( ) : �
∞

( 0 T ); �
2– Ω( )),[ �

2–

H v( ) : ��( 0 T ); �
2– Ω( )),[ �

2–

�
2–

A0 u( ) v �
1( )

( 0 T ); �
2– Ω( ),[ ) .∈=

u A0
1– v( ),=

u t( ) u t0( )– +2 � A0
1– v( ) t( ) A0

1– v( ) t0( )– +2 � v t( ) v t0( )– 2–

�0
2

A0u' v' �( 0 T0 ); �
2– Ω( ),[ ),∈=

u' t( ) u' t0( )– +2 � A0
1– v'( ) t( ) A0

1– v'( ) t0( )– +2 � v' t( ) v' t0( )– 2–

�0
2
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3. êÄáêìòÖçàÖ ëàãúçéÉé éÅéÅôÖççéÉé êÖòÖçàü

Ç‚Â‰ÂÏ ÙÛÌÍˆËË

(18)

Ë

àÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÔÂ‚ÓÂ Ë ‚ÚÓÓÂ ˝ÌÂ„ÂÚË˜ÂÒÍËÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡:

(19)

(20)

èÓ‰ (·, ·)2 ·Û‰ÂÏ ÔÓÌËÏ‡Ú¸ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ �
2
(Ω).

ëÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ Ú‡ÍÊÂ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÓˆÂÌÍË:

(21)

(22)

(23)

àÁ (22) Ë (23), ‚ Ò‚Ó˛ Ó˜ÂÂ‰¸, ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ ÓˆÂÌÍ‡

(24)

èÓÎÛ˜ËÏ ÚÂÔÂ¸ ÓˆÂÌÍÛ ‰Îfl 〈Q(u), u'〉1:

(25)

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ

(26)

Φ t( ) 1
2
--- A0u u,〈 〉2

1
2
--- ∆ui 2

2 ∇ui 2
2

div u 2
2 u 2

2
+ +

i

∑+
i

∑≡ ≡

J t( ) A0u' u',〈 〉2 ∆ui' 2
2

∇ui' 2
2

i

∑ div u' 2
2 u' 2

2
.+ + +

i

∑≡ ≡

d
dt
-----Φ t( ) F u( ) u,( )2 Lu u,〈 〉1– u 4

4
div u 2

2
– ∇ui' 2

2
,

i

∑–≡=

J t( ) F u( ) u',( )2 Lu u',〈 〉1– Q u( ) u',〈 〉1–
d
dt
----- 1

4
--- u 4

4 1
2
--- div u 2

2
–

1
2
--- ∇ui 2

2

i

∑– .≡=

Φ' t( )( )2
A0u' u,〈 〉2

2
 � A0u' u',〈 〉2 A0u u,〈 〉2 2ΦJ ,= =

Lu u,〈 〉1 � A0u u',〈 〉2,

Lu' u,〈 〉1  � Lu' u',〈 〉1
1/2

Lu u,〈 〉1
1/2

 � 
ε0

2
---- Lu' u',〈 〉1

1
2ε0
-------- Lu u,〈 〉1, ε0 0.>+

Lu' u,〈 〉1  � 
ε0

2
---- A0u' u',〈 〉2

1
2ε0
-------- A0u u,〈 〉2.+

Q u( ) u',〈 〉1 u j

∂ui

∂x j

-------ui'
1
2
---

∂u j

∂x j

--------uiui'+ x  =d
i j,
∑

Ω
∫–=

=  –
1
2
--- ∂

∂x j

------- uiu j( )ui'
i j,
∑ ∂ui

∂x j

-------u jui'
i j,
∑+ xd

Ω
∫ 1

2
---

∂ui'

∂x j

-------uiu j xd
i j,
∑

Ω
∫ 1

2
---

∂ui

∂x j

-------u jui' x.d
i j,
∑

Ω
∫–=

∂ui'

∂x j

-------uiu j xd
i j,

 

∑
Ω

 

∫  � ui
2
u j

2
xd

Ω
∫⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎛ ⎞

1/2
∂ui'

∂x j

-------⎝ ⎠
⎛ ⎞

2

xd

Ω
∫⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎛ ⎞

1/2

 �

i j,
∑

� N F u( ) u,( )2
1/2

A0u' u',〈 〉2
1/2

,
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(27)

„‰Â �1 – ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ Ì‡ËÎÛ˜¯Â„Ó ‚ÎÓÊÂÌËfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �
2
(Ω) ‚ �

1, 4
(Ω). á‡ÏÂÚËÏ Ú‡ÍÊÂ, ˜ÚÓ

(28)

„‰Â �2 – ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ Ì‡ËÎÛ˜¯Â„Ó ‚ÎÓÊÂÌËfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �
2
(Ω) ‚ �

4
(Ω). èé‰ÒÚ‡‚Ë‚ (26) Ë (27) ‚

(25), Ò Û˜ÂÚÓÏ (28) ÔË‰ÂÏ Í ÓˆÂÌÍÂ

(29)

„‰Â κ = �1�2N3/2 + .

àÁ ÔÂ‚Ó„Ó ˝ÌÂ„ÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (19) ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ

(30)

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl (30) ‚ (20) Ë ÔËÏÂÌflfl ÓˆÂÌÍË (24) Ë (29), ÔËıÓ‰ËÏ Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û:

ÍÓÚÓÓÂ, Ò Û˜ÂÚÓÏ (21), Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌÓÏÛ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÏÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û

‚ ÍÓÚÓÓÏ ‚‚Â‰ÂÌ˚ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl α = 2(1 – ε0/2), β = 2/ε0, γ = 4κ2/ε0. Ç˚·ÂÂÏ ε0 Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ α > 1
(Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˝ÚÓ ‚ÒÂ„‰‡ ÏÓÊÌÓ Ò‰ÂÎ‡Ú¸), Ë ‚‚Â‰ÂÏ ÙÛÌÍˆË˛ Z(t) = Φ1 – α. ÑÎfl ˝ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËË ·Û‰ÂÚ
‚˚ÔÓÎÌflÚ¸Òfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

(31)

„‰Â µ = β(α – 1) > 0, ν = γ(α – 1) > 0. èÛÒÚ¸ α > 3/2 (˝ÚÓ ‚ÒÂ„‰‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‰ÓÒÚË„ÌÛÚÓ). íÓ„‰‡ –1 <
< s < 1. íÂÔÂ¸ ÔÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ÔË ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ÛÒÎÓ‚Ëflı ËÏÂÂÏ Z '(t) � 0 ∀t > 0. Ç Ò‡ÏÓÏ ‰ÂÎÂ,
ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ J(t) � 0, ÚÓ ËÁ (20) ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÔË ÛÒÎÓ‚ËË

(32)
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íÓ„‰‡ ËÁ (19) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Φ'(t) � 0 ∀t > 0 ÓÚÍÛ‰‡ ËÏÂÂÏ Z'(t) � 0 ∀t > 0. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔË ‚˚-
ÔÓÎÌÂÌËË ÛÒÎÓ‚Ëfl (32) ËÁ (31) ÔÓÎÛ˜ËÏ

àÌÚÂ„ËÛfl ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó, ·Û‰ÂÏ ËÏÂÚ¸

(33)

„‰Â A =  –  –  = [(1 – α)2( )2 –  – ]. ÖÒÎË ÙÛÌÍˆËfl u0(x) Ú‡ÍÓ‚‡,

˜ÚÓ ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ

(34)

ÚÓ A > 0 Ë ËÁ (33) ·Û‰ÂÏ ËÏÂÚ¸ Z' � , ÓÚÍÛ‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔËıÓ‰ËÏ Í ‚˚‚Ó‰Û, ˜ÚÓ ÔË ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı ÛÒÎÓ‚Ëflı (32) Ë (34) ÒËÎ¸ÌÓÂ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÂ

Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (2) ‡ÁÛ¯‡ÂÚÒfl Á‡ ‚ÂÏfl, ÌÂ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰fl˘ÂÂ T1 = . èÓ‰·ÂÂÏ Ú‡ÍÓÂ ε0,
˜ÚÓ·˚ ÍÎ‡ÒÒ ÙÛÌÍˆËÈ u0(x), Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı ÛÒÎÓ‚Ë˛ (34), ·˚Î Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ ¯ËÓÍËÏ. í‡Í‡fl
Á‡‰‡˜‡ Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í Ì‡ıÓÊ‰ÂÌË˛ ÚÓ˜ÍË ÏËÌËÏÛÏ‡ ÙÛÌÍˆËË

„‰Â z = ε0/4. ùÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ÏË ÒÂ‰ÒÚ‚‡ÏË Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡ ÔÓÒÎÂ‰Ìflfl Á‡‰‡˜‡, ‚ Ò‚Ó˛ Ó˜Â-
Â‰¸, Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í ÔÓËÒÍÛ ÍÓÌfl Û‡‚ÌÂÌËfl 3-È ÒÚÂÔÂÌË:

(35)

‚ ÍÓÚÓÓÏ θ = K/(4 + 2K) ∈ (0, 1/2), ‡ y = 8z – 1. äÓÂÌ¸ Û‡‚ÌÂÌËfl (35) ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ÚÓ˜ÌÓ, ‚ÓÒ-
ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡‚¯ËÒ¸ ÙÓÏÛÎ‡ÏË ä‡‰‡ÌÓ, Ó‰Ì‡ÍÓ ‰Îfl Ì‡¯Ëı ˆÂÎÂÈ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‚˚ÔËÒ‡Ú¸ ÔË·ÎËÊÂÌ-
ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ, Ì‡È‰ÂÌÌÓÂ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Ó‰ÌÓÈ ËÚÂ‡ˆËË ÏÂÚÓ‰‡ ç¸˛ÚÓÌ‡ ÔË Ì‡˜‡Î¸ÌÓÏ ÔË·ÎËÊÂ-

ÌËË y0 = –1/ :

Ñ‡ÎÂÂ, ‚˚‡Ê‡fl ε0 ˜ÂÂÁ z, ‡ z – ˜ÂÂÁ y, ÔËıÓ‰ËÏ Í ÓÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓÏÛ ‚˚‡ÊÂÌË˛ ‰Îfl ε0:

(36)

èÓÎÛ˜ËÏ ÚÂÔÂ¸ ÓˆÂÌÍÛ ÒÌËÁÛ Ì‡ ‚ÂÏfl ‡ÁÛ¯ÂÌËfl Â¯ÂÌËfl. àÁ ÔÂ‚Ó„Ó ˝ÌÂ„ÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÌÂ‡-
‚ÂÌÒÚ‚‡ ÔÓÎÛ˜ËÏ

(37)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ||u(s)  � , ÚÓ ËÁ (37) ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó:
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óÛ·ÂÌÍÓ

èËÏÂÌflfl ÎÂÏÏÛ ÉÓÌÛÓÎÎ‡–ÅÂÎÏ‡Ì‡–ÅËı‡Ë (ÒÏ. [11]), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÓˆÂÌÍÛ Ò‚ÂıÛ Ì‡ Φ(t):

ËÁ ÍÓÚÓÓÈ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Â¯ÂÌËÂ ‡ÁÛ¯‡ÂÚÒfl ÌÂ ‡Ì¸¯Â, ˜ÂÏ ˜ÂÂÁ T2 = ( )–1. 

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡

íÂÓÂÏ‡ 2. èÛÒÚ¸ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÚÂÓÂÏ˚ 1. íÓ„‰‡, ÂÒÎË ÙÛÌÍˆËfl u0(x) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ
ÛÒÎÓ‚ËflÏ (32) Ë

„‰Â Φ0 = Φ(0) Ë  = Φ'(0) ‚˚‡Ê‡˛ÚÒfl ˜ÂÂÁ u0 ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï (18) Ë (19), ‡ ε0 ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÓ-
„Î‡ÒÌÓ (36), ÚÓ ÒËÎ¸ÌÓÂ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (2) ‡ÁÛ¯‡ÂÚÒfl Á‡ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ‚ÂÏfl T0, ÔË-

˜ÂÏ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‰‚ÛÒÚÓÓÌÌflfl ÓˆÂÌÍ‡ T2 � T0 � T1, „‰Â T2 = ( )–1, ‡

Ç Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂ ‡‚ÚÓ ‚˚‡Ê‡ÂÚ ·ÓÎ¸¯Û˛ ·Î‡„Ó‰‡ÌÓÒÚ¸ å.é. äÓÔÛÒÓ‚Û Á‡ ˆÂÌÌ˚Â Á‡ÏÂ˜‡-
ÌËfl, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÛÒÍÓË‚¯ËÂ ÔÓ‰„ÓÚÓ‚ÍÛ ‰‡ÌÌÓÈ ÔÛ·ÎËÍ‡ˆËË.
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Ä‰‡ÔÚË‚Ì˚È ÒÏÂ¯‡ÌÌ˚È ÍÓÌÂ˜ÌÓ-˝ÎÂÏÂÌÚÌ˚È ÏÂÚÓ‰ Ì‡ËÏÂÌ¸¯Ëı Í‚‡‰‡ÚÓ‚ ‰Îfl Â¯ÂÌËfl
Û‡‚ÌÂÌËÈ Å˛„ÂÒ‡. èÂ‰Î‡„‡ÂÚÒfl Ë ‡Ì‡ÎËÁËÛÂÚÒfl ‡‰‡ÔÚË‚Ì˚È ÒÏÂ¯‡ÌÌ˚È ÍÓÌÂ˜ÌÓ-˝ÎÂ-
ÏÂÌÚÌ˚È ÏÂÚÓ‰ Ì‡ËÏÂÌ¸¯Ëı Í‚‡‰‡ÚÓ‚ ‰Îfl ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÎÂÌËÈ Å˛„ÂÒ‡. èÓÎÛ-
˜ÂÌ˚ ‡ÔÓÒÚÂËÓÌ˚Â ÓˆÂÌÍË ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚË, ÍÓÚÓ˚Â ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‰Îfl ‡‰‡ÔÚË‚ÌÓ„Ó ÛÎÛ˜¯Â-
ÌËfl ‡Î„ÓËÚÏ‡. ãÓÍ‡Î¸ÌÓÂ ‚˚˜ËÒÎÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡ Ì‡ËÏÂÌ¸¯Ëı Í‚‡‰‡ÚÓ‚ ÒÎÛÊËÚ ‚ Í‡˜Â-
ÒÚ‚Â ‡ÔÓÒÚÂËÓÌÓÈ ÓˆÂÌÍË ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚË, ÍÓÚÓ‡fl ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓ ‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl. ÅË·Î. 11.
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INTRODUCTION
A

 

 

 

general

 

 

 

theory

 

 

 

of

 

 

 

the
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-

 

squares

 

 

 

method

 

 

 

has

 

 

 

been
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by
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Stephens

 

 

 

in

 

 [1].

 

The

 

 

 

most
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leads

 

 

 

to

 

 

 

a

 

 

 

symmetric

 

 

 

positive
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problem

 

. 
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least

 

-

 

squares

 

 

 

mixed
finite

 

 

 

element

 

 

 

approach
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a

 

 

 

least

 

-

 

squares
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minimization

 

 

 

is

 

 

 

introduced

 

. 

 

This

 

 

 

method

 

 

 

has

 

 

 

an

 

 

 

advantage
which

 

 

 

is

 

 

 

not

 

 

 

subject

 

 

 

to

 

 

 

the

 

 

 

LBB

 

 

 

condition

 

. 

 

The

 

 

 

mixed

 

 

 

finite

 

 

 

element

 

 

 

methods of least-squares type have
been the object of many studies recently (see, e.g. the Stokes Equation [2], Elliptic Problem [3], Newtonian
Fluid Flow Problem [4], Transmission Problems [5] et al.). The adaptive least-squares mixed finite element
method have been studied in recent several years (see, e.g. the linear elasticity [6]), but the research of adap-
tive method about Burgers equations is not common.

Adaptive methods are now widely used in the scientific computation. In this paper, we are interested in
the adaptive least-squares mixed finite element method for Burgers equations. Burgers equations are fun-
damental partial differential equations from fluid mechanics. It occurs in various areas of applied mathe-
matics, such as modeling of gas dynamics and traffic flow. Our emphasis in this paper is on the performance
of an adaptive refinement strategy based on the a posteriori error estimator inherent in the least-squares for-
mulation by the local evaluation of the functional.

An outline of the paper is as follows. The least-squares formulation of Burgers equations is proposed in
Section 2. It includes continuous and coercivity properties of the least-squares variational formulation. Ap-
propriate spaces for the finite element approximation and a generalization of the coercivity shown in Section 2 to
the discrete forms are discussed in Section 3. In Section 4, a posteriori error estimators which are needed
in an adaptive refinement algorithm are composed with the least-squares functional, and posteriori errors
are effectively estimated. Finally, we summarize our findings and present conclusions in Section 5. In this
paper, we define C to be a generic positive constant.

2. A LEAST-SQUARES FORMULATION OF BURGERS EQUATIONS
2.1. A Least-Squares Formulation of Burgers Equations

We start from the equations of Burgers in the form

(1)

(2)

(3)

where, ∀t1 > 0, u denotes the velocity, a is a positive constant, ν is viscosity coefficient, and ϕ(x) is a given
function.

ut auux νuxx–+ 0, x t,( ) Ω 0 t1,( ),×∈=

u x t,( ) 0, x t,( ) ∂Ω 0 t1,( )× ,∈=

u x 0,( ) ϕ x( ), x Ω,∈=

ìÑä 519.634



672

ÜìêçÄã ÇõóàëãàíÖãúçéâ åÄíÖåÄíàäà à åÄíÖåÄíàóÖëäéâ îàáàäà      ÚÓÏ 49      ‹ 4      2009

HAI-MING, HONG-WEI

Notation. Let Hm(Ω) and L2(Ω) = H0(Ω) denote the Sobolev space and the Lebesque space, respectively.

(Ω) is the subspace of Hm(Ω).

We shall consider an adaptive least-squares mixed finite element method for (1)–(3).
Now we introduce the flux variable p = au2/2 – νux, then, we have

(4)

(5)

(6)

(7)

where u ∈ M = (Ω), p ∈ X = L2(Ω), ∀t ∈ (0, t1).

Now, let us define the least-squares problem: find (u, p) ∈ M × X such that

(8)

where

(9)

Taking variations in (9) with respect to v and q, the weak statement becomes: find (u, p) ∈ M × X such that

(10)

where

(11)

Theorem 1. The bilinear form A(·, ·; ·, ·) is continuous and coercive. In other words, there exist positive
constants α and β, such that

(12)

(13)

Proof. (i) For the upper bound we have

Since the bilinear form is symmetric, this is sufficient for the upper bound in Theorem 1.
(ii) For the lower bound,
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m
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We can choose the positive constants �1, �2, δ1, δ2, δ3, δ4 satisfying

We have

We obtain the desired result.
Theorem 2. There exists a unique solution of the equations (4)–(7), and the solution is (u, p) ∈ M × X.
Proof. From Theorem 1, we know that the bilinear form A(·, ·; ·, ·) is coercive and bounded on M × X.

Then the result follows from Lax–Milgram theorem.
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2.2. A Least-Squares Formulation of Burgers Equations Respect to the Time

Now, we consider the form of Burgers equations respect to the time, let ω = ut. Discrete (4)–(7), τ > 0,
tn = nτ, n = 0, 1, …, N = T/τ. Note ωn = (un – un – 1)/τ, n ≥ 1. We obtain the discrete form respect to the time

(14)

(15)

(16)

(17)

where un ∈ M = (Ω), pn ∈ X = L2(Ω), ωn ∈ M = (Ω) ∀t ∈ (0, t1).

We can use the least-squares mixed method for (14)–(17). The least-squares functional I(v n, qn, ξn) for
the mixed system (14)–(17) is simply

(18)

Set Jn = [tn – 1, tn]. The corresponding variational statement is: find (un, pn, ωn): Jn  M × X × M such that

(19)

Theorem 3. The bilinear form B(·, ·, ·; ·, ·, ·) is continuous and coercive. In other words, there exist po-
sitive constants αn and βn, such that

(20)

(21)

Proof analogously to the proof of Theorem 1.

Theorem 4. There exists a unique solution of the equations (14)–(17), and the solution is (un, pn, ωn) ∈
∈ M × X × M.

Prof. From Theorem 3, we know that the bilinear form B(·, ·, ·; ·, ·, ·) is coercive and bounded on M ×
× X × M. Then the result follows from Lax–Milgram theorem.

3. FINITE ELEMENT APPROXIMATION

In principle, the least-squares mixed finite element approach simply consists of minimizing (9) in finite-
dimensional subspaces Mh ⊂ M and Xh ⊂ X. Suitable spaces are based on a triangulation �h of Ω and consist
of piecewise polynomials with sufficient continuity conditions. Let �h be a class qusi-uniform regular par-
tition of Ω in this paper.

Lemma 1 (see [11]). There exists a operator Ph: M  Mh such that
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3.1. Semidiscrete Form

Now we consider the semidiscrete form of (4)–(7)

, (22)

, (23)

, (24)

, (25)

where uh ∈ Mh, ph ∈ Xh ∀t ∈ (0, t1).
Let us define the least-squares problem: find (uh, ph) ∈ Mh × Xh such that

(26)

where

(27)

Taking variations in (27) with respect to vh and qh, the weak statement becomes: find (uh, ph) ∈ Mh × Xh

such that

(28)

where

(29)

Theorem 5. The bilinear form A(·, ·; ·, ·) is continuous and coercive. In other words, there exist positive
constants αh and βh, such that

(30)

(31)

Proof. (i) For the upper bound we have
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Since the bilinear form is symmetric, this is sufficient for the upper bound in Theorem 5.
(ii) For the lower bound:

So we can select the positive constants , , , , ,  satisfying
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So we have

We obtain the desired result.
Theorem 6. The equations (22)–(25) has a unique solution: (uh, ph) ∈ Mh × Xh.

Proof. From Theorem 5, we know that the bilinear form A(·, ·; ·, ·) is coercive and bounded on Mh × Xh.
Then the result follows from Lax–Milgram theorem.

3.2. Fulldiscrete Form

The fulldiscrete least-squares mixed finite element approximation (22)–(25) is: find ( , , ):
Jn  Mh × Xh × Mh such that

(32)

(33)

(34)

(35)

The corresponding variational statement is: find ( , , ): Jn  Mh × Xh × Mh such that

(36)

Theorem 7. The fulldiscrete bilinear form B(·, ·, ·; ·, ·, ·) is continuous and coercive. In other words, there

exist positive constants  and , such that

(37)

(38)

Proof the theorem can be proved in a similar manner as in Theorem 5.

Theorem 8. The equations (32)–(35) has a unique solution: ( , , ) ∈ Mh × Xh × Mh.

Prof.  From Theorem 7, we know that the fulldiscrete bilinear form B(·, ·, ·; ·, ·, ·) is coercive and bounded
on Mh × Xh × Mh. Then the result follows from Lax–Milgram theorem.
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4. THE LEAST-SQUARES FUNCTIONAL AS A POSTERIORI ERROR ESTIMATOR
One of the main motivations for using least-squares finite element approaches is the fact that the ele-

ment-wise evaluation of the functional serves as an a posteriori error estimator.
A posteriori error estimate attempt to provide quantitatively accurate measures of the discretization error

through the socalled a posteriori error estimators which are derived from using the information obtained
during the solution process. In recent years, the use of a posteriori error estimators has become an efficient
tool for assessing and controlling computational errors in adaptive computations [9].

4.1. Spatial Error Estimate

In order to estimate the error, we define the least-squares functional

(39)

We have

Then, we define a posteriori error estimator as following:

(40)

Theorem 9. The least-squares functional constitutes an a posteriori error estimator. In other words, for

there exist positive constants αT and βT such that

(41)

(42)

Proof. From (40), we know

from Theorem 5, the theorem can be proved easily.

4.2. Temporal Error Estimate

We define the least-squares functional in the fulldiscrete form of Burgers equations:
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We have

So we define a posteriori error estimator of the fulldiscrete form as following:

(44)

Theorem 10. The least-squares functional constitutes an a posteriori error estimator. In other words, for

there exist positive constants  and  such that

(45)

(46)

Proof. From (44), we know

From Theorem 7. Theorem 10 can be proved easily.
Remark. The mesh is adapted and based on a posteriori error estimate of Burgers equations. Based on the computed a posteriori

error estimator η or ηh, we use a mesh optimization procedure to compute the size of elements in the new mesh.

The mesh is adapted using the mesh modification procedures developed by Cai [8] and Li et al. [10].
This requires the specification of a mesh metric field to define the desired element size and shape distribu-
tion from the computed η or ηh. The mesh is then adapted to satisfy the prescribed metric field by the pro-
cesses of refinement, coarsening and re-alignment.

Adaptive refinement strategies consist in refining those triangles with the largest values of η or ηh.

5. SUMMARY AND CONCLUSIONS

We describe an adaptive least-squares mixed finite element procedure for solving the Burgers equations
and the discrete form in this paper, and the procedure uses a least-squares mixed finite element formulation
and adaptive refinement based on a posteriori error estimate. The method is applied to study the continuous
and coercivity of the Burgers equations and the discrete form of the Burgers equations.

In this paper, we applied relatively standard a posteriori error estimation techniques to adaptively solve
the Burgers equations.
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ê‡ÒÒÏÓÚÂÌ mortar-ÏÂÚÓ‰ çËÚ¯Â ÒÚ˚ÍÓ‚ÍË ÒÂÚÓÍ ‚ ÒÏÂ¯‡ÌÌÓÈ ÒıÂÏÂ ÉÂÏ‡ÌÌ‡–åËÈÓÒË ‰Îfl
·Ë„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl. èÓÒÚÓÂÌ‡ mortar-Á‡‰‡˜‡, ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛˘‡fl ‰‚‡ Ô‡‡ÏÂÚ‡. èÓ-
‚Ó‰ËÚÒfl ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ˝ÚÓÈ Á‡‰‡˜Ë, ‰ÓÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÚÂÓÂÏ˚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl Ë Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË
ÔË ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı Ó„‡ÌË˜ÂÌËflı Ì‡ Ô‡‡ÏÂÚ˚. èÓÎÛ˜ÂÌ˚ ÓˆÂÌÍË ‰Îfl ÌÓÏ˚ ‡ÁÌÓÒÚË ÏÂÊ-
‰Û Â¯ÂÌËÂÏ mortar-Á‡‰‡˜Ë Ë Â¯ÂÌËÂÏ ËÒıÓ‰ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë. ëÎÂ‰ÛÂÚ ÓÚÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ÒÓı‡Ìfl˛ÚÒfl
ÚÂ ÊÂ ÒÍÓÓÒÚË ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË, ˜ÚÓ Ë ‚ ÒıÂÏÂ ÉÂÏ‡ÌÌ‡–åËÈÓÒË Ì‡ ÒÚ˚ÍÛ˛˘ËıÒfl ÒÂÚÍ‡ı.

 

äÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡

 

: ÒÚ˚ÍÓ‚Í‡ ÒÂÚÓÍ, ÒıÂÏ‡ ÉÂÏ‡ÌÌ‡–åËÈÓÒË, mortar-ÏÂÚÓ‰, ÒÍÓÓÒÚ¸ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË.

 

àÁ‚ÂÒÚÌÓ, ̃ ÚÓ ‚ ÏÂÚÓ‰Â ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ̋ ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ̃ ‡ÒÚÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÌÂÒÚ˚ÍÛ˛˘ËÂÒfl ÒÂÚÍË. ëÚ˚-
ÍÓ‚Í‡ ÒÂÚÓÍ Ó·˚˜ÌÓ ÔÓËÁ‚Ó‰ËÚÒfl ÔÓ ÎËÌËflÏ ËÎË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflÏ, ÍÓÚÓ˚Â ‡Á‰ÂÎfl˛Ú Ó·Î‡ÒÚ¸ Ì‡
ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚË Ë Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ËÌÚÂÙÂÈÒ‡ÏË. ëÚ˚ÍÓ‚Í‡ ÔÓ ËÌÚÂÙÂÈÒÛ – ˝ÚÓ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓÂÌËÂ ÌÂÍÓ-
ÚÓ˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚË ÔË ÔÂÂıÓ‰Â ˜ÂÂÁ ËÌÚÂÙÂÈÒ. èflÏ˚Â ÔÓˆÂ‰Û˚ ÒÚ˚ÍÓ‚ÍË
ÏÓÊÌÓ ‡Á‰ÂÎËÚ¸ Ì‡ ÚË „ÛÔÔ˚: ÏÂÚÓ‰˚, ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛˘ËÂ ÏÌÓÊËÚÂÎË ã‡„‡ÌÊ‡, mortar-ÏÂÚÓ‰˚,
ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚Â Ì‡ ÚÂıÌËÍÂ çËÚ¯Â, Ë ÏÂÚÓ‰˚ ¯Ú‡Ù‡.

éÒÌÓ‚Ì˚Â Ë‰ÂË, ÎÂÊ‡˘ËÂ ‚ ÓÒÌÓ‚Â ÏÂÚÓ‰Ó‚, ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛˘Ëı ÏÌÓÊËÚÂÎË ã‡„‡ÌÊ‡, Ë mortar-
ÏÂÚÓ‰Ó‚, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚ı Ì‡ ÚÂıÌËÍÂ çËÚ¯Â, ËÁÎÓÊÂÌ˚ ‚ [1], [2], „‰Â ˝ÚË ÏÂÚÓ‰˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎËÒ¸ ‰Îfl
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓÂÌËfl „Î‡‚Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ Ì‡ „‡ÌËˆÂ Ó·Î‡ÒÚË ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÏ ÒÎ‡·ÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ. Ç ·ÓÎÂÂ
ÔÓÁ‰ÌËı ‡·ÓÚ‡ı [3], [4] ˝ÚË Ë‰ÂË ·˚ÎË ÔÂÂÌÂÒÂÌ˚ Ì‡ ÒÎÛ˜‡È ÒÚ˚ÍÓ‚ÍË ÒÂÚÓÍ. Ç [5], [6] ‰Îfl ÔË-
·ÎËÊÂÌÌÓ„Ó Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓÂÌËfl „Î‡‚Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ Ì‡ „‡ÌËˆÂ Ó·Î‡ÒÚË ·˚Î ÔÂ‰ÎÓÊÂÌ ÏÂÚÓ‰ ¯Ú‡-
Ù‡. Ç [7], [8] Ï˚ ‚ÔÂ‚˚Â ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎË ÏÂÚÓ‰ ¯Ú‡Ù‡ ÒÚ˚ÍÓ‚ÍË ÒÂÚÓÍ ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚ÚÓÓ„Ó Ë
˜ÂÚ‚ÂÚÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡. ëÎÂ‰ÛÂÚ ÓÚÏÂÚËÚ¸, ̃ ÚÓ ‚ ÏÂÚÓ‰Â ̄ Ú‡Ù‡ ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ÔË
‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË Â¯ÂÌËfl ÒÔÎ‡ÈÌ‡ÏË ÔÂ‚ÓÈ ÒÚÂÔÂÌË ÔË ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÏ ‚˚·ÓÂ ̄ Ú‡Ù‡ ÒÍÓÓÒÚ¸
ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ‚ ÌÓÏÂ 

 

H

 

1
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 (ÒÏ. [7]), Ú.Â. ÓÌ‡ Ú‡Í‡fl ÊÂ, Í‡Í Ë ‚ ÏÂÚÓ‰Â ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ˝ÎÂ-
ÏÂÌÚÓ‚ Ì‡ ÒÚ˚ÍÛ˛˘ÂÈÒfl ÒÂÚÍÂ. é‰Ì‡ÍÓ ˝ÚÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÌÂ ÒÓı‡ÌflÂÚÒfl ‰Îfl ÒÔÎ‡ÈÌÓ‚ ·ÓÎÂÂ ‚˚ÒÓÍËı
ÒÚÂÔÂÌÂÈ. çÂ ÒÓı‡ÌflÂÚÒfl ÓÌÓ Ú‡ÍÊÂ ‰Îfl ÒÏÂ¯‡ÌÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚. Ç ˝ÚËı ÒÎÛ˜‡-
flı ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÔÓÚÂfl ‚ ÒÍÓÓÒÚË ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏË ÏÂÚÓ‰‡ÏË ÍÓ-
ÌÂ˜Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ Ì‡ ÒÚ˚ÍÛ˛˘ËıÒfl ÒÂÚÍ‡ı.

àÁ‚ÂÒÚÌÓ, ̃ ÚÓ ‚ mortar-ÏÂÚÓ‰Â çËÚ¯Â (ÒÏ. [3]) ‚ ÒÎÛ˜‡Â ̋ ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓ-
fl‰Í‡ ‰Îfl ÒÔÎ‡ÈÌÓ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÒÚÂÔÂÌË ÒÓı‡ÌflÂÚÒfl Ú‡ ÊÂ ÒÍÓÓÒÚ¸ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË, ˜ÚÓ Ë ‚ ÏÂÚÓ-
‰Â ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ Ì‡ ÒÚ˚ÍÛ˛˘ËıÒfl ÒÂÚÍ‡ı. á‡ ˝ÚÓ ÔËıÓ‰ËÚÒfl ‡ÒÔÎ‡˜Ë‚‡Ú¸Òfl ÌÂÍÓÚÓ˚ÏË
‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ÏË ‚ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓÈ ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍÂ mortar-ÏÂÚÓ‰‡ ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò ÏÂ-
ÚÓ‰ÓÏ ¯Ú‡Ù‡, ˜ÚÓ ÛÒÎÓÊÌflÂÚ ÙÓÏËÓ‚‡ÌËÂ Ï‡ÚËˆ˚ ÒËÒÚÂÏ˚.

Ç ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚÂ Ï˚ ÙÓÏÛÎËÛÂÏ Ë ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏ mortar-ÏÂÚÓ‰ çËÚ¯Â ‰Îfl ÒÏÂ¯‡ÌÌ˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚
ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚. ê‡ÒÒÏÓÚÂÌ‡ ÒıÂÏ‡ ÉÂÏ‡ÌÌ‡–åËÈÓÒË ‰Îfl ·Ë„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl
(ÒÏ. [9–11]).

ëÚÓËÚÒfl mortar-ÏÂÚÓ‰ çËÚ¯Â, ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛˘ËÈ ‰‚‡ Ô‡‡ÏÂÚ‡. àÒÒÎÂ‰ÛÂÚÒfl mortar-Á‡‰‡˜‡, ‰Ó-
Í‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÚÂÓÂÏ˚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl Ë Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË ̋ ÚÓÈ Á‡‰‡˜Ë ÔË ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı Ó„‡ÌË˜Â-
ÌËflı Ì‡ Ô‡‡ÏÂÚ˚. èÓÎÛ˜ÂÌ˚ ÓˆÂÌÍË ‰Îfl ÌÓÏ˚ ‡ÁÌÓÒÚË ÏÂÊ‰Û Â¯ÂÌËÂÏ mortar-Á‡‰‡˜Ë Ë Â-
¯ÂÌËÂÏ ËÒıÓ‰ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë.

ëÎÂ‰ÛÂÚ ÓÚÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ÒÓı‡ÌflÂÚÒfl Ú‡ ÊÂ ÒÍÓÓÒÚ¸ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË, ˜ÚÓ Ë ‚ ÒıÂÏÂ ÉÂÏ‡ÌÌ‡–
åËÈÓÒË Ì‡ ÒÚ˚ÍÛ˛˘ËıÒfl ÒÂÚÍ‡ı (ÒÏ. [11]).

 

ìÑä 519.635.1
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1. ëåÖòÄççÄü ÇÄêàÄñàéççÄü îéêåìãàêéÇäÄ 

 

Ç ‰‚ÛÏÂÌÓÈ ‚˚ÔÛÍÎÓÈ ÔÓÎË„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË 

 

Ω

 

 Ò „‡ÌËˆÂÈ 

 

∂Ω

 

 ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘‡fl
Í‡Â‚‡fl Á‡‰‡˜‡:

(1)

(2)

ÉÎ‡‰ÍÓÒÚ¸ Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë (1), (2) Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ „Î‡‰ÍÓÒÚË Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË Ë „Î‡‰ÍÓÒÚË „‡ÌËˆ˚ Ó·-

Î‡ÒÚË. àÁ‚ÂÒÚÌÓ (ÒÏ. [12]), ˜ÚÓ ÂÒÎË 

 

Ω

 

 – ‚˚ÔÛÍÎ‡fl ÔÓÎË„ÓÌ‡Î¸Ì‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸ Ë ÂÒÎË 

 

q

 

 ∈ 

 

, ÚÓ 

 

w

 

 

 

∈ 

 

ÂÒÚ¸ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (1), (2). 
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÏÂ¯‡ÌÌÛ˛ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÛ˛ ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍÛ, Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÍÓÚÓÓÈ ÒÚÓËÚÒfl ÒıÂÏ‡

ÉÂÏ‡ÌÌ‡–åËÈÓÒË (ÒÏ. [9]–[11]).
èÛÒÚ¸ 

 

q

 

 ∈ 

 

W

 

', Ì‡ÈÚË Ô‡Û (

 

m

 

, 

 

w

 

) 

 

∈ 

 

M

 

 

 

×

 

 

 

W

 

, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Û˛ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ˚Ï Û‡‚ÌÂÌËflÏ

(3)

(4)

„‰Â 

 

〈

 

q

 

, 

 

w

 

〉

 

 – ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË ÏÂÊ‰Û 

 

W

 

' Ë 

 

W

 

.
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ 

 

M

 

 Ë 

 

W

 

 Ë ·ËÎËÌÂÈÌ˚Â ÙÓÏ˚ 

 

a

 

(

 

·, ·

 

), 

 

b

 

(

 

·, ·

 

), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Â Ì‡ 

 

M

 

 × 

 

M

 

, 

 

M

 

 × 

 

W

 

, cÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‚‚Ó‰flÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Â„ÛÎflÌÛ˛ ÚË‡Ì„ÛÎflˆË˛ 

 

T

 

h

 

 Ò ‰Ë‡ÏÂÚÓÏ 

 

h

 

 Ó·Î‡ÒÚË 

 

Ω

 

 (ÒÏ. [13]) Ë ÚÂÌÁÓÌÛ˛
ÙÛÌÍˆË˛ 

 

m

 

 = (

 

m

 

ij

 

), 

 

m

 

ij

 

 

 

∈ 

 

H

 

1

 

(

 

T

 

), 1 

 

≤

 

 

 

i

 

, 

 

j

 

 

 

≤

 

 2, 

 

m

 

12

 

 = 

 

m

 

21

 

. éÔÂ‰ÂÎËÏ ‚ÂÎË˜ËÌ˚

(5)

(6)

(7)

 

n

 

 = (

 

n

 

1

 

, 

 

n

 

2

 

) – Â‰ËÌË˜Ì˚È ‚ÂÍÚÓ ÌÓÏ‡ÎË Í 

 

∂

 

T

 

, ‚ÌÂ¯ÌÂÈ Í 

 

T

 

, Ë 

 

n

 

 = (

 

t

 

1

 

, 

 

t

 

2

 

) = (

 

n

 

2

 

, –

 

n

 

1

 

) – Â‰ËÌË˜Ì˚È
‚ÂÍÚÓ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ‚‰ÓÎ¸ 

 

∂

 

T

 

.
éÔÂ‰ÂÎËÏ ·ËÎËÌÂÈÌ˚Â ÙÓÏ˚ (ÒÏ. [11])

(8)

(9)

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

(10)

∆2
w q x1 x2,( ), x1 x2,( ) Ω,∈=

w ∂Ω 0, ∂nw ∂Ω 0.= =

HΩ
1–

HΩ
3

a m µ,( ) b µ w,( )– 0 µ∀ M,∈=

b m w,( ) q w,〈 〉 w∀ W ,∈=

Mn m( ) mijn
j
n

i
,

i j, 1=

2

∑=

Mnt m( ) mijn
j
t

i
,

i j, 1=

2

∑=

Qn m( ) ∂ jmijn
i
,

i j, 1=

2

∑=

a m µ,( ) mijµij x,d

Ω
∫

i j, 1=

2

∑=

b m w,( ) mij∂ij
2
w xd

T

∫
i j, 1=

2

∑ Mn m( )∂nw sd

∂T

∫–
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

.
T Th∈
∑=

M̃

M̃ Hh Ω,
1( )

4
m m L2 Ω,( )4

m HT
1( )

4
 T∀ Th,∈ ∈,∈{= =

Mn1
mT1

( ) ∂T12
Mn2

mT2
( ) ∂T12

Mn m( ) ∂T12
 ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ Ô‡˚ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÓ‚ T1 Ë T2,≡=

ËÏÂ˛˘Ëı Ó·˘Û˛ ÒÚÓÓÌÛ ∂T12. ê‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

ÔÓÌËÏ‡ÂÚÒfl ‚ ÒÏ˚ÒÎÂ ÒÓ‚Ô‡‰ÂÌËfl ÒÎÂ‰Ó‚ ÙÛÌÍˆËÈ ËÁ HT1

1
 Ë HT2

1 }.
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åéêíÄê-åÖíéÑ ëíõäéÇäà ëÖíéä Ç ëåÖòÄççéâ ëïÖåÖ 683

ùÚÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡  ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛:

(11)

çÓÏ‡ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â  ‚‚Ó‰ËÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

èÛÒÚ¸

ç‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â , ÍÓÚÓÓÂ Á‡‰‡ÌÓ ÙÓÏÛÎÓÈ (10) ËÎË (11), ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ÌÓÏÛ

(12)

„‰Â Ì‡ ‚ÌÛÚÂÌÌÂÏ Â·Â ∂T12 = ∂T1 ∩ ∂T2 ÔÓÎ‡„‡ÂÏ Mn(m) = (m1) = (m2), ‡ Ì‡ „‡ÌË˜ÌÓÏ Â·-
Â T ' ÚË‡Ì„ÛÎflˆËË Th ÔÓÎ‡„‡ÂÏ Mn(m) = Mn(m)|T ' .

éÔÂ‰ÂÎËÏ M Í‡Í Á‡Ï˚Í‡ÌËÂ  ‚ ÌÓÏÂ . èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó M ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌÓ
Ò ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ

çÓÏ‡ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â M ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ (12).
éÔÂ‰ÂÎËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó W. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ‚‚Â‰ÂÏ ‚ ‡ÒÒÏÓÚÂÌËÂ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó:

Ë Ì‡  ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ÌÓÏÛ ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

(13)

ÖÒÎË ∂T12 = ∂T1 ∩ ∂T2 fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌËÏ Â·ÓÏ ÚË‡Ì„ÛÎflˆËË Th, ÚÓ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÏ, ˜ÚÓ

„‰Â nj fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ÌÓÏ‡Î¸˛ Í ∂T12, ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í Tj, j = 1, 2, Ë ÂÒÎË T ' ÂÒÚ¸
Â·Ó Ì‡ „‡ÌËˆÂ Th, ÚÓ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl

èÛÒÚ¸ W =  ∩ , „‰Â

çÓÏ‡ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â W ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ (13).
çÂÚÛ‰ÌÓ ÔÓ‚ÂËÚ¸ (ÒÏ. [11]), ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ α > 0, β > 0 Ú‡ÍËÂ, ˜ÚÓ ‰Îfl ·ËÎËÌÂÈ-

Ì˚ı ÙÓÏ a(m, µ), b(µ, w), ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ˚ı ÙÓÏÛÎ‡ÏË (8), (9), ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

(14)

M̃

M̃ Hh Ω,
1( )

4
m m L2 Ω,( )4

m HT
1( )

4
T∀ Th,∈,∈,∈{= =

Mn m( ) H
1
 ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ Ô‡˚ ÒÏÂÊÌ˚ı ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÓ‚∈ }.

M̃

m M̃

2
mij 1 T,

2
.

T Th∈
∑

i j, 1=

2

∑=

Γh ∂T .
T Th∈
∪=

M̃

m 0 h Ω, ,
2

mij
2

xd
i j, 1=

2

∑
Ω
∫ h Mn m( ) 2

s,d

Γh

∫+=

Mn1
Mn2

M̃ · 0 h Ω, ,

m m L2 Ω,( )4
Mn m( ) L2 Γh,∈,∈{ }.

Hh Ω,
2

w HΩ
1

w T, H
2

T( ) T∀ Th∈,∈ ∈{ },=

Hh Ω,
2

w2 h Ω, ,
2

w 2 T,
2

h
1–

J∂nw
2

s.d

Γh

∫+
T Th∈
∑=

J∂nw ∂T12
∂n1

w ∂T12
∂n2

w ∂T12
,+=

J∂nw ∂T ' ∂nw T ' .=

Hh Ω,
2

H0 Ω,
1

H0 Ω,
1

w HΩ
1

w ∂Ω = 0,∈{ }.=

a m m,( ) a m
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(15)

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl (14), (15), ÏÓÊÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ

íÂÓÂÏ‡ 1 (ÒÏ. [10]). èÛÒÚ¸ q ∈ . ÖÒÎË w – Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (1), (2) Ë m = (mij),

i, j, = 1, 2, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í mij = , ÚÓ (m, w) fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Â¯ÂÌËÂÏ Á‡‰‡˜Ë (3),
(4). à, Ì‡Ó·ÓÓÚ, ÂÒÎË (m, w) fl‚ÎflÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂÏ Á‡‰‡˜Ë (3), (4), ÚÓ w – Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (1), (2) Ë

mij = . 

2. èéëíêéÖçàÖ à àëëãÖÑéÇÄçàÖ áÄÑÄóà ë àçíÖêîÖâëéå 

ê‡ÁÓ·¸ÂÏ Ó·Î‡ÒÚ¸ Ω Ì‡ ‰‚Â ÌÂÌ‡ÎÂ„‡˛˘ËÂ ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚË: Ω1 Ò „‡ÌËˆÂÈ ∂Ω1 Ë Ω2 Ò „‡ÌËˆÂÈ ∂Ω2.
É‡ÌËˆ‡ ∂Ω12 fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·˘ÂÈ ˜‡ÒÚ¸˛ „‡ÌËˆ ∂Ω1 Ë ∂Ω2 Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÌÚÂÙÂÈÒÓÏ. èÂ‰ÔÓÎÓ-
ÊËÏ, ˜ÚÓ ∂Ω12 fl‚ÎflÂÚÒfl ÎÓÏ‡ÌÓÈ.

èÛÒÚ¸ wi, mi, qi – ÒÎÂ‰˚ ÙÛÌÍˆËÈ m, w, q, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, Ì‡ Ωi, i = 1, 2.
íÓ„‰‡ Á‡‰‡˜Û (1), (2) ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

á‰ÂÒ¸ (mi), (mi), (mi), i = 1, 2, ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï, ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï (5)–(7).

èÓ‚Â‰ÂÏ ÚË‡Ì„ÛÎflˆË˛ c ‰Ë‡ÏÂÚÓÏ h1 Ó·Î‡ÒÚË Ω1 Ë ÚË‡Ì„ÛÎflˆË˛ Ò ‰Ë‡ÏÂÚÓÏ h2 Ó·Î‡ÒÚË Ω2.
é·Â ÓÌË ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡˛ÚÒfl Â„ÛÎflÌ˚ÏË (ÒÏ. [11]). 

ç‡ÔÓÏÌËÏ, ˜ÚÓ ÚË‡Ì„ÛÎflˆËfl , i = 1, 2, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Â„ÛÎflÌÓÈ ‚ ‰‚Ûı ÒÎÛ˜‡flı. ÇÓ-ÔÂ‚˚ı,
ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ γi > 0 Ú‡Í‡fl, ˜ÚÓ

„‰Â hT – ‰Ë‡ÏÂÚ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ T Ë ρT – ‰Ë‡ÏÂÚ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Â„Ó ÍÛ„‡, ‚ÔËÒ‡ÌÌÓ„Ó ‚ T. ùÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ
˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ ÛÒÎÓ‚Ë˛ áÎ‡Ï‡Î‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ϑi Ú‡ÍÓÈ, ˜ÚÓ

„‰Â ϑT – Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÈ Û„ÓÎ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ T. ÇÓ-‚ÚÓ˚ı, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ τi > 0 Ú‡Í‡fl, ̃ ÚÓ

íÓ„‰‡ ÚË‡Ì„ÛÎflˆËfl  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‚‡ÁËÂ„ÛÎflÌÓÈ.

b µ m,( )
µ 0 h Ω, ,

------------------
µ M̃∈
sup β w 2 h Ω, , w∀ W .∈≥

HΩ
1–

∂ij
2
w

∂ij
2
w

∆2
w1 q1 x1 x2,( ), x1 x2,( ) Ω1,∈=

∆2
w2 q2 x1 x2,( ), x1 x2,( ) Ω2,∈=

w1 ∂Ω1\∂Ω12
0, ∂nw1 ∂Ω1\∂Ω12

0,= =

w2 ∂Ω2\∂Ω12
0, ∂nw2 ∂Ω2\∂Ω12

0,= =

w1 ∂Ω12
w2 ∂Ω12

,=

∂n1
w1 ∂Ω12

–∂n2
w2 ∂Ω12

,=

Mn1
m1( ) ∂Ω12

Mn2
m2( ) ∂Ω12

,=

Qn1
m1( ) ∂Ω12

Q– n2
m2( ) ∂Ω12

,=

Mn1t1
m1( ) ∂Ω12

Mn2t2
m2( ) ∂Ω12

0.= =

Mni
Mni ti, Qni

Thi

hT

ρT

-----
T Thi

∈
max γ i,≥

ϑT ϑi 0 T∀ Thi
,∈>≥

hi

hT

----- τi T∀ Thi
.∈≤

Thi
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é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÛ˛ ÒÂÚÍÛ ˜ÂÂÁ Th ≡  × , h = max(h1, h2). ç‡ ËÌÚÂÙÂÈÒÂ ∂Ω12 ÒÂÚÍË
ÌÂ ÒÚ˚ÍÛ˛ÚÒfl, Ú.Â. ÂÒÎË ÛÁÂÎ Ó‰ÌÓÈ ÒÂÚÍË ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ ËÌÚÂÙÂÈÒÛ, ÚÓ ÓÌ ÌÂÓ·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ fl‚ÎflÂÚ-
Òfl ÛÁÎÓÏ ‚ÚÓÓÈ ÒÂÚÍË.

Ç‚Â‰ÂÏ ‚ ‡ÒÒÏÓÚÂÌËÂ ÒÎÂ‰˚ ÒÂÚÓÍ ,  Ì‡ ËÌÚÂÙÂÈÒÂ ∂Ω12:

Ç‚Â‰ÂÏ ‚ ‡ÒÒÏÓÚÂÌËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ 

‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ Ô‡˚ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÓ‚ T1 Ë T2, ËÏÂ˛˘Ëı Ó·˘Û˛ ÒÚÓÓÌÛ ∂Ω12. ê‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

ÔÓÌËÏ‡ÂÚÒfl ‚ ÒÏ˚ÒÎÂ ÒÓ‚Ô‡‰ÂÌËfl ÒÎÂ‰Ó‚ ÙÛÌÍˆËÈ ËÁ  Ë }.

éÔÂ‰ÂÎËÏ ÌÓÏÛ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â , k = 1, 2, ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

(25)

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í Á‡Ï˚Í‡ÌËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡  ‚ ÌÓÏÂ (25).

Ç‚Â‰ÂÏ ‚ ‡ÒÒÏÓÚÂÌËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

(26)

çÓÏ‡ ˝ÚÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

(27)

èÛÒÚ¸  =  ∩ , i = 1, 2, „‰Â

Ç‚Â‰ÂÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

(28)

çÓÏ‡ ˝ÚÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(29)

Ñ‡‰ËÏ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÛ˛ ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍÛ Á‡‰‡˜Ë (16)–(24): ÔÛÒÚ¸ q ∈ , Ì‡ÈÚË Ô‡Û (m, w) ∈  × ,
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Û˛ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ˚Ï Û‡‚ÌÂÌËflÏ

(30)

(31)

„‰Â

(32)

Th1
Th2

Th1
Th2

∂Ω12
i

Ei : Ei = T ∂Ω12 T Thi
i = 1 2, ,⊂,∩{ }.=

M̃Ωk

M̃Ωk
Hh Ωk,

1( )
4

mk mk{ L2 Ωk,( )4
mk HT

1( )
4
 T∀ Thk

Mn1
mT1

( ) ∂T12
 = Mn2

mT2
( ) ∂T12

k = 1 2, , ,∈ ∈,∈= =

HT1

1
HT2

1

M̃Ωk

m 0 h Ωk, ,
2

mk ij,
2

xd
i j, 1=

2

∑
Ωk

∫ hk Mn mk( ) 2
s,d

Γhk

∫+=

MΩk
M̃Ωk

M m m1 m2,( ) MΩ1
MΩ2

Mn1
m1( ) ∂Ω12

 = Mn2
m2( ) ∂Ω12

,×∈≡{ }.=

m M

2
mk ij,

2
xd

i j, 1=

2

∑
Ωk

∫ hk Mn mk( ) 2
sd

Γhk

∫+ .
k 1=

2

∑=

WΩi
Hh Ωi,

2
H0 Ωi,

1

H0 Ωi,
1

w HΩi

1
w ∂Ωi\∂Ω12

 = 0,∈{ }.=

W w w1 w2,( ) WΩ1
WΩ2

w1 ∂Ω12
 = w2 ∂Ω12

,×∈≡{ }.=

w W

2
wi 2 hi Ωi, ,

2
.

i 1=

2

∑=

W ' M W

a m µ,( ) b µ w,( )– 0 µ∀ M,∈=

b m ω,( ) q ω,〈 〉 ω∀ W ,∈=

a m µ,( ) mk ij, µk ij, x,d

Ωk

∫
i j, 1=

2

∑
k 1=

2

∑=
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ã. Ç. å‡ÒÎÓ‚ÒÍ‡fl, é. å. å‡ÒÎÓ‚ÒÍ‡fl

(33)

çÂÚÛ‰ÌÓ ÔÓ‚ÂËÚ¸ (ÒÏ. [11]), ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ α > 0, β > 0 Ú‡ÍËÂ, ˜ÚÓ

(34)

Ë ˜ÚÓ

(35)

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl (34) Ë (35), ÌÂÚÛ‰ÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛ ÚÂÓÂÏÛ.

íÂÓÂÏ‡ 2. èÛÒÚ¸ q ∈ . ÖÒÎË w = (w1, w2) – Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (16)–(24) Ë mk =

= (mk, ij), k, i, j = 1, 2, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í mk, ij = , ÚÓ„‰‡ Ô‡‡ (m, w) fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï
Â¯ÂÌËÂÏ Á‡‰‡˜Ë (30)–(33). à, Ì‡Ó·ÓÓÚ, ÂÒÎË (m, w) fl‚ÎflÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂÏ Á‡‰‡˜Ë (30)–(33), ÚÓ w –

Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (16)–(24) Ë mk, ij = .

3. èéëíêéÖçàÖ MORTAR-áÄÑÄóà 

Ç‚Â‰ÂÏ ‚ ‡ÒÒÏÓÚÂÌËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

(36)

çÓÏÛ ˝ÚÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

(37)

Ç‚Â‰ÂÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

(38)

çÓÏ‡ ˝ÚÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â 

(39)

ãÂÏÏ‡ 1. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó , ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÂ ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï (26), (27), fl‚ÎflÂÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚Ï ÔÓ‰-

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ , ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓ„Ó ÙÓÏÛÎ‡ÏË (36), (37).

ãÂÏÏ‡ 2. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó , ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÂ ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï (28), (29), fl‚ÎflÂÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚Ï ÔÓ‰-

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ , ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓ„Ó (38), (39). 

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡  ÛÊÂ ÌÂÚ ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl ÒÓ‚Ô‡‰ÂÌËfl  Ë  Ì‡

ËÌÚÂÙÂÈÒÂ, ‡ ‚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË ÔÓÒÚ‡ÌcÚ‚‡  ÌÂÚ ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl ÒÓ‚Ô‡‰ÂÌËfl w1 Ë w2 Ì‡ ËÌÚÂÙÂÈÒÂ.
ùÚÓ Ó˜ÂÌ¸ ‚‡ÊÌÓ ‰Îfl ̃ ËÒÎÂÌÌÓÈ Â‡ÎËÁ‡ˆËË, Ú‡Í Í‡Í ÔË ‰ËÒÍÂÚËÁ‡ˆËË Á‡‰‡˜Ë (30)–(33) ÏÂÚÓ‰ÓÏ
ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ÚÛ‰ÌÓÒÚË, ÂÒÎË Ï˚ ıÓÚËÏ Ó·ÂÒÔÂ˜ËÚ¸ ÒÓ‚Ô‡‰ÂÌËÂ w1 Ò w2 Ë m1 Ò
m2 Ì‡ ËÌÚÂÙÂÈÒÂ ∂Ω12. ùÚË ÛÒÎÓ‚Ëfl fl‚Îfl˛ÚÒfl „Î‡‚Ì˚ÏË ‰Îfl ÒÏÂ¯‡ÌÌÓÈ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓÈ ÙÓÏÛÎË-
Ó‚ÍË.

éÔÂ‰ÂÎËÏ

b m ω,( ) mk ij, ∂ij
2 ωk xd

T

∫
i j, 1=

2

∑ Mn mk( )∂nωk sd

∂T

∫–
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

.
T Thk

∈
∑

k 1=

2

∑=

a m m,( ) a m
L2 Ω1,( )4

L2 Ω2,( )4×
m∀ M,∈≥

b µ w,( )
µ M

------------------
µ M∈
sup β w W w∀ W .∈≥

HΩ
1–

∂ij
2
wk

∂ij
2
wk

M̂ m m1 m2,( ) MΩ1
MΩ2

×∈≡{ }.=

m M̂

2
m j ij,

2
xd

i j, 1=

2

∑
Ωk

∫ hk Mn mk( ) 2
sd

Γhk

∫+ .
k 1=

2

∑=

Ŵ w w1 w2,( ) WΩ1
WΩ2

×∈≡{ }.=

w Ŵ

2
wi 2 hi Ωi, ,

2
.

i 1=

2

∑=

M

M̂

W

Ŵ

M̂ Mn1
Mn2

Ŵ

Mh mh = m1 h1, m2 h2,,( ) M̂; ms hs ij, , Pk s i j = 1 2 T∀ Th∈, , , , ,∈ ∈{ },=
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„‰Â Pk – ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌÓ‚ ÒÚÂÔÂÌË ÏÂÌ¸¯Â ÎË·Ó ‡‚ÌÓÈ k, k ≥ 1, ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÂÂÏÂÌ-
Ì˚ı x1 Ë x2,

éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÌÓÏ‡Î¸Ì˚Â ÏÓÏÂÌÚ˚, ‡ Ú‡ÍÊÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Wh ÚÂÔflÚ ‡Á˚‚ ÔË ÔÂ-
ÂıÓ‰Â ˜ÂÂÁ ËÌÚÂÙÂÈÒ.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÛ˛ ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍÛ mortar-ÏÂÚÓ‰‡: Ì‡ÈÚË Ô‡Û (mh, wh) ∈ Mh × Wh, Û‰Ó-
‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Û˛ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ˚Ï Û‡‚ÌÂÌËflÏ

(40)

(41)

„‰Â

(42)

(43)

(44)

á‰ÂÒ¸ Qn(mh) = ( ( ), ( )), „‰Â ( ), i = 1, 2, fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÔÎ‡ÈÌÓÏ, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Ï

Ì‡ ∂Ω12. ç‡ Í‡Ê‰ÓÏ Ei ∈  ˝ÚÓ ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ ( ), ÍÓÚÓ˚È ‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ, ‡Ì‡-
ÎÓ„Ë˜ÌÓÈ (7).

Ç (42)–(44) ‚˚‡ÊÂÌËfl a(mh, µh), b(mh, ωh) ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÙÓÏÛÎ‡ÏË (32) Ë (33) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ Ë

á‰ÂÒ¸ σm > 0, σw > 0 – ÌÂÍÓÚÓ˚Â Ô‡‡ÏÂÚ˚, ‚˚·Ó ÍÓÚÓ˚ı ·Û‰ÂÚ ‡ÒÒÏÓÚÂÌ ÌËÊÂ.
íÂÓÂÏ‡ 3. èÛÒÚ¸ w = (w1, w2) – Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (16)–(24), mk = (mk, ij), k, i, j = 1, 2,

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â mk, ij = . èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ w ∈  × , r ≥ 7/2. íÓ„‰‡ Ô‡‡ (m, w)
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ˚Ï Û‡‚ÌÂÌËflÏ

(45)

(46)

„‰Â

(47)

Wh wh = w1 h1, w2 h2,,( ) Ŵ ; wi hi, Pk T∀ Th i = 1 2, ,∈,∈ ∈{ },=

a' mh µh,( ) b' µh wh,( )– 0 µh∀ Mh,∈=

b' mh ωh,( ) c wh ωh,( )+ q ωh,〈 〉 ωh∀ Wh,∈=

a' mh µh,( ) a mh µh,( ) σmh JMn mh( )JMn µh( ) s,d

∂Ω12

∫+=

c wh ωh,( ) σwh
3–

JwhJωh s,d

∂Ω12

∫=

b' mh ωh,( ) b mh ωh,( ) JMn mh( ) ∂nωh[ ] Qn mh( )[ ]Jwh+{ } s.d

∂Ω12

∫+=

Qn1
m1 h1, Qn2

m2 h2, Qni
mi hi,

∂Ω12
i

Qni
mi hi,

JMn mh( ) Mn1
m1 h1,( ) Mn2

m2 h2,( )–( ) ∂Ω12
,=

Jwh w1 h1, w2 h2,–( ) ∂Ω12
,=

∂nωh[ ] 1
2
---∂n1

ω1 h1,
1
2
---∂n2

ω2 h2,–⎝ ⎠
⎛ ⎞

∂Ω12

,=

Qn mh( )[ ] 1
2
---Qn1

m1 h1,( ) 1
2
---Qn2

m2 h2,( )–⎝ ⎠
⎛ ⎞

∂Ω12

.=

∂ij
2
wk HΩ

r
HΩ2

r

a' m µh,( ) b' µh w,( )– 0 µh∀ Mh,∈=

b' m ωh,( ) c w ωh,( )+ q ωh,〈 〉 ωh∀ Wh,∈=

a' m µh,( ) a m µh,( ) σmh JMn m( )JMn µh( ) s,d

∂Ω12

∫+=
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ã. Ç. å‡ÒÎÓ‚ÒÍ‡fl, é. å. å‡ÒÎÓ‚ÒÍ‡fl

(48)

(49)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. í‡Í Í‡Í w – Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (16)–(24) Ë mk, ij = , k, i, j = 1, 2,
ÚÓ ËÁ (47)–(49) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

(50)

(51)

(52)

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ (45) ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ (50), (51) Ë ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ mk, ij = , k, i, j = 1, 2.

ìÏÌÓÊË‚ Ó·Â ̃ ‡ÒÚË Û‡‚ÌÂÌËfl (16) Ì‡ ÔÓ·ÌÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛  Ë ÔÓËÌÚÂ„ËÓ‚‡‚ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ

‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÔÓ Ω1, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÛÏÌÓÊË‚ Ó·Â ˜‡ÒÚË Û‡‚ÌÂÌËfl (17) Ì‡ ÔÓ·ÌÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛  Ë ÔÓËÌ-
ÚÂ„ËÓ‚‡‚ ÔÓ Ω2, ‡ Á‡ÚÂÏ ÒÎÓÊË‚ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ‡‚ÂÌÒÚ‚‡, ÔÓÎÛ˜ËÏ

(53)

èÓËÌÚÂ„ËÓ‚‡‚ ‚ ÎÂ‚ÓÈ ˜‡ÒÚË (53) ÔÓ ˜‡ÒÚflÏ ‰‚‡Ê‰˚ Ë Û˜Úfl ÚÓ, ˜ÚÓ mk, ij = , k, i, j = 1, 2,
ÔÓÎÛ˜ËÏ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

Ú.Â.

(54)

Ç‡Ë‡ˆËÓÌÌÓÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (46) ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ (52) Ë (54). íÂÓÂÏ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.

4. àëëãÖÑéÇÄçàÖ MORTAR-áÄÑÄóà. ëïéÑàåéëíú

àÒÒÎÂ‰ÛÂÏ ‰ËÒÍÂÚÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û (40), (41).
ãÂÏÏ‡ 3 (ÒÏ. [11]). ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ C0 > 0, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘‡fl ÓÚ h Ë Ú‡Í‡fl, ˜ÚÓ

ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂÏ ˝ÚÓÈ ÎÂÏÏ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl
ãÂÏÏ‡ 4. ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ C1 > 0, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘‡fl ÓÚ h Ë Ú‡Í‡fl, ˜ÚÓ

àÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘‡fl
ãÂÏÏ‡ 5 (ÒÏ. [11]). ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ C2 > 0, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘‡fl ÓÚ h Ë Ú‡Í‡fl, ˜ÚÓ

c w ωh,( ) σwh
3–

JwJωh s,d

∂Ω12

∫=

b' m ωh,( ) b m ωh,( ) JMn m( ) ∂nωh[ ] Qn m( )[ ]Jwh+{ } s.d

∂Ω12

∫+=

∂ij
2
wk

a' m µh,( ) a m µh,( ) µh∀ Mh,∈=

b' µh w,( ) µk hk ij, , ∂ij
2
wk x µh∀d

T

∫
i j, 1=

2

∑
T Th∈
∑

k 1=

2

∑ Mh,∈=

c w ωk,( ) 0 ωh∀ Wh.∈=

∂ij
2
wk

w1 h1,

w2 h2,

∆2
wiωi hi, xd

T

∫
i j, 1=

2

∑
T Thk

∈
∑

k 1=

2

∑ q ωh,〈 〉 .=

∂ij
2
wk

mk ij, ∂ij
2 ωk hk, xd

T

∫
i j, 1=

2

∑ Mn mk( )∂nωk hk, sd

∂T

∫–
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

T Thk
∈
∑

k 1=

2

∑ Qn m( )[ ]Jωh sd

∂Ω12

∫+ q ωh,〈 〉 ,=

b' m ωh,( ) q ωh,〈 〉 .=

mh M̂
C0 mh L2 Ω1,( )4

L2 Ω2,( )4×
mh∀ Mh, h.∀∈≤

a mh mh,( ) C1 mh M̂
mh∀ Mh, h.∀∈≥

b µh wh,( )
µh M̂

-------------------------
µh Mh∈
sup C2 wh Ŵ

wh∀ Wh, h.∀∈≥
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Ç‡ÊÌÛ˛ ÓÎ¸ ‚ ÔÓÎÛ˜ÂÌËË ÚÂÓÂÏ˚ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË Ë„‡˛Ú ‰‚‡ ËÌÚÂÔÓÎflÌÚ‡ (ÒÏ. [9–11]): ËÌÚÂ-
ÔÓÎflÌÚ Πhm ∈ Mh Ë ËÌÚÂÔÓÎflÌÚ Lhw ∈ Wh. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â Lhw ÏÓÊÌÓ ‚ÁflÚ¸, Ì‡ÔËÏÂ, ËÌÚÂÔÓÎflÌÚ
ã‡„‡ÌÊ‡. ëÙÓÏÛÎËÛÂÏ Ëı Ò‚ÓÈÒÚ‚‡.

ãÂÏÏ‡ 6. ëÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (ÒÏ. [9–11]):

àÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÓˆÂÌÍË ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË (ÒÏ. [3], [10], [11]).

ãÂÏÏ‡ 7. èÛÒÚ¸ w ∈  × , r ≥ 7/2, ‡ ÁÌ‡˜ËÚ,  ∈  × . íÓ„‰‡

ãÂÏÏ‡ 8 (ÒÏ. [10], [11]). èÛÒÚ¸ w ∈ ( )4 × ( )4, r ≥ 7/2, ‡ ÁÌ‡˜ËÚ,  ∈ ( )4 ×

× ( )4. íÓ„‰‡ ËÏÂÂÏ ÓˆÂÌÍË

àÁ ÎÂÏÏ 4, 5 Ë ËÁ [1], [14] ÒÎÂ‰ÛÂÚ
ãÂÏÏ‡ 9. ëÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÛÒÎÓ‚ËÂ Å‡·Û¯ÍË

„‰Â

ãÂÏÏ‡ 10. èÛÒÚ¸ wh ∈ Wh. íÓ„‰‡ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

(55)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. é˜Â‚Ë‰ÌÓ ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÓˆÂÌÍË:

(56)

çÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (55) ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ (56).

m∀ M̂ b m Πhm– ωh,( )∈ 0 ωh∀ Wh.∈=

HΩ1

r
HΩ2

r
tr w ∂Ω12

H∂Ω12

r 1/2–
H∂Ω12

r 1/2–

w Lhw–
Ŵ

Ch
p 2–

w
HΩ1

p
HΩ2

p×
,≤

w Lhw–
HΩ1

1
HΩ2

1×
Ch

p 1–
w

HΩ1

p
HΩ2

p×
,≤

J w Lhw–( ) L2 ∂Ω12,
Ch

p 1/2–
w

HΩ1

p
HΩ2

p×
,≤

p min k 1 r,+( ).=

HΩ1

r 2–
HΩ2

r 2–
tr m ∂Ω12

H∂Ω12

r 5/2–

H∂Ω12

r 5/2–

m Πhm–
M̂

Ch
s

m
HΩ1

s( )
4

HΩ2

s( )
4

×
,≤

JMn m Πhm–( ) L2 ∂Ω12,
Ch

s 1/2–
m

HΩ1

s( )
4

HΩ2

s( )
4

×
,≤

s min k 1 r 2–,+( ).=

a' mh µh,( ) b µh wh,( )– b mh ωh,( ) c wh ωh,( )+ +
µh ωh,( )

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
µh ωh,( ) Mh Wh×∈

sup C3 mh wh,( ) mh wh,( )∀ Mh Wh,×∈≥

µh ωh,( ) µh M̂
σm

1/2
h

1/2
JMn µn( ) L2 ∂Ω12,

ωh Ŵ
σw

1/2
h

3/2–
Jωh L2 ∂Ω12,

.+ + +=

JMn µn( ) ∂nwh[ ] sd

∂Ω12

∫
µh ωh,( )

Ŵ

---------------------------------------------------- C4σm
1/2–

wh Ŵ
mh ωh,( )∀– Mh Wh.×∈≥

JMn µn( ) ∂nwh[ ] sd

∂Ω12

∫ JMn µh( ) L2 ∂Ω12,
∂nwh[ ] L2 ∂Ω12,

≤≤

≤ C4σm
1/2

h
1/2

JMn µn( ) L2 ∂Ω12,
σm

1/2–
h

1/2– ∂nwh[ ] L2 ∂Ω12,
C4σm

1/2– µh ωh,( ) wh Ŵ
.≤

7
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ãÂÏÏ‡ 11. èÛÒÚ¸ wh ∈ Wh. íÓ„‰‡ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

(57)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. àÒÔÓÎ¸ÁÛfl Ó·‡ÚÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ 

(58)

„‰Â

çÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (57) ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ (58).
àÁ ÎÂÏÏ 9–11 ÒÎÂ‰ÛÂÚ
ãÂÏÏ‡ 12. àÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

(59)

ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ. Ç˚·ÂÂÏ σm Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ ‚˚ÔÓÎÌflÎ‡Ò¸ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

ÓÚÍÛ‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

(60)

Ç˚·ÂÂÏ σw Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ ‚˚ÔÓÎÌflÎÓÒ¸ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

ÓÚÍÛ‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

(61)

Ç˚·Ó (60), (61) ÌÂ ‰‡ÂÚ Ó„‡ÌË˜ÂÌËfl Ì‡ ¯‡„.
ÖÒÎË σm ‚˚·‡Ú¸ ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (60), ‡ σw – ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (61), ÚÓ ËÁ (59) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

(62)

àÁ (62) ÒÎÂ‰ÛÂÚ
íÂÓÂÏ‡ 4. èÛÒÚ¸ σm ‚˚·‡ÌÓ ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (60), ‡ σw – ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (61). íÓ„‰‡ mortar-Á‡‰‡˜‡ (40), (41)

Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ ‡ÁÂ¯ËÏ‡ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó h > 0.
èÛÒÚ¸

Qn µn( )[ ]Jwh sd

∂Ω12

∫
µh ωh,( )

---------------------------------------------- C5h
3/2–

Jwh L2 ∂Ω12,
mh ωh,( )∀– Mh Wh.×∈≥

Qn µn( )[ ]Jwh sd

∂Ω12

∫ Qn µh( )[ ] L2 ∂Ω12,
Jwh L2 ∂Ω12,

µh
Hh1 Ω1,

3/2( )
4

Hh2 Ω2,
3/2( )

4
×

Jwh L2 ∂Ω12,
≤≤ ≤

≤ C5h
3/2– µh L2 Ω1,( )4

L2 Ω2,( )4×
Jwh L2 ∂Ω12,

C5h
3/2– µh ωh,( ) Jwh L2 ∂Ω12,

,≤

µk hk,
Hhk Ωk,

3/2( )
4

2 µk hk,
Hhk T,

3/2( )
4

2
, k

T Thk
∈
∑ 1 2.,= =

a' mh µh,( ) b' µh wh,( )– b' mh ωh,( ) c wh ωh,( )+ +
µh ωh,( )

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
µh ωh,( ) Mh Wh×∈

sup C3 mh M̂
σm

1/2
h

1/2
JMn mh( ) L2 ∂Ω12,

+( ) +≥

+ C3 C4σm
1/2–

–( ) wh Ŵ
σw

1/2
h

3/2–
C3 C5σw

1/2–
–( ) Jwh L2 ∂Ω12,

.+

C3 C4σm
1/2–

–
1
2
---C3,≥

σm

2C4

C3
---------⎝ ⎠

⎛ ⎞
2

.≥

C3 C5σw
1/2–

–
1
2
---C3,≥

σw

2C5

C3
---------⎝ ⎠

⎛ ⎞
2

.≥

a' mh µh,( ) b' µh wh,( )– b' mh ωh,( ) c wh ωh,( )+ +
µh ωh,( )

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
µh ωh,( ) Mh Wh×∈

sup
1
2
---C3 mh wh,( ) .≥

εm
m Πhm,–=
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„‰Â (m, w) – Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (30), (31), ‡ (mh, wh) – Â¯ÂÌËÂ mortar-Á‡‰‡˜Ë (40), (41).

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ

èÓÎÓÊË‚ mh = em – εm, wh = ew – εw ‚ (62), ÔÓÎÛ˜ËÏ, ˜ÚÓ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡

ãÂÏÏ‡ 13. ÖÒÎË σm ‚˚·‡Ú¸ ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (60), ‡ σw – ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (61), ÚÓ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

ãÂÏÏ‡ 14. èÛÒÚ¸ (m, w) – Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (30), (31), w ∈  ∩ (  × ), m ∈  ∩ (( )4 ×

× ( )4), r ≥ 3/2. èË ˝ÚËı ÛÒÎÓ‚Ëflı ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

(63)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó.

‡. àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÚÂÓÂÏÛ 3 Ë ÚÓ, ˜ÚÓ (mh, wh) – Â¯ÂÌËÂ mortar-Á‡‰‡˜Ë (40), (41), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

(64)

·. ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ,

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

(65)

e
m

m mh,–=

εw
w Lhw,–=

e
w

w wh,–=

e
m εm

– m mh– m– Πhm– Mh,∈=

e
w εw

– w wh– w– Πhw– Wh.∈=

a' e
m εm

– µh,( ) b' µh e
w εw

–,( )– b' e
m εm

– ωh,( ) c e
w εw

– ωh,( )+ +
µh ωh,( )

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
µh ωh,( ) Mh Wh×∈

sup ≥

≥ 1
2
---C3 e

m εm
– e

w εw
–,( ) .

W HΩ1

r
HΩ2

r
M HΩ1

r 2–

HΩ2

r 2–

a' e
m εm

– µh,( ) b' µh e
w εw

–,( )– b' e
m εm

– ωh,( ) c e
w εw

– ωh,( )+ +
µh ωh,( )

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
µh ωh,( ) Mh Wh×∈

sup ≤

≤ C7 h
s

1 σm
1/2 σw

1/2–
+ +( ) m

HΩ1

s( )
4

HΩ2

s( )
4

×
h

p 2–
1 σm

1/2– σw
1/2

+ +( ) w
HΩ1

p
HΩ2

p×
+ ,

p min k 1 r,+( ), s min k 1 r 2–,+( ).= =

a' e
m µh,( ) b' µh e

w,( )– a' m µh,( ) b' µh w,( )–[ ] a' mh µh,( ) b' µh wh,( )–[ ]– 0.= =

a' e
m µh,( ) b' µh e

w,( )– 0 mh∀ Mh.∈=

b' e
m ωh,( ) c e

w ωh,( )+ b' m mh– ωh,( ) c w wh– ωh,( )  =+=

=  b' m ωh,( ) c w ωh,( )+[ ] b' mh ωh,( ) c wh ωh,( )+[ ]– f ωh( ) f ωh( )– 0.= =

b' e
m ωh,( ) c e

w ωh,( )+ 0 ωh∀ Wh.∈=

7*
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‚. àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÚÂÓÂÏ˚ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË Ë Ó·‡ÚÌ˚Â ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ‚ÒÔÓÏÓ-
„‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ÓˆÂÌÍË ‚Ë‰‡

(66)

(67)

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl (66), (67) Ë ÎÂÏÏ˚ 7 Ë 8, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ËÏÂÂÏ

(68)

JMn µh( ) ∂n w Lhw–( )[ ] sd

∂Ω12

∫ JMn µh( ) L2 ∂Ω12,
∂n w Lhw–( )[ ] L2 ∂Ω12, L2 ∂Ω12,× ≤≤

≤ C8 JMn µh( ) L2 ∂Ω12,
w Lhw–

HΩ1

3/2
HΩ2

3/2×
C9σm

1/2
h

1/2
JMn µh( ) L2 ∂Ω12,

σm
1/2–

h
p 2–

w
HΩ1

p
HΩ2

p×
≤≤

≤ C9σm
1/2–

h
p 2–

w
HΩ1

p
HΩ2

p×
µh ωh,( ) ,

p min k 1 r,+( ),=

Qn µh( )[ ]J w Lhw–( ) sd

∂Ω12

∫ Qn µh( )[ ] ∂Ω12
J w Lhw–( ) ∂Ω12

≤≤

≤ C10 µh
Hh1 Ω1,

3/2( )
4

Hh2 Ω2,
3/2( )

4
×

h
p 1/2–

w
HΩ1

p
HΩ2

p×
C11h

p 2– µh L2 Ω1,( )4
L2 Ω2,( )4×

w
HΩ1

p
HΩ2

p×
≤≤

≤ C11h
p 2–

w
HΩ1

p
HΩ2

p×
µh ωh,( ) .

a' εm µh,( ) b' µh εw,( )– a' m Πhm– µh,( ) b' µh w Lhw–,( ) ––=

– JMn µh( ) ∂n w Lhw–( )[ ] sd

∂Ω12

∫ Qn µh( )[ ]J w Lhw–( ) s  =d

∂Ω12

∫–

=  a m Πhm– µh,( ) σmh JMn m Πhm–( )JMn µh( ) sd

∂Ω12

∫ b µh w Lhw–,( ) ––+

– JMn µh( ) ∂n w Lhw–( )[ ] sd

∂Ω12

∫ Qn µh( )[ ]J w Lhw–( ) s ≤d

∂Ω12

∫–

≤ m Πhm–
L2 ∂Ω1,( )4

L2 ∂Ω2,( )4×
µh L2 ∂Ω1,( )4

L2 ∂Ω2,( )4×
h

1/2
JMn m Πhm–( ) L2 ∂12,

σmh
1/2

JMn µh( ) L2 ∂12,
++

+ µh M̂
w Lhw–

Ŵ
C9σm

1/2–
h

p 2–
w

HΩ1

p
HΩ2

p×
C11h

p 2–
w

HΩ1

p
HΩ2

p×
+⎝ ⎠

⎛ ⎞ µh ωh,( ) ≤+

≤ C12 h
s

m
HΩ1

s( )
4

HΩ2

s( )
4

×
σm

1/2
h

s
m

HΩ1

s( )
4

HΩ2

s( )
4

×
h

p 2–
w

HΩ1

p
HΩ2

p×
++ +⎝

⎛

+ σm
1/2–

h
p 2–

w
HΩ1

p
HΩ2

p×
h

p 2–
w

HΩ1

p
HΩ2

p×
+ ⎠

⎞ µh ωh,( ) ,

s min k 1 r 2–,+( ).=

a' εm µh,( ) b' µh εw,( )– 2C12 h
s

1 σm
1/2

+( ) m
HΩ1

s( )
4

HΩ2

s( )
4

×
h

p 2–
1 σm

1/2–
+( ) w

HΩ1

p
HΩ2

p×
µh ωh,( ) .+⎝

⎛≤
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„. àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÚÂÓÂÏ˚ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË Ë Ó·‡ÚÌ˚Â ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡, ÔÓÎÛ˜ËÏ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ‚ÒÔÓÏÓ-
„‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ÓˆÂÌÍË: 

(69)

(70)

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl (69), (70) Ë ÎÂÏÏ˚ 7, 8, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ËÏÂÂÏ

(71)

çÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (63) ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ (64), (65), (68), (71). ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó Á‡‚Â¯ÂÌÓ.
àÁ ÎÂÏÏ 13 Ë 14 ÒÎÂ‰ÛÂÚ

ãÂÏÏ‡ 15. èÛÒÚ¸ (m, w) – Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (16)–(24), w ∈  ∩ (  × ), m ∈  ∩ (  ×

× ), r ≥ 7/2, (mh, wh) – Â¯ÂÌËÂ mortar-Á‡‰‡˜Ë (40),(41), σm ‚˚·‡ÌÓ ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (60), ‡ σw – ÒÓ-
„Î‡ÒÌÓ (61).

íÓ„‰‡ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó:

JMn m Πhm–( ) ∂nωh[ ] sd

∂Ω12

∫ JMn m Πhm–( ) L2 ∂Ω12,
∂nωh[ ] L2 ∂Ω12, L2 ∂Ω12,× ≤≤

≤ C13h
s 1/2–

m
HΩ1

s( )
4

HΩ2

s( )
4

×
∂nωn[ ] L2 ∂Ω12, L2 ∂Ω12,× C13h

s
m

HΩ1

p( )
4

HΩ2

p( )
4

×
µh ωh,( ) .≤
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ã. Ç. å‡ÒÎÓ‚ÒÍ‡fl, é. å. å‡ÒÎÓ‚ÒÍ‡fl

àÁ ÎÂÏÏ 7, 8 Ë 15 ÒÎÂ‰ÛÂÚ
íÂÓÂÏ‡ 5 (ÚÂÓÂÏ‡ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË). èÛÒÚ¸ (m, w) – pÂ¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (16)–(24), (mh, wh) – Â¯ÂÌËÂ

mortar-Á‡‰‡˜Ë (40), (41), Ë ÔÛÒÚ¸ w ∈  ∩ (  × ), m ∈  ∩ (  × ), r ≥ 7/2, σm

‚˚·‡ÌÓ ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (60), ‡ σw – ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (61).
íÓ„‰‡ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó:

(72)

ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ. àÁ (72) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

(73)

àÁ (73) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ, ÂÒÎË ÒÚÂÔÂÌ¸ ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛ˛˘Ëı ÒÔÎ‡ÈÌÓ‚ k ≥ 2,
ÔË˜ÂÏ ÒÍÓÓÒÚ¸ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË Ú‡Í‡fl ÊÂ, Í‡Í ‰Îfl ÒıÂÏ˚ ÉÂÏ‡ÌÌ‡–åËÈÓÒË Ì‡ ÒÚ˚ÍÛ˛˘ËıÒfl ÒÂÚ-
Í‡ı (ÒÏ. [11]).

ìÚÓ˜ÌËÏ ÓˆÂÌÍÛ ‰Îfl . èË ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Â ·Û‰ÂÏ ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl ÏÂÚÓ‰ËÍÓÈ ËÁ [11].

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸ÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û

èÛÒÚ¸ d ∈ , ÚÓ„‰‡ wd ∈ . Ç‚Â‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÂ  = . àÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘‡fl ÓˆÂÌÍ‡:

Ç ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ÎË˜Ëfl ËÌÚÂÙÂÈÒ‡ ∂Ω12, ‡Á‰ÂÎfl˛˘Â„Ó Ω Ì‡ ‰‚Â ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÂÒfl ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚË Ω1 Ë

Ω2, ‰Îfl wd = ( , ) ∈  ×  Ë md = ( , ) ∈  × , ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

(74)

„‰Â d = (d1, d2) ∈  × .

äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ 

èÛÒÚ¸ (m, w) – Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (30), (31), w ∈  ∩ (  × ), m ∈  ∩ (  × ),
r ≥ 7/2, (mh, wh) – Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë (40), (41), σm ‚˚·‡ÌÓ ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (60), ‡ σw – ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (61). 
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çÂÚÛ‰ÌÓ ÔÓ‚ÂËÚ¸, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÚÂÓÂÏÛ 3, ‚˚ÔÓÎÌËÏÓÒÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ‚‡Ë‡ˆË-
ÓÌÌ˚ı ‡‚ÂÌÒÚ‚:

(75)

(76)

(77)

(78)

á‰ÂÒ¸ (d, w) – ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË ÏÂÊ‰Û  ×  Ë  × .

àÁ (75)–(78) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ 

(79)

èÓÎ‡„‡fl ‚ (79) µh ∈ Πhmd, ωh = Lhwd Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÎÂÏÏ˚ 6, 7, ÚÂÓÂÏÛ 5 Ë ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (74), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(80)

àÁ (80) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

(81)

àÁ (81) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÒÍÓÓÒÚ¸ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË wh Í w ‚ ÌÓÏÂ  ×  Ú‡Í‡fl ÊÂ, Í‡Í Ë ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl
ÒÚ˚ÍÛ˛˘ËıÒfl ÒÂÚÓÍ (ÒÏ. [11]).
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èÂ‰Î‡„‡˛ÚÒfl ÌÓ‚˚Â ÏÂÚÓ‰˚ ‡Ò˘ÂÔÎÂÌËfl ‚ÚÓÓ„Ó Ë ÚÂÚ¸Â„Ó ÔÓfl‰ÍÓ‚ ‰Îfl ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸-
Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚ ˜‡ÒÚÌ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ˝‚ÓÎ˛ˆËÓÌÌÓ„Ó ÚËÔ‡ ‚ ‰‚ÛÏÂÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â. Ç˚-
‚Ó‰ ÏÂÚÓ‰Ó‚ ÓÒÌÓ‚‡Ì Ì‡ ‚Ë‰Â ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓ-ÌÂfl‚Ì˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚, ÔËÏÂÌflÂÏ˚ı ‰Îfl ̃ ËÒÎÂÌÌÓ„Ó Â-
¯ÂÌËfl ÊÂÒÚÍËı Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ. ç‡È‰ÂÌÌ˚Â ÏÂÚÓ‰˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl
‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ Ë ·ÂÁÛÒÎÓ‚ÌÓ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚ÏË. èË‚Â‰ÂÌ˚ ÚÂÒÚÓ‚˚Â ‡Ò˜ÂÚ˚. ÅË·Î. 4. í‡·Î. 2.

 

äÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡:

 

 ‰‚ÛÏÂÌ˚Â ˝‚ÓÎ˛ˆËÓÌÌ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl, ÏÂÚÓ‰˚ êÛÌ„Â–äÛÚÚ˚, ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓ-
ÌÂfl‚Ì˚Â ÏÂÚÓ‰˚, ÊÂÒÚÍËÂ Á‡‰‡˜Ë, ÏÂÚÓ‰˚ ‡Ò˘ÂÔÎÂÌËfl, Û‡‚ÌÂÌËÂ Å˛„ÂÒ‡.

 

1. éëçéÇçõÖ éèêÖÑÖãÖçàü

 

èÛÒÚ¸ ‚ ˝‚ÓÎ˛ˆËÓÌÌÓÏ Û‡‚ÌÂÌËË
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·Û‰ÂÏ ÔËÏÂÌflÚ¸ ÏÂÚÓ‰ ÔflÏ˚ı, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ·Û‰ÂÏ Ò˜ËÚ‡Ú¸ ‚ÒÂ ÔÂÂ˜ËÒÎÂÌÌ˚Â ÓÔÂ-
‡ÚÓ˚ ‰ËÒÍÂÚÌ˚ÏË ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËflÏË ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï. çËÊÂ Â˜¸ Ë‰ÂÚ
ÚÓÎ¸ÍÓ Ó ÔÓfl‰Í‡ı ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ÔÓ ‚ÂÏÂÌÌ
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ÌflÎÒfl 4. çËÊÂ Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl ‰ÓÒÚËÊËÏÓÒÚË ÛÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË Ë ÍÓ˝ÙÙË-
ˆËÂÌÚ˚ ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌ˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚. 

éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËfl (3) ÔË Î˛·ÓÏ 

 

i

 

 ËÏÂ˛Ú ‡Ò˘ÂÔËÏ˚È ‚Ë‰

ut Lu f t x,( ), u+ u t x,( ), x �
2
,∈= =

U
n 1+

U
n τ bi LYi f i+( ),

i 1=

4

∑+=

Yi U
n τ aij LY j f j+( )

j 1=

i 1–

∑ τaii ΛiYi f i+( ), i+ + 1 2 3 4,, , ,= =

U
n

u tn x,( ), τ≈ tn 1+ tn, f i– f tn ciτ+ x,( ), Λi L τaiiL1L2.–= = =

E τaiiL1–( ) E τaiiL2–( )Yi U
n τ aij LY j f j+( )

j 1=

i 1–

∑ τaii f i,+ +=

 

ìÑä 519.63
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ÍÓÚÓ˚È ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ˜ÂÂÁ ‰‚Â ÎÂ„ÍÓ ÔÓ„‡ÏÏËÛÂÏ˚Â ÒÚ‡‰ËË: 

Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ 

 

|

 

b

 

i

 

|

 

 

 

≤

 

 1, 0

 

 

 

≤

 

 

 

c

 

i

 

 

 

≤

 

 1

 

, 0 < 

 

a

 

ii

 

 < 1, 

 

i

 

 = 1, 2, 3, 4.

 

2. ìëãéÇàü ÄèèêéäëàåÄñàà

 

èÛÒÚ¸ 

 

U

 

n

 

 = 

 

u

 

(

 

t

 

n

 

 

 

x

 

), 

 

f

 

(

 

t

 

, 

 

x

 

) = 0. èÓfl‰ÓÍ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ÏÂÚÓ‰‡ (2), (3) ‡‚ÂÌ 4, ÂÒÎË 

 

U

 

n

 

 + 1

 

 –

 

−

 

 

 

u

 

(

 

t

 

n

 

 + 1

 

, 

 

x

 

) = 

 

O

 

(τ5). èËÏÂÌflfl Í ‰‡ÌÌÓÈ ‡ÁÌÓÒÚË ÙÓÏÛÎÛ íÂÈÎÓ‡, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÛÒÎÓ‚Ëfl ‡ÔÔÓÍ-
ÒËÏ‡ˆËË:

(4)

(5)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ô‡‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ (1) ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ fl‚ÌÓ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË, ÚÓ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ ci = 0. á‡-
ÏÂÚËÏ, ̃ ÚÓ (4) Ë ÔÂ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (5) ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ò Ó·˚˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ÌÂfl‚Ì˚ı
ÏÂÚÓ‰Ó‚ êÛÌ„Â–äÛÚÚ˚ ËÁ [1]. á‡ÏÂÚÌ˚Ï ÓÚÎË˜ËÂÏ ÓÚ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË fl‚Îfl-
˛ÚÒfl ÔÓÒÎÂ‰ÌËÂ ‰‚‡ Û‡‚ÌÂÌËfl (5), ÍÓÚÓ˚Â ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÏÂÚÓ‰Ó‚ (2), (3) ˜ÂÚ-
‚ÂÚÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË Ò ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ‚ÂÒ‡ÏË bi.

ÑÎfl Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ (4), (5) ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ËÒÍÎ˛˜ËÚ¸ a43, a42 ËÁ ‰‚Ûı ÔÓÒÎÂ‰ÌËı Û‡‚-
ÌÂÌËÈ (4), ‡ Á‡ÚÂÏ ËÁ ÓÒÚ‡‚¯ËıÒfl Û‡‚ÌÂÌËÈ Ì‡ÈÚË b1, b2, b3 Ë b4.

èË f(t, x) ≠ 0 Í ÛÒÎÓ‚ËflÏ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË (4), (5) ÒÎÂ‰ÛÂÚ ‰Ó·‡‚ËÚ¸ Â˘Â 7 ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı Û‡‚-
ÌÂÌËÈ:

(6)

(7)

á‰ÂÒ¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÌÂ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Ó·˚˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ÌÂfl‚-
Ì˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚ êÛÌ„Â–äÛÚÚ˚. 

ÑÎfl Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ (4)–(7) ËÒÍÎ˛˜‡ÂÏ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ a42, a41,
a31, a43, a32, a21 ËÁ ‚ÚÓÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (4), ˜ÂÚ‚ÂÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (6), ÚÂÚ¸Â„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (7), ‚ÚÓÓ-
„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (7), ÔÂ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (5), ÚÂÚ¸Â„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (4). á‡ÚÂÏ Ì‡ıÓ‰ËÏ b1, b2, b3, b4 ËÁ
ÔÂ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (4) Ë ÔÂ‚˚ı ÚÂı Û‡‚ÌÂÌËÈ (6). éÒÚ‡‚¯ËÂÒfl 3 Û‡‚ÌÂÌËfl ÒÎÂ‰ÛÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË-
‚‡Ú¸ Í‡Í Û‡‚ÌÂÌËfl Ò ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ÏË a22, a33, a44 Ë Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ÏË Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË a11, c1, c2, c3, c4: ÔË
Á‡‰‡ÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ˜ËÒÎÂÌÌ˚Ï ÏÂÚÓ‰ÓÏ, Ì‡ÔË-
ÏÂ ÏÂÚÓ‰ÓÏ ç¸˛ÚÓÌ‡.

3. ÇõÅéê äéùîîàñàÖçíéÇ

àÏÂÂÚÒfl ·ÓÎ¸¯ÓÈ ÔÓËÁ‚ÓÎ ‚ ‚˚·ÓÂ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ÏÂÚÓ‰Ó‚ (2), (3), ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Â¯ÂÌËÂ ÒË-
ÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ·ÓÎ¸¯Ó„Ó ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡ Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚. å˚
ÔÂ‰Î‡„‡ÂÏ ‚˚·Ë‡Ú¸ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÔÓ ÏÂÚÓ‰ËÍÂ, ËÁÎÓÊÂÌÌÓÈ ‚ [2], [3].

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÏÓ‰ÂÎ¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ  = λu, λ ∈ C. ë˜ËÚ‡fl, ˜ÚÓ L1u = , L2u = , ÔËÏÂÌflÂÏ

Í ̋ ÚÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛ ÏÂÚÓ‰ ‡Ò˘ÂÔÎÂÌËfl (2), (3). Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ Un + 1 ·Û‰ÂÚ ‚˚‡ÊÂÌÓ ̃ ÂÂÁ Un Ò ÔÓ-
ÏÓ˘¸˛ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÙÛÌÍˆËË R: Un + 1 = R(λτ)Un. îÛÌÍˆËfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÔÂÂÏÂÌÌÓ„Ó R(z) Ì‡Á˚‚‡-
ÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËÂÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÏÂÚÓ‰‡. é·Î‡ÒÚ¸˛ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÚÂı z, ÔË
ÍÓÚÓ˚ı |R(z)| ≤ 1. åÂÚÓ‰ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl A(0)-ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚Ï, ÂÒÎË Â„Ó Ó·Î‡ÒÚ¸ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÒÓ‰ÂÊËÚ
ËÌÚÂ‚‡Î (–∞; 0).

E τaiiL1–( )Zi U
n τ aij LY j f j+( )

j 1=

i 1–

∑ τaii f i, E τaiiL2–( )Yi+ + Zi.= =

bi

i 1=

4

∑ 1, bi aij

j 1=

i

∑
i 1=

4

∑ 1
2
---, bi aij a jk

k 1=

j

∑
j 1=

i

∑
i 1=

4

∑ 1
6
---,= = =

bi aij a jk aks
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∑
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j

∑
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∑
i 1=

4

∑ 1
24
------, biaii

2

i 1=

4

∑ 0, bi aija jj
2

j 1=
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∑
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∑ 0.= = =
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∑ 1
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∑
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∑ 1
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---,= = = =
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k 1=

j

∑
j 1=

i

∑
i 1=

4

∑ 1
24
------, bi aijc j
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j 1=

i

∑
i 1=
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∑ 1
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2
aij

j 1=

i

∑
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òËÓ·ÓÍÓ‚

éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ. óËÒÎÂÌÌ˚È ÏÂÚÓ‰ (2), (3) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚Ï, ÂÒÎË ÒÂ‰Ë ‚ÒÂı A(0)-ÛÒÚÓÈ-
˜Ë‚˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚ ‚Ë‰‡ (2), (3), ËÏÂ˛˘Ëı ÔÓfl‰ÓÍ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË 4, ÓÌ ‰ÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÏËÌËÏÛÏ ÙÛÌÍ-
ˆËÓÌ‡ÎÛ

èÓÒÎÂ Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î J ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÌÂ-
‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚. ÑÎfl Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚
ÚÂ·ÛÂÚÒfl Ì‡ÈÚË ÛÒÎÓ‚Ì˚È ÏËÌËÏÛÏ ˝ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËË. 

èË f(t, x) = 0 ˜ËÒÎÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë ÏËÌËÏËÁ‡ˆËË ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡ J ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÏÂÚÓ‰Û 1:

èË f(t, x) ≠ 0 ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÏÂÚÓ‰ 2:

4. íÖëíéÇõÖ êÄëóÖíõ
Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÚÂÒÚÓ‚˚ı ÔËÏÂÓ‚ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚Â Á‡‰‡˜Ë, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Â Ò Û‡‚ÌÂÌËÂÏ

Ç ˝ÚËı Á‡‰‡˜‡ı Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â, „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl Ë ÙÛÌÍˆËfl f(t, x, y) ÔÓ‰Ó·‡Ì˚ Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ ÚÓ˜Ì˚Ï
Â¯ÂÌËÂÏ Á‡‰‡˜Ë 1 fl‚ÎflÎ‡Ò¸ ÙÛÌÍˆËfl 

‡ Á‡‰‡˜Ë 2 – ÙÛÌÍˆËfl

óËÒÎÂÌÌ˚Â ‡Ò˜ÂÚ˚ ÔÓ‚Ó‰ËÎËÒ¸ Ì‡ ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÒÂÚÍÂ Ò ¯‡„ÓÏ ∆x = ∆y =

= 1/M Ë Ò ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï ‚ÂÏÂÌÌ˚Ï ¯‡„ÓÏ τ = 1/N. èÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ L1u = ,

L2u =  ·˚ÎË ‡ÔÔÓÍÒËÏËÓ‚‡Ì˚ Ó·˚˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ Ì‡ ÚÂıÚÓ˜Â˜ÌÓÏ ̄ ‡·ÎÓÌÂ. ìÒÎÓ‚Ëfl Ì‡ „‡-

ÌËˆÂ S Í‚‡‰‡Ú‡ V ‰Îfl ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚ ‚˚˜ËÒÎflÎËÒ¸ ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ Yi|S = u(t, x, ,

Zi |S = u(t, x, .
ìÍ‡Á‡ÌÌ˚Â ‚˚¯Â ÏÂÚÓ‰˚ Ò‡‚ÌË‚‡ÎËÒ¸ Ò ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÒÚ‡·ËÎËÁ‡ˆËË ËÁ [4, ÙÓÏÛÎ‡ (3.22)] (ÏÂÚÓ‰

ST) Ë Ò ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÔÂ‰ËÍÚÓ-ÍÓÂÍÚÓ ËÁ [4, ÙÓÏÛÎ‡ (3.42)] (åÂÚÓ‰ PK). ùÚË ÏÂÚÓ‰˚ ËÏÂ˛Ú ‚ÚÓ-
ÓÈ ÔÓfl‰ÓÍ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ÔÓ ‚ÂÏÂÌË, „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ‚˚·Ë‡ÎËÒ¸ Ú‡Í ÊÂ, Í‡Í ‚ [3]. 

êÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ‰‡Ì˚ ‚ Ú‡·Î. 1. Ç ÌÂÈ ÔË‚Â‰ÂÌ‡ Í‚‡‰‡ÚË˜Ì‡fl ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚ¸ ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı
‡Ò˜ÂÚÓ‚

J R z( ) z( )exp–
z 1; 0–[ ]∈

max .=

0 0.378

0 –0.262 0.275

0 0.141 0.399 0.248

0 –0.260 –0.208867620659 –0.013042833947 0.710

0.767275491781 0.171983277531 0.346269015357 –0.285527784669

0.288 0.3

0.47 0.159198955905 0.454580021759

0.74 0.602883913954 –0.137276161428 0.234222897272

0.088 1.606006281448 0.836922354580 0.948867365391 0.479152865967

0.842831210088 –0.587989865477 0.717861789255 0.027296866133

∂u
∂t
------ ν ∂2

u

∂x
2

-------- ∂2
u

∂y
2

--------+⎝ ⎠
⎛ ⎞ f t x y, ,( ), ν+ const 0, x y,( ) V∈> 0; 1[ ] 0; 1[ ], 0 t 1.≤ ≤×= = =

u t x y, ,( ) 1
2x 2y t–+

4ν
--------------------------⎝ ⎠

⎛ ⎞exp+
1–

,=

u t x y, ,( ) 10 x yt–( )2
–[ ].exp=

ν∂2
u

∂x
2

--------

ν∂2
u

∂y
2

--------

y) x y,( ) S t,∈ tn ciτ+=

y) x y,( ) S t,∈ tn ciτ+=

e2 ∆x∆y u 1 xi y j, ,( ) uij
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–( )
2

j 1=

M
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i 1=
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„‰Â u(1, xi, yj) Ë  – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÚÓ˜ÌÓÂ Ë ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Â¯ÂÌËfl ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂ-
ÌË t = 1 ‚ ‡Ò˜ÂÚÌ˚ı ÚÓ˜Í‡ı (xi, yj).

èË‚Â‰ÂÏ Ú‡ÍÊÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÚÂÒÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ‰‚ÛÏÂÌÓÏ Û‡‚ÌÂÌËË Å˛„ÂÒ‡

Ò ÚÓ˜Ì˚Ï Â¯ÂÌËÂÏ Á‡‰‡˜Ë 1. 

á‰ÂÒ¸ ÓÔÂ‡ÚÓ˚ L1u =  – , L2u =  –  ‡ÔÔÓÍÒËÏËÓ‚‡ÎËÒ¸ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚Ï Ó·-

‡ÁÓÏ:

‡ ÓÔÂ‡ÚÓ L = L1 + L2 ‚ (2) Ë (3) ‚˚˜ËÒÎflÎÒfl “ÚÓ˜ÌÂÂ”, Ì‡ÔËÏÂ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ  ‚ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÈ

ÙÓÏÛÎÂ Á‡ÏÂÌflÎÒfl Ì‡ . êÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ‚ Ú‡·Î. 2.

ä‡Í ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÊÂÒÚÍÓÈ Á‡‰‡˜Ë (ν = 0.01), Ú‡Í Ë ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÌÂÊÂÒÚÍÓÈ Á‡‰‡˜Ë (ν = 0.001) ÓÔÚËÏ‡Î¸-
Ì˚È ÏÂÚÓ‰ 2 ÒÔ‡‚ÎflÂÚÒfl Ò Â¯ÂÌËÂÏ Á‡‰‡˜ ÎÛ˜¯Â, ˜ÂÏ ÏÂÚÓ‰˚ ÒÚ‡·ËÎËÁ‡ˆËË Ë ÔÂ‰ËÍÚÓ-ÍÓ-
ÂÍÚÓ‡. åÂÚÓ‰ 2 ËÏÂÂÚ ·ÓÎÂÂ ‚˚ÒÓÍËÈ ÔÓfl‰ÓÍ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË, ˜ÂÏ ‰Û„ËÂ ÏÂÚÓ‰˚, Ë ÏÓÊÂÚ
ÔËÏÂÌflÚ¸Òfl Ò ·óÎ¸¯ËÏ ‚ÂÏÂÌÌ Ï ¯‡„ÓÏ.

éÚÏÂÚËÏ Ú‡ÍÊÂ, ˜ÚÓ ÏÂÚÓ‰ 2 fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ A(0)-ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚Ï, ÌÓ Ë ·ÂÁÛÒÎÓ‚ÌÓ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚Ï
(ÒÏ. [4]) ‚ ÒÏ˚ÒÎÂ ÚÂÓËË ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı ÒıÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍË.
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á‡‰‡˜‡ 1 á‡‰‡˜‡ 2

ν = 0.01,
τ = 0.05,
∆x = 0.05

ν = 0.001,
τ = 0.025,
∆x = 0.025

ν = 0.01,
τ = 0.05,
∆x = 0.05

ν = 0.001,
τ = 0.05,
∆x = 0.05

åÂÚÓ‰ 2 0.0089315 0.0364559 0.0004824 0.0000180

åÂÚÓ‰ ST 0.0137404 0.1514914 0.0007617 0.0001212

åÂÚÓ‰ PK 0.0156731 0.1508395 0.0067292 0.0015701

í‡·ÎËˆ‡ 2

åÂÚÓ‰˚
ν = 0.01,
τ = 0.02,
∆x = 0.02

ν = 0.005,
τ = 0.01,
∆x = 0.01

ν = 0.001,
τ = 0.01,

∆x = 0.002

åÂÚÓ‰ 2 0.0080067 0.0065031 0.0143772

åÂÚÓ‰ ST 0.1412722 0.3098214 0.4684609

åÂÚÓ‰ PK 0.0098279 0.0186698 117537044.14
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ÑÎfl ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ ‚flÁÍÓ„Ó ÚÂÔÎÓÔÓ‚Ó‰ÌÓ„Ó „‡Á‡ ÔÂ‰ÎÓÊÂ-
Ì˚ ÌÂfl‚Ì˚Â ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â ÒıÂÏ˚ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÈ Ù‡ÍÚÓËÁ‡ˆËË Ë ÒıÂÏ˚ ÚËÔ‡ ÔÂ‰ËÍ-
ÚÓ–ÍÓÂÍÚÓ, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚Â Ì‡ ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓÏ ‡Ò˘ÂÔÎÂÌËË ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚. ëıÂÏ˚ Â‡ÎËÁÛ˛ÚÒfl
ÒÍ‡ÎflÌ˚ÏË ÔÓ„ÓÌÍ‡ÏË Ë ·ÂÁÛÒÎÓ‚ÌÓ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚. èÓ‚Â‰ÂÌÌ˚Â ‡Ò˜ÂÚ˚ ‰‚ÛÏÂÌ˚ı ÒÎÓÊ-
Ì˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ ÔÓ‰Ú‚Â‰ËÎË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÛ˛ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸ ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌ˚ı ‡Î„ÓËÚÏÓ‚ Ë Ëı ˝ÙÙÂÍÚË‚-
ÌÓÒÚ¸. ÅË·Î. 13. îË„. 9.

 

äÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡

 

: Û‡‚ÌÂÌËfl ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ ‰Îfl ‚flÁÍÓ„Ó „‡Á‡, ÌÂfl‚Ì‡fl ‡ÁÌÓÒÚÌ‡fl ÒıÂÏ‡, ÏÂÚÓ‰
‡Ò˘ÂÔÎÂÌËfl.

 

Ç‚Â‰ÂÌËÂ

 

ì‡‚ÌÂÌËfl ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ ‚flÁÍÓ„Ó ÚÂÔÎÓÔÓ‚Ó‰ÌÓ„Ó „‡Á‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl ·‡ÁÓ‚ÓÈ ÏÓ‰ÂÎ¸˛ ÔË Â-
¯ÂÌËË ¯ËÓÍËı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ Á‡‰‡˜ ‡˝Ó- Ë „Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏËÍË. èË ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËflı Ó ı‡‡Í-
ÚÂÂ ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏ˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ ËÁ ÌËı ÎÂ„ÍÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÛÔÓ˘ÂÌÌ˚Â ÏÓ‰ÂÎË – Û‡‚ÌÂÌËfl
ùÈÎÂ‡, ÔÓ„‡ÌË˜ÌÓ„Ó ÒÎÓfl, “Ô‡‡·ÓÎËÁÓ‚‡ÌÌ˚Â” Û‡‚ÌÂÌËfl Ë Ú.‰. èÓ˝ÚÓÏÛ Á‡‰‡˜‡ ÔÓÒÚÓÂÌËfl
˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚ı Ë ˝ÍÓÌÓÏË˜Ì˚ı ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ‡Î„ÓËÚÏÓ‚ ËÏÂÌÌÓ ‰Îfl Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–
ëÚÓÍÒ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÍÚÛ‡Î¸ÌÓÈ Ë ÒÂ„Ó‰Ìfl, ÌÂÒÏÓÚfl Ì‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ÏÂÚÓ-
‰Ó‚ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [1]–[6]). êÂ¯ÂÌËfl ˝ÚËı Û‡‚ÌÂÌËÈ ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛ÚÒfl, Í‡Í Ô‡‚ËÎÓ, Ì‡ÎË˜ËÂÏ
ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚÂÈ ·ÓÎ¸¯Ëı „‡‰ËÂÌÚÓ‚ Ë ‰Û„Ëı ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚÂÈ ÚËÔ‡ ÔÓ„‡ÌË˜Ì˚ı ÒÎÓÂ‚ Ë ‚ËÒfl˜Ëı
ÒÍ‡˜ÍÓ‚, ÓÚ˚‚Ì˚ı ÁÓÌ Ë Ú. ‰., ˜ÚÓ Ì‡ÍÎ‡‰˚‚‡ÂÚ ÊÂÒÚÍËÂ ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl Ì‡ ÔËÏÂÌflÂÏ˚Â ˜ËÒÎÂÌÌ˚Â
‡Î„ÓËÚÏ˚. ùÚË ‡Î„ÓËÚÏ˚ ‰ÓÎÊÌ˚ Ó·Î‡‰‡Ú¸ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÈ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛, ËÏÂÚ¸ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜Ì˚È Á‡-
Ô‡Ò ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÚ¸ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡Ï ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓÒÚË Ë ̋ ÍÓÌÓÏË˜ÌÓÒÚË Ò ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸˛
ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë Á‡ ‡ÁÛÏÌÓÂ ‚ÂÏfl Ì‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛˘Ëı ùÇå. èËÏÂÌÂÌËÂ fl‚Ì˚ı ‡Á-
ÌÓÒÚÌ˚ı ÒıÂÏ ‰Îfl Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ ÌÂ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓ ‚ ÒËÎÛ ÊÂÒÚÍËı Ó„‡ÌË˜ÂÌËÈ
Ì‡ ̄ ‡„Ë ‡Ò˜ÂÚÌÓÈ ÒÂÚÍË, ÓÒÓ·ÂÌÌÓ ÔË Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËË ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂ-
ÌËfl, ÔÓ˝ÚÓÏÛ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ˜‡ÒÚÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÌÂfl‚Ì˚Â ‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â ÒıÂÏ˚, Ò‚Ó·Ó‰Ì˚Â ÓÚ Ó„‡ÌË˜Â-
ÌËÈ Ì‡ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ËÎË ËÏÂ˛˘ËÂ ·ÓÎÂÂ ÒÎ‡·˚Â Ó„‡ÌË˜ÂÌËfl. é·ÁÓ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ÛÔÓÚÂ·ËÚÂÎ¸-
Ì˚ı ‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı ÒıÂÏ ÔË‚Â‰ÂÌ, Ì‡ÔËÏÂ, ‚ [1–6].

èË ÔÓÒÚÓÂÌËË ÌÂfl‚Ì˚ı ‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı ÒıÂÏ Ó·˚˜ÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÏÂÚÓ‰˚ Ù‡ÍÚÓËÁ‡ˆËË Ë
‡Ò˘ÂÔÎÂÌËfl (ÒÏ. [2]–[7]), ÔÓÁ‚ÓÎfl˛˘ËÂ Ò‚ÂÒÚË Â¯ÂÌËÂ ËÒıÓ‰Ì˚ı ÏÌÓ„ÓÏÂÌ˚ı Á‡‰‡˜ Í ÔÓÒÎÂ-
‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÏÛ (ËÎË Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓÏÛ) Â¯ÂÌË˛ Ëı Ó‰ÌÓÏÂÌ˚ı ‡Ì‡ÎÓ„Ó‚. çÓ Â¯ÂÌËÂ Ó‰ÌÓÏÂÌ˚ı
Á‡‰‡˜ ÌÂfl‚Ì˚ÏË ÒıÂÏ‡ÏË ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚË Ó·‡˘ÂÌËfl Ï‡ÚËˆ, ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÍÓÚÓ˚ı
‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ Ò ÓÒÚÓÏ ˜ËÒÎ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ Ë Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË Á‡‰‡˜, Ë, Í‡Í ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ, Í ÁÌ‡-
˜ËÚÂÎ¸ÌÓÏÛ ÓÒÚÛ ˜ËÒÎ‡ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÓÔÂ‡ˆËÈ Ì‡ ÛÁÂÎ ‡Ò˜ÂÚÌÓÈ ÒÂÚÍË. Ç‚Â‰ÂÌËÂ ‡Ò˘ÂÔ-
ÎÂÌËfl ‚ Ó‰ÌÓÏÂÌ˚ı Á‡‰‡˜‡ı ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÓÒ‚Ó·Ó‰ËÚ¸Òfl ÓÚ ˝ÚÓ„Ó ÌÂ‰ÓÒÚ‡ÚÍ‡ Ë Ò‚ÂÒÚË Â‡ÎËÁ‡ˆË˛
ÒıÂÏ Ì‡ ‰Ó·Ì˚ı ¯‡„‡ı Í ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓ„ÓÌÍ‡Ï ËÎË Í ÒıÂÏ‡Ï “·Â„Û˘Â„Ó Ò˜ÂÚ‡” Í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ‚
ÒıÂÏ‡ı ËÁ [2], [7]. é‰Ì‡ÍÓ ‚‚Â‰ÂÌËÂ ‡Ò˘ÂÔÎÂÌËfl (ËÎË Ù‡ÍÚÓËÁ‡ˆËË) ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ‚ ËÒıÓ‰ÌÓÈ ÏÌÓ-
„ÓÏÂÌÓÈ Á‡‰‡˜Â ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÔÓfl‚ÎÂÌË˛ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ÎÂÌÓ‚ ‚ ‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ ÒıÂÏÂ – ‰ËÒÒËÔ‡-
ÚË‚Ì˚ı ˜ÎÂÌÓ‚ Ë ˜ÎÂÌÓ‚ ·ÓÎÂÂ ‚˚ÒÓÍÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ Ë, Í‡Í ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ, Í ÛıÛ‰¯ÂÌË˛ Ò‚ÓÈÒÚ‚ ˜ËÒÎÂÌ-
ÌÓ„Ó ‡Î„ÓËÚÏ‡. èÓ˝ÚÓÏÛ ÔË ÔÓÒÚÓÂÌËË ˝ÍÓÌÓÏË˜Ì˚ı ‡Î„ÓËÚÏÓ‚ ‡Ò˘ÂÔÎÂÌËÂ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚
ÒÎÂ‰ÛÂÚ ‚˚·Ë‡Ú¸ Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ÏËÌËÏËÁËÓ‚‡Ú¸ ‚ÎËflÌËÂ ˝ÚËı ˜ÎÂÌÓ‚.
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Ç ‡·ÓÚÂ ÔÂ‰Î‡„‡˛ÚÒfl ‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â ÒıÂÏ˚, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚Â Ì‡ ‡Ò˘ÂÔÎÂÌËË ËÒıÓ‰Ì˚ı ÏÌÓ„ÓÏÂ-
Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ Ì‡ Ëı Ó‰ÌÓÏÂÌ˚Â ‡Ì‡ÎÓ„Ë Ò ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ‡Ò˘ÂÔÎÂÌËÂÏ Ó‰ÌÓ-
ÏÂÌ˚ı Á‡‰‡˜ Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚ Â‡ÎËÁ‡ˆËfl ÒıÂÏ Ì‡ ‰Ó·Ì˚ı ¯‡„‡ı Ò‚Ó‰ËÎ‡Ò¸ Í ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï
ÔÓ„ÓÌÍ‡Ï, Ú.Â. ÓÌË ·˚ÎË ˝ÍÓÌÓÏË˜Ì˚ ÔÓ ˜ËÒÎÛ ÓÔÂ‡ˆËÈ Ì‡ ÛÁÂÎ ÒÂÚÍË. èÓÒÚÓÂÌÌ˚Â ‡ÁÌÓÒÚ-
Ì˚Â ÒıÂÏ˚ ·ÂÁÛÒÎÓ‚ÌÓ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚ ËÎË ËÏÂ˛Ú ÒÎ‡·˚Â Ó„‡ÌË˜ÂÌËfl Ì‡ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸, ‡ ‚ÎËflÌËÂ
‡Ò˘ÂÔÎÂÌËfl ‚ ÌËı ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ, Ú.Â. Ëı Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ·˚ÎË ·ÎËÁÍË Í Ò‚ÓÈÒÚ‚‡Ï ÌÂÙ‡ÍÚÓËÁÓ‚‡ÌÌ˚ı
ÒıÂÏ. ëıÂÏ‡ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÈ ‰ËÒÒËÔ‡ˆËË ‰Îfl Â¯ÂÌËfl Ó‰ÌÓÏÂÌ˚ı Á‡‰‡˜ „‡ÁÓ‚ÓÈ ‰ËÌ‡ÏËÍË ÔÂ‰ÎÓ-
ÊÂÌ‡ ‡ÌÂÂ ‚ [8]. çËÊÂ ÔÂ‰Î‡„‡˛ÚÒfl ‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â ÒıÂÏ˚ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÈ Ù‡ÍÚÓËÁ‡ˆËË Ë ÒıÂÏ˚
ÚËÔ‡ ÔÂ‰ËÍÚÓ – ÍÓÂÍÚÓ ‰Îfl ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ ‚ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚ı Ë
ÍË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı. èË‚Â‰ÂÌ˚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÚÂÒÚËÓ‚‡ÌËfl ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌ˚ı ‡Î„ÓËÚÏÓ‚,
ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ÚÂ˜ÂÌËÈ ‚flÁÍÓ„Ó „‡Á‡ ‚ ÔÎÓÒÍÓÏ Í‡Ì‡ÎÂ ÒÓ ‚‰Û‚ÓÏ „‡Á‡ Ò ˜‡ÒÚË Â„Ó ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚË Ë ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ Ó·ÚÂÍ‡ÌËfl ÚÂÎ‡ ÒÎÓÊÌÓÈ ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË, ÏÓ‰ÂÎËÛ˛˘ËÂ ÚÂ˜ÂÌËÂ ‚ ‚ÓÁ‰ÛıÓ-
Á‡·ÓÌËÍÂ.

 

1. ê‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â ÒıÂÏ˚ ‰Îfl Ó‰ÌÓÏÂÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ

 

èÓÒÚÓÂÌËÂ ‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı ÒıÂÏ, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚ı Ì‡ ‡Ò˘ÂÔÎÂÌËË ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚, ËÁÎÓÊËÏ ‚Ì‡˜‡ÎÂ ‰Îfl
Ó‰ÌÓÏÂÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ „‡ÁÓ‚ÓÈ ‰ËÌ‡ÏËÍË Ë ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ ‚ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı, ‡ Á‡ÚÂÏ
‰‡‰ËÏ Ëı Ó·Ó·˘ÂÌËÂ Ì‡ ÏÌÓ„ÓÏÂÌ˚È ÒÎÛ˜‡È. èÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ ÒËÒÚÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ ‚
‰Ë‚Â„ÂÌÚÌÓÈ ÙÓÏÂ ‚ ‚Ë‰Â

(1)

„‰Â

ÑÎfl Á‡Ï˚Í‡ÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ (1) Á‡‰‡‰ËÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ÒÓÒÚÓflÌËfl

(2)
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= 0 ÒË-
ÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ (1) ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ Û‡‚ÌÂÌËfl „‡ÁÓ‚ÓÈ ‰ËÌ‡ÏËÍË. ç‡fl‰Û Ò ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓÈ ÙÓÏÓÈ
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ ËÒıÓ‰Ì˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl (1) ‚ ÌÂ‰Ë‚Â„ÂÌÚÌÓÈ Ë ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓ-‰Ë‚Â„ÂÌÚÌÓÈ ÙÓÏ‡ı:
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éÚÏÂÚËÏ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚ¸ Á‡ÔËÒË Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ ‚ ‰Ë‚Â„ÂÌÚÌÓÏ (1) Ë ‚ ÌÂ ‰Ë‚Â-
„ÂÌÚÌÓÏ (3) ‚Ë‰Â. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ‚˚·Ó ‚ÂÍÚÓ‡ 
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ÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËfl ÒÓÒÚÓflÌËfl 
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äÓ‚ÂÌfl, ëÎ˛ÌflÂ‚

„‰Â

ËÎË

(5)

„‰Â

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÌÂ‡Á˚‚ÌÓÒÚË Á‡ÔËÒ‡ÌÓ ‚ ‰Ë‚Â„ÂÌÚÌÓÏ ‚Ë‰Â, ˜ÚÓ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÛÔÓ-
ÒÚËÚ¸ ‚Ë‰ Ï‡ÚË˜ÌÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ B.

Ç‚Â‰ÂÏ ‚ ‡Ò˜ÂÚÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Ω = {0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ x ≤ 1}, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÓÚ˚ÒÍË‚‡ÂÚÒfl ˜ËÒÎÂÌÌÓÂ Â-
¯ÂÌËÂ, ‡ÁÌÓÒÚÌÛ˛ ÒÂÚÍÛ Ò ‚ÂÏÂÌÌ Ï Ë ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ¯‡„‡ÏË τ, h ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. ÄÔ-
ÔÓÍÒËÏËÛÂÏ ÍÓÌ‚ÂÍÚË‚Ì˚Â ˜ÎÂÌ˚ Ë ˜ÎÂÌ˚ Ò ‰‡‚ÎÂÌËÂÏ ‚ B ‡ÁÌÓÒÚÌ˚ÏË ÓÔÂ‡ÚÓ‡ÏË Λ ËÎË

 Ò ÔÓfl‰ÍÓÏ O(hk) ÔÓ Ú‡ÍËÏ ÙÓÏÛÎ‡Ï (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [2]):
‰Îfl k = 1 ÔÓÎ‡„‡ÂÏ (ÌÂÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ÔÓÚË‚ÓÔÓÚÓÍÓ‚‡fl ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËfl) ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ:

ÂÒÎË v ≤ 0, ÚÓ

ÂÒÎË v ≥ 0, ÚÓ

ÔË ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ‰Îfl k = 2 ÔÓÎ‡„‡ÂÏ 

á‰ÂÒ¸ Λ± =  – T±1)/h, T±1 fl = fl ± 1 – ÓÔÂ‡ÚÓ Ò‰‚Ë„‡. ÇÚÓ˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â  ‚ Ï‡ÚË˜ÌÓÏ

ÓÔÂ‡ÚÓÂ B ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛÂÏ ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ÏË ÓÔÂ‡ÚÓ‡ÏË ΛηΛ ÒÓ ‚ÚÓ˚Ï ÔÓfl‰ÍÓÏ O(h2).
ÇÂÍÚÓ ÔÓÚÓÍÓ‚ ∂W/∂x ‚ ÒËÒÚÂÏÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ (1) Ú‡ÍÊÂ ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛÂÏ ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Ï ÓÔÂ‡ÚÓ-
ÓÏ ΛWh ÒÓ ‚ÚÓ˚Ï ÔÓfl‰ÍÓÏ. ë Û˜ÂÚÓÏ ‚‚Â‰ÂÌÌ˚ı ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËÈ ‡ÁÌÓÒÚÌ˚È ÓÔÂ‡ÚÓ Bh ‡Ô-
ÔÓÍÒËÏËÛÂÚ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚È ÓÔÂ‡ÚÓ B Ò ÔÓfl‰ÍÓÏ O(hk) ‚ (4) ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï

„‰Â

Ë ‚ (5) – ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï

„‰Â

Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ÔË ÔÓÒÚÓÂÌËË ‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı ÒıÂÏ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆË˛ ÔÂ‚˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ‚ ÓÔÂ-
‡ÚÓ‡ı Bh ·Û‰ÂÏ Á‡‰‡‚‡Ú¸ ÌÂÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ Ò Û˜ÂÚÓÏ ÁÌ‡Í‡ ÒÍÓÓÒÚË Ò ÔÂ‚˚Ï ÔÓfl‰ÍÓÏ, ‡ ‚ ÓÔÂ-
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ÄÎ„ÓËÚÏ˚ ‡Ò˘ÂÔÎÂÌËfl ÔË Â¯ÂÌËË Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ 703

‡ÚÓÂ Ô‡‚˚ı ˜‡ÒÚÂÈ  – ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ÒÓ ‚ÚÓ˚Ï ÔÓfl‰ÍÓÏ. éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÔË ÌÂÒËÏÏÂÚ-
Ë˜ÌÓÈ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ÔÂ‚˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ‚ ÓÔÂ‡ÚÓÂ Bh ‰Îfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ·ÂÁÛÒÎÓ‚ÌÓ ÛÒÚÓÈ˜Ë-
‚˚ı ÒıÂÏ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆË˛ ˜ÎÂÌÓ‚ Ò ‰‡‚ÎÂÌËÂÏ ‚ Û‡‚ÌÂÌËË ‰‚ËÊÂÌËfl ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ‚˚·Ë‡Ú¸ ÔÓ
ÒÓÔflÊÂÌÌ˚Ï Í ÍÓÌ‚ÂÍÚË‚Ì˚Ï ˜ÎÂÌ‡Ï ÙÓÏÛÎ‡Ï (ÒÏ. [2]). àÁ‚ÂÒÚÌÓ, ˜ÚÓ ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ‡ÔÔÓÍ-
ÒËÏ‡ˆËfl ÓÔÂ‡ÚÓ‡ ΛjWj ‚ ‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ ÒıÂÏÂ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÓÒˆËÎÎflˆËflÏ Â¯ÂÌËfl. ÑÎfl Ëı ÔÓ‰‡‚ÎÂÌËfl
‚‚Â‰ÂÏ Ò„Î‡ÊË‚‡˛˘ËÈ ÓÔÂ‡ÚÓ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ Ï‡ÎÓÒÚË, ÔÓ‰Ó·ÌÓ [8], [9], ÒÎÂ‰Û˛˘Â„Ó ‚Ë‰‡: 

(6)

ÑÎfl ÔÓÒÚÓÂÌËfl ˝ÍÓÌÓÏË˜Ì˚ı ‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı ÒıÂÏ, Â‡ÎËÁÛÂÏ˚ı ÒÍ‡ÎflÌ˚ÏË ÔÓ„ÓÌÍ‡ÏË, ÔÂ‰-
ÒÚ‡‚ËÏ Ï‡ÚË˜Ì˚È ÓÔÂ‡ÚÓ Bh ‚ ‚Ë‰Â ÒÛÏÏ˚ ‰‚Ûı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚:

(7)

ÑÎfl ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚‡ ÍÎ‡ÒÒ‡ ‡ÁÌÓÒÚ-
Ì˚ı ÒıÂÏ: ÒıÂÏÛ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÈ Ù‡ÍÚÓËÁ‡ˆËË Ë ÒıÂÏÛ ÔÂ‰ËÍÚÓ–ÍÓÂÍÚÓ. ëıÂÏ‡ ÔË·ÎËÊÂÌ-
ÌÓÈ Ù‡ÍÚÓËÁ‡ˆËË

(8)

ËÎË ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ‡fl ÂÈ ÒıÂÏ‡ ‚ ‰Ó·Ì˚ı ¯‡„‡ı

‡ÔÔÓÍÒËÏËÛÂÚ Û‡‚ÌÂÌËfl (1) Ò ÔÓfl‰ÍÓÏ O(τ + h2) ÔË ‚ÒÂı α. èË ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËË ÒıÂÏ‡ ÍÓÌÒÂ-

‚‡ÚË‚Ì‡, Ú.Â.  = 0 ‚ ÒËÎÛ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ A–1 ≠ 0.

ëıÂÏ‡ ÔÂ‰ËÍÚÓ–ÍÓÂÍÚÓ

(9)

‡ÔÔÓÍÒËÏËÛÂÚ Û‡‚ÌÂÌËfl (1) Ò ÔÓfl‰ÍÓÏ O(τ2 + h2) ÔË α = 0.5 + O(τ) Ë ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚Ì‡ ÔË Â¯Â-
ÌËË ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı Ë ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı Á‡‰‡˜, Ú‡Í Í‡Í ÓÒÌÓ‚‡Ì‡ Ì‡ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË Ò Û‡‚ÌÂÌËÈ (1)
Ì‡ ˝Ú‡ÔÂ ÍÓÂÍÚÓ‡ ‚ ‰Ë‚Â„ÂÌÚÌÓÈ ÙÓÏÂ. Ç‚Â‰ÂÌËÂ ‡Ò˘ÂÔÎÂÌËfl ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ‚Ë‰‡ (8) ÔË‚Ó-

‰ËÚ Í ÔÓfl‚ÎÂÌË˛ ‚ ‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı ÒıÂÏ‡ı (8), (9) ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ̃ ÎÂÌÓ‚  – ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚ı
˜ÎÂÌÓ‚ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ Ï‡ÎÓÒÚË, ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ‚ ËÒıÓ‰ÌÓÈ ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍÂ Á‡‰‡˜Ë. èÓ˝ÚÓÏÛ ‡Ò-
˘ÂÔÎÂÌËÂ Ï‡ÚË˜Ì˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ Bh ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Á‡‰‡‚‡Ú¸ (‚˚·Ë‡Ú¸) Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ÔÓ-
ÒÚÓÂÌÌ˚Â ‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â ÒıÂÏ˚ (8) Ë (9) ÒÓı‡ÌflÎË Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ·ÂÁÛÒÎÓ‚ÌÓÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË Ë ËÏÂÎË ÏË-
ÌËÏ‡Î¸ÌÛ˛ ‰ËÒÒËÔ‡ˆË˛, Ú.Â. ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ÎÂÌÓ‚. ÑÎfl ‚˚·‡ÌÌÓ„Ó ‚ÂÍ-
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äÓ‚ÂÌfl, ëÎ˛ÌflÂ‚

ÚÓ‡ ËÒÍÓÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ f ‚ (4) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ‡Ò˘ÂÔÎÂÌËÂ Ï‡ÚË˜ÌÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ Bh

Ì‡ ÒÛÏÏÛ ‚ ÙÓÏÂ

ÔË ÍÓÚÓÓÏ ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚È ̃ ÎÂÌ D = (τα)2  ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ÎË¯¸ ‚ Û‡‚ÌÂÌËË ‰‚ËÊÂÌËfl. ÑÎfl ‚ÂÍ-
ÚÓ‡ f = (ρ, v, p)Ú ËÁ (5) Ú‡ÍÊÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ‡Ò˘ÂÔÎÂÌËÂ Bh Ì‡ Ëı ÒÛÏÏÛ:

Ë ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚È ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚È ˜ÎÂÌ D ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ‚ Û‡‚ÌÂÌËË ˝ÌÂ„ËË. ëÔÂÍÚ‡Î¸Ì˚Ï ÏÂÚÓ-
‰ÓÏ ÌÂÚÛ‰ÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ‰Îfl ÎËÌÂ‡ËÁÓ‚‡ÌÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÒıÂÏ˚ (8) Ë (9) Ó·Î‡‰‡˛Ú Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ
·ÂÁÛÒÎÓ‚ÌÓÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÔË α = 0.5 + O(τ). ÑÛ„ËÂ ‡Ò˘ÂÔÎÂÌËfl ÔË‚Ó‰flÚ ËÎË Í ·ÓÎ¸¯ÂÏÛ ̃ ËÒ-
ÎÛ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ÎÂÌÓ‚ ‚ ‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı ÒıÂÏ‡ı, ËÎË Í ÔÓÚÂÂ ·ÂÁÛÒÎÓ‚ÌÓÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË.

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ. èË Â¯ÂÌËË Û‡‚ÌÂÌËÈ ùÈÎÂ‡ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ÏÓ„ÛÚ ‚˚·Ë‡Ú¸Òfl ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸, ËÏÔÛÎ¸Ò Ë ‰‡‚-
ÎÂÌËÂ. íÓ„‰‡ ËÏÂÏ

Ú.Â. Û‡‚ÌÂÌËfl ÌÂ‡Á˚‚ÌÓÒÚË Ë ‰‚ËÊÂÌËfl Á‡ÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl ‚ ‰Ë‚Â„ÂÌÚÌÓÈ ÙÓÏÂ, ˜ÚÓ ÏÓÊÂÚ ÔË‚Ó‰ËÚ¸ Í ÔÓ‚˚¯ÂÌË˛
ÚÓ˜ÌÓÒÚË ÔË ÔÓ‚Â‰ÂÌËË ‡Ò˜ÂÚÓ‚. ê‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â ÒıÂÏ˚ (8) Ë (9) ÔË ‡Ò˘ÂÔÎÂÌËË Ï‡ÚËˆ˚ Bh Ì‡ Ëı ÒÛÏÏÛ ‚ ‚Ë‰Â

Ó·Î‡‰‡˛Ú ÚÂÏË ÊÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË, ˜ÚÓ Ë ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌ˚Â ‚˚¯Â ‡Ò˘ÂÔÎÂÌËfl.

2. íÂÒÚÓ‚˚Â ‡Ò˜ÂÚ˚

ÑÎfl ‡ÔÓ·‡ˆËË ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌÓ„Ó ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ‡Î„ÓËÚÏ‡ Ë ÓˆÂÌÍË Â„Ó ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚË ·˚ÎË
ÔÓ‚Â‰ÂÌ˚ ÏÌÓ„Ó˜ËÒÎÂÌÌ˚Â ‡Ò˜ÂÚ˚ Ó‰ÌÓÏÂÌ˚ı Ë ‰‚ÛÏÂÌ˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ ‚ ÔË·ÎËÊÂÌËË Û‡‚ÌÂ-
ÌËÈ „‡ÁÓ‚ÓÈ ‰ËÌ‡ÏËÍË Ë Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ ÒÊËÏ‡ÂÏÓ„Ó ÚÂÔÎÓÔÓ‚Ó‰ÌÓ„Ó „‡Á‡. èÓ‚Â‰ÂÌ-
Ì˚Â ‡Ò˜ÂÚ˚ ÔÓ‰Ú‚Â‰ËÎË ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÓˆÂÌÍË ÔÓ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÒıÂÏ Ë ÂÂ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓÈ ÚÓ˜ÌÓ-
ÒÚË ÔË ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ËÒıÓ‰Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÒÓ ‚ÚÓ˚Ï ÔÓfl‰ÍÓÏ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË Ë ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û.
Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ó‰ÌÓÏÂÌ˚ı Á‡‰‡˜ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎËÒ¸ ‰‚Â Á‡‰‡˜Ë: ˜ËÒÎÂÌÌÓ Ì‡ıÓ‰ËÎÓÒ¸ ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡-
ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë Ó ‡ÒÔ‡‰Â ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ‡Á˚‚‡ Ë ˜ËÒÎÂÌÌÓ (ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËfl) ÓÚ˚Ò-
ÍË‚‡ÎÓÒ¸ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë Ó Í‚‡ÁËÓ‰ÌÓÏÂÌÓÏ ÚÂ˜ÂÌËË ‚ Í‡Ì‡ÎÂ ÔÂÂÏÂÌÌÓ„Ó ÒÂ˜Â-
ÌËfl. é·Â Á‡‰‡˜Ë ËÏÂ˛Ú ÚÓ˜ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Ë ÏÓ„ÛÚ ÒÎÛÊËÚ¸ ÚÂÒÚ‡ÏË ‰Îfl ÔÓ‚ÂÍË ‡Î„ÓËÚÏ‡. óËÒ-
ÎÂÌÌ˚Â Â¯ÂÌËfl, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÔÓ ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌ˚Ï ÒıÂÏ‡Ï (8) Ë (9), Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÒÓ‚Ô‡‰‡ÎË ÏÂÊ‰Û
ÒÓ·ÓÈ Ë Ò ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓÈ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÎË Ò ÚÓ˜Ì˚ÏË Â¯ÂÌËflÏË. ÑÎfl ÔËÏÂ‡ ÌËÊÂ ÔË‚Â‰Â-
Ì˚ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÔÎÓÚÌÓÒÚË Ë ÒÍÓÓÒÚË ‚ Í‡Ì‡ÎÂ ÔÂÂÏÂÌÌÓ„Ó ÒÂ˜ÂÌËfl ÔÓÒÎÂ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËfl (ÙË„. 1).
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ÄÎ„ÓËÚÏ˚ ‡Ò˘ÂÔÎÂÌËfl ÔË Â¯ÂÌËË Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ 705

é·‡ÁÛ˛˘‡fl Í‡Ì‡Î‡ Á‡‰‡‚‡Î‡Ò¸ ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ A(x) = A∗ + (1 – A∗) , 0 ≤ x ≤ 1. èË x = x∗ = 0.5

ÔÎÓ˘‡‰¸ Í‡Ì‡Î‡ A = A∗ = 0.5 ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡. ç‡ ‚ıÓ‰Â ‚ Í‡Ì‡Î ÔË x = 0 Ë ‚˚ıÓ‰Â ËÁ ÌÂ„Ó ÔË x = 1
Á‡‰‡‚‡ÎÒfl ‰ÓÁ‚ÛÍÓ‚ÓÈ ÔÓÚÓÍ c Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË:

.

ê‡Ò˜ÂÚ˚ ÔÓ‚Ó‰ËÎËÒ¸ Ì‡ ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ ÒÂÚÍÂ Ò ˜ËÒÎÓÏ ÛÁÎÓ‚ N = 401. íÂ˜ÂÌËÂ ÔÓ‰·Ë‡ÎÓÒ¸ Ú‡ÍËÏ
Ó·‡ÁÓÏ, ̃ ÚÓ·˚ ‚ÌÛÚË Í‡Ì‡Î‡ ‚ ÒÂ˜ÂÌËË xs = 0.75 ÙÓÏËÓ‚‡ÎÒfl ÒÍ‡˜ÓÍ, Ú.Â. ÚÓ˜ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ·˚-
ÎÓ ‡Á˚‚Ì˚Ï. ÑÎfl Á‡‰‡ÌÌ˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÚÂ˜ÂÌËfl Ë ÙÓÏ˚ Í‡Ì‡Î‡ ÚÓ˜ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ËÒÍÓÏ˚ı
ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡ ‡Á˚‚Â ÒÎÂ‚‡ Ë ÒÔ‡‚‡ ÓÚ ÌÂ„Ó ·˚ÎË ‡‚Ì˚:

ÑÎfl ÒıÂÏ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡ ‡Ò˜ÂÚ˚ ÏÓ„ÎË ÔÓ‚Ó‰ËÚ¸Òfl Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË Ò Î˛·˚ÏË ˜ËÒÎ‡ÏË äÛ‡ÌÚ‡
(Ì‡ÔËÏÂ, ÔË K = 103). çÂÒÓ„Î‡ÒÓ‚‡ÌÌ‡fl ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËfl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ‚ ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌ˚ı ÒıÂÏ‡ı
(Ì‡ ‰Ó·Ì˚ı ¯‡„‡ı Ò ÔÂ‚˚Ï ÔÓfl‰ÍÓÏ Ë ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ÒÓ ‚ÚÓ˚Ï ‚ ÒıÂÏÂ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÈ Ù‡Í-
ÚÓËÁ‡ˆËË ËÎË Ì‡ ˝Ú‡ÔÂ ÍÓÂÍÚÓ‡ ‚ ÒıÂÏÂ ÔÂ‰ËÍÚÓ–ÍÓÂÍÚÓ) ÔË‚Ó‰ËÎ‡ Í ÌÂÍÓÚÓ˚Ï
Ó„‡ÌË˜ÂÌËflÏ Ì‡ ‚ÂÏÂÌÌÓÈ ¯‡„. ç‡ËÎÛ˜¯‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÒıÂÏ Í ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÏÛ Â¯Â-
ÌË˛ ‰ÓÒÚË„‡Î‡Ò¸ ÔË ‚ÂÏÂÌÌ˚ı ¯‡„‡ı, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ˜ËÒÎ‡Ï äÛ‡ÌÚ‡ K ≈ 7.

ä‡Í ÏÓÊÌÓ ‚Ë‰ÂÚ¸ Ì‡ ÙË„. 1, ‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â ÒıÂÏ˚ (8), (9) Ó·Î‡‰‡˛Ú ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓÈ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛,
Û‰‡Ì‡fl ‚ÓÎÌ‡ ‡ÁÏ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ ‰‚Â-ÚË fl˜ÂÈÍË (ÒÔÎÓ¯Ì‡fl ÎËÌËfl – ÚÓ˜ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ, ÚÓ˜ÍË – ‡Ò-
˜ÂÚ), Ó·Â ÒıÂÏ˚ Ô‡‚ËÎ¸ÌÓ ÔÂÂ‰‡˛Ú ÒÍÓÓÒÚË ‰‚ËÊÂÌËfl ÙÓÌÚÓ‚, ‡ ‚‚Â‰ÂÌÌÓÂ Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËÂ
Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÛÒÚ‡ÌflÂÚ ÓÒˆËÎÎflˆËË Â¯ÂÌËfl, ÔËÒÛ˘ËÂ ÒıÂÏ‡Ï ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË.

3. åÌÓ„ÓÏÂÌ˚È ÒÎÛ˜‡È

èÓÒÚÓÂÌËÂ ‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı ÒıÂÏ ‚ ÏÌÓ„ÓÏÂÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓ‚Â‰ÂÏ ‚Ì‡˜‡ÎÂ ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËÈ „‡ÁÓ‚ÓÈ
‰ËÌ‡ÏËÍË, ‡ Á‡ÚÂÏ ‰‡‰ËÏ Ëı Ó·Ó·˘ÂÌËÂ Ë ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡, ‚ ÚÓÏ ˜ËÒÎÂ Ë ‰Îfl Û‡‚-
ÌÂÌËÈ ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı ÍË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı. é„‡ÌË˜ËÏÒfl ‰Îfl ÔÓÒÚÓÚ˚ ËÁÎÓÊÂÌËfl ‰‚Û-
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ÏÂÌ˚Ï ÒÎÛ˜‡ÂÏ ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËfl ÒÓÒÚÓflÌËfl ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó „‡Á‡ p = (γ – 1)ρe. íÓ„‰‡ ËÒıÓ‰Ì˚Â Û‡‚-
ÌÂÌËfl Á‡ÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

(10)

„‰Â

ç‡fl‰Û Ò ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓÈ ÙÓÏÓÈ (10) ÔË‚Â‰ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ùÈÎÂ‡ Í ÌÂ ‰Ë‚Â„ÂÌÚÌÓÏÛ Ë ÔÂ-
‰ÂÎ¸ÌÓ ‰Ë‚Â„ÂÌÚÌÓÏÛ ‚Ë‰Û

. (11)

ÑÎfl ‚ÂÍÚÓ‡ ËÒÍÓÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ f = (ρ, v1, v2, p)T Ï‡ÚË˜Ì˚Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚ ÔËÏÛÚ ‚Ë‰

èÓ‰Ó·ÌÓ Ó‰ÌÓÏÂÌÓÏÛ ÒÎÛ˜‡˛ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ Ï‡ÚË˜Ì˚Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚ Bj ‚ ‚Ë‰Â

„‰Â

ê‡Ò˘ÂÔÎÂÌËÂ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ Bj Ì‡ Ëı ÒÛÏÏÛ fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚Ï Ë ‚ ÏÌÓ„ÓÏÂÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, Ú‡Í Í‡Í
ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÏÛ ˜ËÒÎÛ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ÎÂÌÓ‚, ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘Ëı ‚ ÒıÂÏ‡ı ‡Ò˘ÂÔÎÂÌËfl
ÔË ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË Û‡‚ÌÂÌËÈ.

èÓ‰Ó·ÌÓ Ó‰ÌÓÏÂÌÓÏÛ ÒÎÛ˜‡˛ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆË˛ ÔÂ‚˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ‚ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ı Bjh ·Û‰ÂÏ
Á‡‰‡‚‡Ú¸ ÌÂÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ Ò Û˜ÂÚÓÏ ÁÌ‡Í‡ ÒÍÓÓÒÚË Ò ÔÂ‚˚Ï ÔÓfl‰ÍÓÏ, ‡ ‚ ÓÔÂ‡ÚÓÂ Ô‡‚˚ı ˜‡-

ÒÚÂÈ  – ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ÒÓ ‚ÚÓ˚Ï ÔÓfl‰ÍÓÏ. ÑÎfl ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ (1)
‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚Â ‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â ÒıÂÏ˚:
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1) ÒıÂÏ‡ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÈ Ù‡ÍÚÓËÁ‡ˆËË

(12)

ËÎË ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ‡fl ÂÈ ÒıÂÏ‡ ‚ ‰Ó·Ì˚ı ¯‡„‡ı:

2) ÒıÂÏ‡ ÔÂ‰ËÍÚÓ–ÍÓÂÍÚÓ

(13)

.

ê‡ÁÌÓÒÚÌ‡fl ÒıÂÏ‡ (12) ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛÂÚ ËÒıÓ‰Ì˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl Ò ÔÓfl‰ÍÓÏ O(τ + h2), ‡ ÒıÂÏ‡ (13) –
Ò ÔÓfl‰ÍÓÏ O(τ2 + h2) ÔË α = 0.5 + O(τ). ä‡Í ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ ÎËÌÂÈÌ˚È ‡Ì‡ÎËÁ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË, Ó·Â ÒıÂ-
Ï˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl ·ÂÁÛÒÎÓ‚ÌÓ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚ÏË ÔË α ≥ 0.5. ä‡Í Ë ‚ Ó‰ÌÓÏÂÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ‡ÁÌÓÒÚÌ‡fl ÒıÂÏ‡ (13)
ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚Ì‡, ‡ (12) ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚Ì‡ ÎË¯¸ ÔË ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËË. êÂ‡ÎËÁ‡ˆËfl ÒıÂÏ˚ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÈ
Ù‡ÍÚÓËÁ‡ˆËË (12) Ì‡ ‰Ó·Ì˚ı ¯‡„‡ı ÔË Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËË ÌÂ‚flÁÓÍ ξn + l/4 ËÎË ÒıÂÏ˚(13) Ì‡ ˝Ú‡ÔÂ ÔÂ-
‰ËÍÚÓ‡ ÔË ‚˚˜ËÒÎÂÌËË ‚ÂÍÚÓ‡ f n + l/8 Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í ÚÂıÚÓ˜Â˜Ì˚Ï ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓ„ÓÌÍ‡Ï. éÔË-
¯ÂÏ Ëı Â‡ÎËÁ‡ˆË˛, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, Ì‡ ÔËÏÂÂ ÒıÂÏ˚ (13). ç‡ ÔÂ‚ÓÏ ( j = 1) Ë ÚÂÚ¸ÂÏ ( j = 2) ‰Ó·-
Ì˚ı ¯‡„‡ı Â¯ÂÌËÂ ‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ

Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í Â¯ÂÌË˛ ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ

àÁ ÔÂ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ ‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ̃ ÚÓ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÔÎÓÚÌÓÒÚË Ì‡ ÌÓ‚˚ı

¯‡„‡ı ÒÓı‡ÌflÂÚÒfl Ò ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó ¯‡„‡. àÒÍÎ˛˜‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÒÍÓÓÒÚË  ËÁ ÔÓÒÎÂ‰-
ÌÂ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚, ÔÓÎÛ˜ËÏ ‡ÁÌÓÒÚÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl ‰‡‚ÎÂÌËfl
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Ö„Ó Â¯ÂÌËÂ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ÚÂıÚÓ˜Â˜Ì˚ÏË ÒÍ‡ÎflÌ˚ÏË ÔÓ„ÓÌÍ‡ÏË, ÔÓÒÎÂ ˜Â„Ó fl‚ÌÓ ‚˚˜ËÒÎfl˛ÚÒfl

ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÒÍÓÓÒÚË  ÔÓ Í‡Ê‰ÓÏÛ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌË˛ xj. ç‡ ˜ÂÚÌ˚ı ‰Ó·Ì˚ı ¯‡„‡ı n + j/4,

j = 1, 2, ÒËÒÚÂÏ‡ ‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ (I + )f n + j/4 = f n + (2j – 1)/8 ‚ ÒÍ‡ÎflÌÓÏ ‚Ë‰Â ÔËÏÂÚ ‚Ë‰

êÂ¯ÂÌËÂ ÔÂ‚˚ı ÚÂı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ÒÍ‡ÎflÌ˚ÏË ÚÂıÚÓ˜Â˜Ì˚ÏË ÔÓ„ÓÌÍ‡ÏË
ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl, ‡ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‰‡‚ÎÂÌËfl Ì‡ ÌÓ‚ÓÏ ÒÎÓÂ ÔÂÂÌÓÒËÚÒfl Ò ÔÂ‰˚‰Û-
˘Â„Ó ÒÎÓfl. ç‡ÍÓÌÂˆ, ËÁ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ÒıÂÏ˚ (13) Ì‡ ˝Ú‡ÔÂ ÍÓÂÍÚÓ‡ fl‚ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú-
Òfl ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‚ÒÂı ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡ ÌÓ‚ÓÏ ‚ÂÏÂÌÌóÏ ¯‡„Â. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Â¯ÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂ-
ÌËÈ „‡ÁÓ‚ÓÈ ‰ËÌ‡ÏËÍË ÔÓ ÒıÂÏ‡Ï ÔÂ‰ËÍÚÓ–ÍÓÂÍÚÓ Ò‚Ó‰flÚÒfl Í ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÚÂıÚÓ˜Â˜Ì˚Ï
ÔÓ„ÓÌÍ‡Ï. éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ˜ËÒÎÓ ÔÓ„ÓÌÓÍ ÔÓ Í‡Ê‰ÓÏÛ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌË˛ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ˜ËÒÎÓÏ Û‡‚ÌÂ-
ÌËÈ ‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ‡ÌÂÂ ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌ˚ı ÒıÂÏ ‡Ò˘ÂÔÎÂÌËfl (ÒÏ. [2]), ˜ÚÓ ÔË ÔÂÂıÓ‰Â Ò n-„Ó ÒÎÓfl
Ì‡ n + 1-È ‰‡ÂÚ ̋ ÍÓÌÓÏË˛ ÔÓ ̃ ËÒÎÛ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÓÔÂ‡ˆËÈ Ì‡ Â‡ÎËÁ‡ˆË˛ ÒıÂÏ˚ Ì‡ 33% ‚ ‰‚Û-
ÏÂÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ë 25% ‚ ÚÂıÏÂÌÓÏ. 

éÒÚ‡ÌÓ‚ËÏÒfl Ì‡ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚflı ÔÓÒÚÓÂÌËfl ‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı ÒıÂÏ ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ ‚flÁ-
ÍÓ„Ó ÒÊËÏ‡ÂÏÓ„Ó ÚÂÔÎÓÔÓ‚Ó‰ÌÓ„Ó „‡Á‡ 

(14)

„‰Â ‰Îfl N = 2

 =  + , Qj = , λ = µ' – , κ = κ0/cp, ‡ κ0, µ', µ – ÍÓ˝ÙÙË-

ˆËÂÌÚ˚ ÚÂÔÎÓÔÓ‚Ó‰ÌÓÒÚË, ÔÂ‚ÓÈ Ë ‚ÚÓÓÈ ‚flÁÍÓÒÚË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, G – ‚ÂÍÚÓ ‚ÌÂ¯ÌËı ÒËÎ.

èË ÔÓ‚Â‰ÂÌËË ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ‡Ò˜ÂÚÓ‚, Í‡Í Ô‡‚ËÎÓ, ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl ÌÂ‡‚ÌÓÏÂÌ˚Â ÒÂÚÍË. ùÚÓ
Ò‚flÁ‡ÌÓ Ò ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚ¸˛ Ò„Û˘ÂÌËfl ¯‡„Ó‚ ÒÂÚÍË ‚ Ó·Î‡ÒÚflı ·ÓÎ¸¯Ëı „‡‰ËÂÌÚÓ‚ ‰Îfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl
‰ÂÚ‡Î¸ÌÓÈ Í‡ÚËÌ˚ ÚÂ˜ÂÌËfl Ë ÔÓ‚˚¯ÂÌËfl ÚÓ˜ÌÓÒÚË ‡Ò˜ÂÚ‡. é·˚˜ÌÓ ÔËÏÂÌfl˛Ú ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡-
ÌËfl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ÔÂÂ‚Ó‰fl˘ËÂ ËÒıÓ‰ÌÛ˛ ‡Ò˜ÂÚÌÛ˛ Ó·Î‡ÒÚ¸ ‚ Â‰ËÌË˜Ì˚È Í‚‡‰‡Ú ËÎË ÔÓÎÓÒÛ, ‡
ÚÂ·ÛÂÏÓÂ Ò„Û˘ÂÌËÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Á‡‰‡ÂÚÒfl ‚ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [7]). çËÊÂ
ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ˝ÚÓÚ ÔÓ‰ıÓ‰.

Ç‚Â‰ÂÏ ‚ ÙËÁË˜ÂÒÍÓÈ ‡Ò˜ÂÚÌÓÈ Ó‰ÌÓÒ‚flÁÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Ω, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ·Û‰ÂÏ ÓÚ˚ÒÍË‚‡Ú¸ ̃ ËÒÎÂÌ-
ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ, ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú

„‰Â j, i = 1, 2. (15)

ÅÛ‰ÂÏ ÔÓÎ‡„‡Ú¸, ˜ÚÓ ‰Îfl ÌÂ„Ó ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ó·‡ÚÌÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú xj = xj(qi).
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ë Û˜ÂÚÓÏ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ÒËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ (14) ‚ ÌÓ‚˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı qj ‚ÌÓ‚¸
ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡Ì‡ ‚ ‰Ë‚Â„ÂÌÚÌÓÈ ÙÓÏÂ:

(16)

á‰ÂÒ¸ 

‡ J =  =  –  – flÍÓ·Ë‡Ì ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, „‰Â 

èÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ ÒËÒÚÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ (16) ‚ ÌÂ‰Ë‚Â„ÂÌÚÌÓÏ ‚Ë‰Â:

(17)

á‰ÂÒ¸ Ï‡ÚË˜Ì˚Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚ Bj ÒÓ‰ÂÊ‡Ú ÍÓÌ‚ÂÍÚË‚Ì˚Â ˜ÎÂÌ˚, ˜ÎÂÌ˚ Ò ‰‡‚ÎÂÌËÂÏ Ë ‚flÁÍËÂ
˜ÎÂÌ˚, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÂ ÎË¯¸ ÔÓ‚ÚÓÌ˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÔÓ Í‡Ê‰ÓÏÛ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌË˛ qj, ‡ ‚ÂÍÚÓ F –
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äÓ‚ÂÌfl, ëÎ˛ÌflÂ‚

ÄÔÔÓÍÒËÏËÛÂÏ ËÒıÓ‰Ì˚Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚ Bj ‡ÁÌÓÒÚÌ˚ÏË ÓÔÂ‡ÚÓ‡ÏË Bjh Ò ÔÓfl‰ÍÓÏ O(hk) Ë
ÔÓ‰Ó·ÌÓ Ó‰ÌÓÏÂÌÓÏÛ ÒÎÛ˜‡˛ ‚‚Â‰ÂÏ ‡Ò˘ÂÔÎÂÌËÂ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ Bjh Ì‡ Ëı ÒÛÏÏÛ:

éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚Ë‰ Ï‡ÚË˜Ì˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚  ‚ ÌÓ‚˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ÔÓ‰Ó·ÂÌ ‚Ë‰Û ˝ÚËı ÊÂ ÓÔÂ-
‡ÚÓÓ‚ ‚ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı. íÓ„‰‡ ‰Îfl ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ (16) ‚
ÌÓ‚˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â ÒıÂÏ˚ (12) ËÎË (13), ÔË˜ÂÏ Ëı Â‡ÎËÁ‡ˆËfl
Ì‡ ‰Ó·Ì˚ı ¯‡„‡ı Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Â‡ÎËÁ‡ˆËÂÈ ÒıÂÏ ‚ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚ı
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı.

4. óËÒÎÂÌÌ˚Â ‡Ò˜ÂÚ˚

ÑÎfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚË ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌ˚ı ‡Î„ÓËÚÏÓ‚ ‚ ÏÌÓ„ÓÏÂÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ë ÓˆÂÌÍË
ÚÓ˜ÌÓÒÚË ·˚ÎË ÔÓ‚Â‰ÂÌ˚ ‡Ò˜ÂÚ˚ ‰‚ÛÏÂÌ˚ı Á‡‰‡˜, ‚ ÍÓÚÓ˚ı ËÏÂÎËÒ¸ ÔÓ‰Ó·Î‡ÒÚË ·ÓÎ¸¯Ëı
„‡‰ËÂÌÚÓ‚, Ú‡ÍËÂ Í‡Í ÒÍ‡˜ÍË ÛÔÎÓÚÌÂÌËfl Ë ÓÚ˚‚Ì˚Â ÁÓÌ˚. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔÂ‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë ËÁÛ˜‡ÎÓÒ¸
ÚÂ˜ÂÌËÂ „‡Á‡ ‚ Í‡Ì‡ÎÂ, ‡ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ‚ÚÓÓÈ – Ò‚Âı- Ë „ËÔÂÁ‚ÛÍÓ‚˚Â ÚÂ˜ÂÌËfl „‡Á‡ ÓÍÓÎÓ ˝ÎÂÏÂÌ-
ÚÓ‚ ÏÓ‰ÂÎ¸ÌÓ„Ó ÎÂÚ‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‡ÔÔ‡‡Ú‡ (ãÄ).

4.1. á‡‰‡˜‡ Ó ÚÂ˜ÂÌËË „‡Á‡ ‚ Í‡Ì‡ÎÂ

Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔËÏÂÓ‚ ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËfl ÚÂ˜ÂÌËÈ „‡Á‡ ‚ Í‡Ì‡ÎÂ
ÔË ÒÍÓÓÒÚË Ì‡·Â„‡˛˘Â„Ó ÔÓÚÓÍ‡ M0 = 2.25 ÔË Ì‡ÎË˜ËË ‚‰Û‚‡ „‡Á‡ Ò ̃ ‡ÒÚË ÌËÊÌÂÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË.
êÂ¯ÂÌËÂ ‰‡ÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒfl Ì‡ÎË˜ËÂÏ ÒËÎ¸ÌÓ„Ó „ÓÎÓ‚ÌÓ„Ó ÒÍ‡˜Í‡ ÛÔÎÓÚÌÂÌËfl ÓÍÓÎÓ
ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ‚‰Û‚‡ „‡Á‡, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÒÎÓÊÌÓÈ Í‡ÚËÌÓÈ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl Û‰‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ Á‡ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ
‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl. 

ÑÎfl Û‰Ó·ÒÚ‚‡ ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl Ë ‡Ì‡ÎËÁ‡ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ËÒıÓ‰Ì˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl ç‡‚¸Â–
ëÚÓÍÒ‡ ·˚ÎË ÔË‚Â‰ÂÌ˚ Í ·ÂÁ‡ÁÏÂÌÓÏÛ ‚Ë‰Û. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ·ÂÁ‡ÁÏÂÌ˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ·˚ÎË ‚˚-
·‡Ì˚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ‚ÂÎË˜ËÌ˚: ‚˚ÒÓÚ‡ Í‡Ì‡Î‡ L, ÒÍÓÓÒÚ¸ Ì‡·Â„‡˛˘Â„Ó ÔÓÚÓÍ‡ v0, ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ „‡Á‡ ρ0,
ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ‡ T0. óËÒÎÓ êÂÈÌÓÎ¸‰Ò‡ Re = Lρ0v0/µ0 ÓÔÂ‰ÂÎflÎÓÒ¸ ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚ‡Ï Ì‡·Â„‡˛˘Â„Ó ÔÓ-
ÚÓÍ‡. á‰ÂÒ¸ Ë ‰‡ÎÂÂ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ‚flÁÍÓÒÚË Á‡‰‡‚‡ÎÒfl ÙÛÌÍˆËÂÈ ÓÚ ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ˚
ÔÓ ÒÚÂÔÂÌÌÓÏÛ Á‡ÍÓÌÛ µ = Tω, „‰Â 0.5 ≤ ω ≤ 1.0 (‚ ‡Ò˜ÂÚ‡ı ω = 0.76), ÚÂÔÎÓÔÓ‚Ó‰ÌÓÒÚ¸ λ – ÔÓ Á‡-
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ÍÓÌÛ λ = µ' – , „‰Â µ' – ‚ÚÓÓÈ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ‚flÁÍÓÒÚË, µ – ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÈ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ‚flÁÍÓ-

ÒÚË, ‚ ‡Ò˜ÂÚ‡ı µ' ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl ‡‚Ì˚Ï ÌÛÎ˛.
ëÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë Ì‡ıÓ‰ËÎÓÒ¸ ‚ ÔË·ÎËÊÂÌËË Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚flÁÍÓ„Ó „‡Á‡ ‚ ÔÂÓ·‡-

ÁÓ‚‡ÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı (15) ÔÓ ‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ ÒıÂÏÂ ‚Ë‰‡ (12). ê‡Ò˜ÂÚÌ‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸ (ÙË„. 2), ‚ ÍÓÚÓÓÈ
Ì‡ıÓ‰ËÎÓÒ¸ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ ‡ÁÏÂÓÏ 6.5 × 2.0 Â‰ËÌËˆ, ‚ÌÛÚ-
Ë ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl Í‡Ì‡Î. ç‡˜‡ÎÓ ‡Ò˜ÂÚÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÚÓ˜ÍÂ x1 = –0.5, ÌËÊ-
Ìflfl ÒÚÂÌÍ‡ Í‡Ì‡Î‡ Ì‡˜ËÌ‡ÂÚÒfl ‚ ÚÓ˜ÍÂ x1 = 0.0, ‚ÂıÌflfl ÒÚÂÌÍ‡ Í‡Ì‡Î‡ ÒÏÂ˘ÂÌ‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÌËÊ-
ÌÂÈ ÒÚÂÌÍË ‚Ô‡‚Ó Ì‡ x1 = 0.5.

ç‡ „‡ÌËˆ‡ı ‡Ò˜ÂÚÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Á‡‰‡‚‡ÎËÒ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Í‡Â‚˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl: Ì‡ „‡ÌËˆÂ Γ2 ÔË
x1 = –0.5 – ÌÂ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌ˚È Ò‚ÂıÁ‚ÛÍÓ‚ÓÈ ÔÓÚÓÍ, Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚È ÓÒË x1, Ì‡ ÎËÌËflı x2 = 0, –0.5 ≤ x1 ≤
≤ 0.0 Ë x2 = 2, –0.5 ≤ x1 ≤ 0.5 – ÛÒÎÓ‚Ëfl ÒËÏÏÂÚËË 

Ì‡ ÒÚÂÌÍ‡ı Í‡Ì‡Î‡ Ì‡ Γ1, Γ3 – ÛÒÎÓ‚Ëfl ÔËÎËÔ‡ÌËfl Ë ÚÂÔÎÓ‚ÓÈ ËÁÓÎflˆËË vj = 0, ∂T/∂x2 = 0, Ì‡ ‚˚ıÓ‰Â
ËÁ Í‡Ì‡Î‡ Ì‡ Γ4 – Ïfl„ÍËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl 

(18)

„‰Â m = 1 ËÎË 2. ç‡ ÌËÊÌÂÈ ÒÚÂÌÍÂ Í‡Ì‡Î‡ Á‡‰‡‚‡ÎÒfl ËÒÚÓ˜ÌËÍ ‚‰Û‚‡ „‡Á‡, Ì‡˜ËÌ‡˛˘ËÈÒfl ‚ ÚÓ˜ÍÂ
x = 1.0, ¯ËËÌÓÈ 0.05 Â‰ËÌËˆ˚. ëÍÓÓÒÚ¸ ‚‰Û‚‡ „‡Á‡ ÔÓÎ‡„‡Î‡Ò¸ Á‚ÛÍÓ‚ÓÈ, Ú.Â. M1 = 1.0, „‡Á ‚‰Û-
‚‡ÎÒfl Ò Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË ρ1 = 4ρ0, p1 = 4p0, T1 = T0. ï‡‡ÍÚÂËÒÚËÍË Ì‡·Â„‡˛˘Â„Ó ÔÓÚÓÍ‡ ‚˚·Ë‡ÎËÒ¸
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË: ˜ËÒÎÓ êÂÈÌÓÎ¸‰Ò‡ Re = 104, γ = 1.4, Pr = 0.72, ω = 0.76. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ‡Ò-
ÔÂ‰ÂÎÂÌËfl (ÔË t = 0) ‚ÌÛÚË Ó·Î‡ÒÚË Á‡‰‡‚‡ÎÓÒ¸ ÌÂÒÓ„Î‡ÒÓ‚‡ÌÌÓÂ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚
ÔÓÚÓÍ‡ – ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â ÒÍÓÓÒÚ¸, ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ Ë ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ‡.

êÂ¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë ÓÚ˚ÒÍË‚‡ÎÓÒ¸ ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËfl, ÍËÚÂËÂÏ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËfl ÔÓÎ‡„‡ÎÓÒ¸
‚˚ÔÓÎÌÂÌËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl (ρn + 1 – ρn)/τρn ≤ 10–4 ‚Ó ‚ÒÂı ÛÁÎ‡ı ‡Ò˜ÂÚÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË. ê‡Ò˜ÂÚ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ Ì‡
ÒÂÚÍÂ 521 × 161 ÛÁÂÎ. ìÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËÂ Í ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÏÛ Â¯ÂÌË˛ ‰ÓÒÚË„‡ÎÓÒ¸ Á‡ ≈7 × 103 ËÚÂ‡ˆËÈ
ÔË ÌÂÒÓ„Î‡ÒÓ‚‡ÌÌÓÏ Á‡‰‡ÌËË Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÓÎfl, ‡ ÔË Á‡‰‡ÌËË ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ Â-
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äÓ‚ÂÌfl, ëÎ˛ÌflÂ‚

¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë ÔË ‰Û„Ëı Ô‡‡ÏÂÚ‡ı ˜ËÒÎÓ ËÚÂ‡ˆËÈ ‰Ó ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÛÏÂÌ¸¯‡ÎÓÒ¸ ‚ ≈3 ‡Á‡
(‰Ó ≈2.5 × 103 ËÚÂ‡ˆËÈ).

ç‡ ÙË„. 3 Ë 4 ÔË‚Â‰ÂÌÓ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÔÓÎfl ÒÍÓÓÒÚË Ë ËÁÓÎËÌËË ÔÎÓÚÌÓÒÚË „‡Á‡ ÔË ˜ËÒÎÂ
M = 2.25.

ç‡ ËÒÛÌÍ‡ı ˜ÂÚÍÓ ‚˚‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÒÎ‡·˚Â ÒÍ‡˜ÍË ÓÚ ÍÓÏÓÍ Í‡Ì‡Î‡ Ë ıÓÓ¯Ó ‚Ë‰ÂÌ „ÓÎÓ‚ÌÓÈ
ÒÍ‡˜ÓÍ ÛÔÎÓÚÌÂÌËfl, ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘ËÈ ÔÂÂ‰ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ ‚‰Û‚‡ „‡Á‡. ç‡ ÌËÊÌÂÈ ÒÚÂÌÍÂ Á‡ ËÒÚÓ˜ÌË-
ÍÓÏ ‚‰Û‚‡ (ÙË„. 5‡) ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ÔÓÚflÊÂÌÌ‡fl ÁÓÌ‡ ‚ÓÁ‚‡ÚÌÓ„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl, Á‡ ÍÓÚÓÓÈ ‡Á‚Ë‚‡ÂÚÒfl
ÔÓ„‡ÌË˜Ì˚È ÒÎÓÈ. ç‡‰ ÁÓÌÓÈ ÓÚ˚‚‡ Ë ÔÓ„‡ÌË˜ÌÓ„Ó ÒÎÓfl ÙÓÏËÛÂÚÒfl ‚ËÒfl˜ËÈ ÒÍ‡˜ÓÍ ÛÔÎÓÚ-
ÌÂÌËfl, ÍÓÚÓ˚È ÌËÊÂ ÔÓ ÚÂ˜ÂÌË˛ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ ÒÓ ÒÍ‡˜ÍÓÏ, ÓÚ‡ÊÂÌÌ˚Ï ÓÚ ‚ÂıÌÂÈ ÒÚÂÌÍË
Í‡Ì‡Î‡. ÇÓÁÌËÍ¯ËÈ ÓÚ ‚‰Û‚‡ ÒÍ‡˜ÓÍ ÛÔÎÓÚÌÂÌËfl ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ Ò ÔÓ„‡ÌË˜Ì˚Ï ÒÎÓÂÏ ÓÍÓÎÓ
‚ÂıÌÂÈ ÒÚÂÌÍË Í‡Ì‡Î‡ Ë ËÌËˆËËÛÂÚ Â„Ó ÓÚ˚‚ (ÙË„. 5·). 

Ç ÔÓˆÂÒÒÂ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl Ô‡‰‡˛˘Â„Ó „ÓÎÓ‚ÌÓ„Ó ÒÍ‡˜Í‡ Ë ÓÚÓ‚‡‚¯Â„ÓÒfl, ‡ Á‡ÚÂÏ ÔËÒÓÂ‰Ë-
ÌË‚¯Â„ÓÒfl ÔÓ„‡ÌË˜ÌÓ„Ó ÒÎÓfl ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ÒËÒÚÂÏ‡ ËÁ ‰‚Ûı ÒÍ‡˜ÍÓ‚ Ë ‚ÓÎÌ˚ ‡ÁÂÊÂÌËfl ÏÂÊ‰Û ÌË-
ÏË. ç‡ ÌÂÍÓÚÓÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËË ÓÚ ‚ÂıÌÂÈ ÒÚÂÌÍË ÒÍ‡˜ÍË ÔÂÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl, Ó·‡ÁÛfl Ó‰ËÌ ÒÍ‡˜ÓÍ, ‰‚Ë-
ÊÛ˘ËÈÒfl Í ÌËÊÌÂÈ ÒÚÂÌÍÂ. éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ÒıÂÏ˚ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ‡ÔÔÓÍ-
ÒËÏ‡ˆËË ÔÓÁ‚ÓÎËÎÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‰ÂÚ‡Î¸ÌÛ˛ Í‡ÚËÌÛ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Ëı ÒÍ‡˜ÍÓ‚ ·ÂÁ ÔËÏÂÌÂÌËfl
ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚ı ‡Î„ÓËÚÏÓ‚ Ëı ‚˚‰ÂÎÂÌËfl. èÓÔ˚ÚÍË ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ‰‡ÌÌÓÈ Í‡ÚËÌ˚ ÚÂ˜ÂÌËfl ÔÓ ÒıÂÏÂ
ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡ ÌÂ Û‚ÂÌ˜‡ÎËÒ¸ ÛÒÔÂıÓÏ ‰‡ÊÂ Ì‡ Ó˜ÂÌ¸ ÏÂÎÍËı ÒÂÚÍ‡ı. çÂÍÓÚÓ˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚
‡Ò˜ÂÚÓ‚ ÔË ‰Û„Ëı Ô‡‡ÏÂÚ‡ı Ì‡·Â„‡˛˘Â„Ó ÔÓÚÓÍ‡ ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ‚ [12].

4.2. íÂ˜ÂÌËÂ „‡Á‡ ÓÍÓÎÓ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ÏÓ‰ÂÎ¸ÌÓ„Ó ÎÂÚ‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‡ÔÔ‡‡Ú‡

ÇÓ ‚ÚÓÓÈ ÒÂËË ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ·˚ÎÓ ÔÓ‚Â‰ÂÌÓ ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËÂ ÚÂ˜ÂÌËÈ ‚flÁÍÓ„Ó ÒÊËÏ‡ÂÏÓ„Ó ÚÂÔ-
ÎÓÔÓ‚Ó‰ÌÓ„Ó „‡Á‡ ÓÍÓÎÓ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ÎÂÚ‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‡ÔÔ‡‡Ú‡, ‚ÁflÚÓ„Ó ËÁ [13]. ÄÔÔ‡‡Ú ËÏÂÂÚ Á‡-
ÓÒÚÂÌÌÛ˛ ÔÂÂ‰Ì˛˛ ÍÓÏÍÛ (ÙË„. 6). Ö„Ó ÌËÊÌflfl Ó·‡ÁÛ˛˘‡fl ‰Ó ‚ıÓ‰‡ ‚ Í‡Ì‡Î ‚ÓÁ‰ÛıÓÁ‡·Ó-
ÌËÍ‡ ËÏÂÂÚ ÚË ËÁÎÓÏ‡: ÔÂ‚˚È ‚ ÚÓ˜ÍÂ x = 3.0, ‚ÚÓÓÈ ‚ ÚÓ˜ÍÂ x = 3.8, ÚÂÚËÈ ‚ ÚÓ˜ÍÂ x = 4.5. èÂ-
‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ ÌÂÒÛ˘ÂÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ËÏÂÂÚ Ì‡ÍÎÓÌ 1°54′, ‚ÚÓ‡fl 15°49′, ÚÂÚ¸fl 16°, ˜ÂÚ‚ÂÚ‡fl 24°. éÒ¸
x Ì‡Ô‡‚ËÏ ÔÓ ÌËÊÌÂÈ ÒÚÂÌÍÂ ÔÎÓÒÍÓ„Ó Í‡Ì‡Î‡ ‚ÓÁ‰ÛıÓÁ‡·ÓÌËÍ‡, ‡ Á‡ ı‡‡ÍÚÂÌ˚È ÎËÌÂÈÌ˚È
Ï‡Ò¯Ú‡· L ‚ÓÁ¸ÏÂÏ Ó‰ËÌ‡ÚÛ ÌÓÒÍ‡ Ó·ÚÂÍ‡ÂÏÓ„Ó ÚÂÎ‡ (ÔÂÂ‰ÌÂÈ ÚÓ˜ÍË ‚ÂıÌÂÈ Ó·‡ÁÛ˛˘ÂÈ ‚ÓÁ-
‰ÛıÓÁ‡·ÓÌËÍ‡). èË Ú‡ÍÓÏ Ï‡Ò¯Ú‡·ËÓ‚‡ÌËË ‚˚ÒÓÚ‡ Í‡Ì‡Î‡ ‚ÓÁ‰ÛıÓÁ‡·ÓÌËÍ‡ ‡‚Ì‡ 0.25. çË-
ÊÂ ÔË‚Ó‰flÚÒfl ÌÂÍÓÚÓ˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ÚÂ˜ÂÌËÈ ÔË Ò‚Âı- Ë „ËÔÂÁ‚ÛÍÓ‚˚ı ÒÍÓÓÒÚflı
Ì‡·Â„‡˛˘Â„Ó ÔÓÚÓÍ‡ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÍÓÎÓ ÌÂÒÛ˘ÂÈ ˜‡ÒÚË ÎÂÚ‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‡ÔÔ‡‡Ú‡ – ‡Ò˜ÂÚÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Ω1
(ÙË„. 6), ‚ÍÎ˛˜‡fl Ë ÚÂ˜ÂÌËÂ ‚ Í‡Ì‡ÎÂ.

ä‡Í Ë ‡ÌÂÂ, ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë Ì‡ıÓ‰ËÎÓÒ¸ ‚ ÔË·ÎËÊÂÌËË Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–
ëÚÓÍÒ‡ ‚ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı (15) ÔÓ ‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ ÒıÂÏÂ ‚Ë‰‡ (12) ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂ-
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ÌËfl. ç‡ „‡ÌËˆÂ Ó·Î‡ÒÚË ÔË x1 = –0.5, 0 ≤ x2 ≤ 1.0 Ë x2 = 1, –0.5 ≤ x1 ≤ 0 Á‡‰‡‚‡ÎÒfl ÌÂ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌ˚È
Ò‚ÂıÁ‚ÛÍÓ‚ÓÈ ÔÓÚÓÍ, Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚È ÓÒË x1, Ì‡ ÒÚÂÌÍ‡ı Í‡Ì‡Î‡ – ÛÒÎÓ‚Ëfl ÔËÎËÔ‡ÌËfl v1 = v2 = 0 Ë
ÚÂÔÎÓ‚ÓÈ ËÁÓÎflˆËË ∂T/∂n = 0, ‡ Ì‡ „‡ÌËˆÂ x2 = 0, –0.5 ≤ x1 ≤ 5.0 Ë Ì‡ ‚˚ıÓ‰Â ËÁ Í‡Ì‡Î‡ – Ïfl„ÍËÂ
Í‡Â‚˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl (18). óËÒÎÓ å‡ı‡ Ì‡·Â„‡˛˘Â„Ó ÔÓÚÓÍ‡ ‚‡¸ËÓ‚‡ÎÓÒ¸ ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı M0 ÓÚ 4 ‰Ó 8,
˜ËÒÎÓ Re = 104, γ = 1.4, Pr = 0.72, ω = 0.76. èË ‚˚ÔÓÎÌÂÌËË ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â ÒÂÚÍË ‚‡¸ËÓ-
‚‡ÎËÒ¸. éÒÌÓ‚Ì˚Â ‡Ò˜ÂÚ˚ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ Ì‡ ÒÂÚÍÂ 261 × 161 ÛÁÂÎ. ê‡Ò˜ÂÚ˚ Ì‡ ·ÓÎÂÂ ÔÓ‰Ó·Ì˚ı ÒÂÚ-
Í‡ı ÌÂ ÔË‚Ó‰ËÎË Í ÓÚÎË˜ËflÏ ‚ ̃ ËÒÎÂÌÌÓÏ Â¯ÂÌËË ·ÓÎÂÂ ̃ ÂÏ Ì‡ 2%. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ‡Ò-
ÔÂ‰ÂÎÂÌËfl Á‡‰‡‚‡ÎËÒ¸ ÌÂ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÒÍÓÓÒÚË, ÔÎÓÚÌÓÒÚË Ë ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ˚, ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚Û˛˘ËÂ Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËflÏ ‚Ó ‚ıÓ‰ÌÓÏ ÒÂ˜ÂÌËË. ä‡Í Ô‡‚ËÎÓ, ‰Îfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓ„Ó
Â¯ÂÌËfl ÓÚ ÌÂÒÓ„Î‡ÒÓ‚‡ÌÌ˚ı Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı Ì‡ ‚˚·‡ÌÌÓÈ ÒÂÚÍÂ ÚÂ·Ó‚‡ÎÓÒ¸ ≈6 × 103 ËÚÂ-
‡ˆËÈ, ÔË Á‡‰‡ÌËË ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl Â¯ÂÌËfl, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓ„Ó ‰Îfl ‰Û„Ëı Ô‡-
‡ÏÂÚÓ‚ (Ì‡ÔËÏÂ, Ò ‰Û„ËÏ ˜ËÒÎÓÏ å‡ı‡), ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËÂ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó 0.01% ‰ÓÒÚË„‡ÎÓÒ¸ Á‡
≈2 × 103 ËÚÂ‡ˆËÈ.

ç‡ ÙË„. 7 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÔÓÎfl ÒÍÓÓÒÚË ÔË Ó·ÚÂÍ‡ÌËË „ÓÎÓ‚ÌÓÈ ˜‡ÒÚË ãÄ
Ò‚ÂıÁ‚ÛÍÓ‚˚Ï ÔÓÚÓÍÓÏ „‡Á‡ ÔË å = 8. àÁ ËÒÛÌÍ‡ ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Û ÌÂÒÛ˘ÂÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ãÄ ‚ Ó·-
Î‡ÒÚË ËÁÎÓÏ‡ 1 Ó·‡ÁÛÂÚÒfl ÁÓÌ‡ ‡Á‚ËÚÓ„Ó ÔÓ„‡ÌË˜ÌÓ„Ó ÒÎÓfl, Ì‡ ÔÂÂ‰ÌÂÈ ÍÓÏÍÂ ÙÓÏËÛÂÚÒfl
„ÓÎÓ‚ÌÓÈ ÒÍ‡˜ÓÍ ÛÔÎÓÚÌÂÌËfl, ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË 1 ËÁÎÓÏ‡ Ó·‡ÁÛ˛˘ÂÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ
‚ËÒfl˜ËÈ ÒÍ‡˜ÓÍ. á‡ÏÂÚËÏ, ̃ ÚÓ ÔË ÏÂÌ¸¯Ëı ̃ ËÒÎ‡ı å‡ı‡ Ì‡·Â„‡˛˘Â„Ó ÔÓÚÓÍ‡ Ó·Î‡ÒÚ¸ ÔÓ„‡ÌË˜-
ÌÓ„Ó ÒÎÓfl ÚÓÌ¸¯Â.

áÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ‡ÁÎË˜‡˛ÚÒfl Í‡ÚËÌ˚ ÚÂ˜ÂÌËfl ÔË ‚ıÓ‰Â ‚ Í‡Ì‡Î ‚ÓÁ‰ÛıÓÁ‡·ÓÌËÍ‡. ä‡Í ‚Ë‰ÌÓ
ËÁ ÙË„. 8‡, ÔË å = 4 ÓÚ ÌËÊÌÂÈ ÒÚÂÌÍË Í‡Ì‡Î‡ ÙÓÏËÛÂÚÒfl ÒÍ‡˜ÓÍ ÛÔÎÓÚÌÂÌËfl, ‡ ÓÍÓÎÓ ‚ÂıÌÂÈ
ÒÚÂÌÍË Í‡Ì‡Î‡ Ó·‡ÁÛÂÚÒfl ÁÓÌ‡ ÓÚ˚‚‡ ÔÓ„‡ÌË˜ÌÓ„Ó ÒÎÓfl, ÍÓÚÓ‡fl Á‡ÌËÏ‡ÂÚ 16% ÓÚ ‚˚ÒÓÚ˚ Í‡-
Ì‡Î‡ ≈0.04L. èË Û‚ÂÎË˜ÂÌËË ÒÍÓÓÒÚË Ì‡·Â„‡˛˘Â„Ó ÔÓÚÓÍ‡ ‚ 2 ‡Á‡ (M = 8) ÚÓÎ˘ËÌ‡ Ó·Î‡ÒÚË
‚ÓÁ‚‡ÚÌÓ„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ë ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ ≈50 (ÙË„. 8·).

ç‡ ÙË„. 9 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌÓ„Ó ÚÂÌËfl, ÔÓ ÍÓÚÓ˚Ï
ÏÓÊÌÓ ÓˆÂÌËÚ¸ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ‰ÎËÌ˚ ÓÚ˚‚ÌÓÈ ÁÓÌ˚ ÓÚ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ˜ËÒÂÎ å‡ı‡. àÁ ‰‡ÌÌÓ„Ó ËÒÛÌ-
Í‡ ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ÔÂ‚ÓÈ (x = 3.0) Ë ÚÂÚ¸ÂÈ (x = 4.5) ÚÓ˜Í‡ı ËÁÎÓÏ‡ ÌÂÒÛ˘ÂÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ì‡·Î˛‰‡-
˛ÚÒfl ÂÊËÏ˚, ·ÎËÁÍËÂ Í ÓÚ˚‚Û ÔÓ„‡ÌË˜ÌÓ„Ó ÒÎÓfl (ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ ÚÂÌËfl ·ÎËÁÍË ‚
ÌÛÎ˛). 

ì‚ÂÎË˜ÂÌËÂ Ó·Î‡ÒÚË ‚ÓÁ‚‡ÚÌÓ„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl, ÔÓ-‚Ë‰ËÏÓÏÛ, ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏÛ ÛÏÂÌ¸¯Â-
ÌË˛ ¯ËËÌ˚ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ÒÂ˜ÂÌËfl Í‡Ì‡Î‡ ‚ÓÁ‰ÛıÓÁ‡·ÓÌËÍ‡ Ë Í Ó·‡ÁÓ‚‡ÌË˛ ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË
ÚÂ˜ÂÌËfl ÚËÔ‡ ÚÂ˜ÂÌËfl ‚ “ÊË‰ÍÓÏ ÒÓÔÎÂ ãÓ‚‡Îfl” (ÙË„. 8·). èË ÔÓıÓÊ‰ÂÌËË ÔÓÚÓÍ‡ ˜ÂÂÁ ÒÛÊÂ-
ÌËÂ Í‡Ì‡Î‡ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÂÁÍÓÂ ÚÓÏÓÊÂÌËÂ ÔÓÚÓÍ‡ „‡Á‡, ÔÓÒÎÂ ˜Â„Ó ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ·˚ÒÚÓÂ ‚ÓÒÒÚ‡-
ÌÓ‚ÎÂÌËÂ ÒÍÓÓÒÚË ‰Ó ‚ÂÎË˜ËÌ, ·ÎËÁÍËı Í ÁÌ‡˜ÂÌËflÏ Ì‡ ‚ıÓ‰Â ‚ Í‡Ì‡Î ‚ÓÁ‰ÛıÓÁ‡·ÓÌËÍ‡. ÑÎfl ÔÓ-

1.0

0.5

0
0 1 2 3 4 5 6

y

x

îË„. 7.

0.3

0.2

0.1

0

y

5.0 5.5 6.0x

0.3

0.2

0.1

0

y

5.0 5.5 6.0x

îË„. 8.



714

ÜìêçÄã ÇõóàëãàíÖãúçéâ åÄíÖåÄíàäà à åÄíÖåÄíàóÖëäéâ îàáàäà      ÚÓÏ 49      ‹ 4      2009

äÓ‚ÂÌfl, ëÎ˛ÌflÂ‚

ÎÛ˜ÂÌËfl ·ÓÎÂÂ ‰ÂÚ‡Î¸ÌÓÈ Í‡ÚËÌ˚ ÚÂ˜ÂÌËfl ‚ÌÛÚË Í‡Ì‡Î‡ ‚ÓÁ‰ÛıÓÁ‡·ÓÌËÍ‡ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÔÓ‚Â-
‰ÂÌËÂ ‡Ò˜ÂÚÓ‚ Ì‡ ·ÓÎÂÂ ÔÓ‰Ó·Ì˚ı ÒÂÚÍ‡ı.

Ç˚‚Ó‰˚

èË‚Â‰ÂÌÌ˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËfl ‚ÌÛÚÂÌÌËı ÚÂ˜ÂÌËÈ ‚ Í‡Ì‡ÎÂ Ò ‚ÓÁÌËÍÌÓ‚ÂÌËÂÏ ÁÓÌ
Û‰‡ÌÓ„Ó ÔÂÂıÓ‰‡, Ëı ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ, ÒÓ ÒÚÂÌ‡ÏË Í‡Ì‡Î‡ Ë ÁÓÌ‡ÏË ÓÚ˚‚‡ ÔÓ„‡-
ÌË˜ÌÓ„Ó ÒÎÓfl ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛Ú ̋ ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚ¸ ÔÂ‰Î‡„‡ÂÏÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ Ë Â„Ó ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÛ˛ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸
‰‡ÊÂ ·ÂÁ ÔË‚ÎÂ˜ÂÌËfl ‡Î„ÓËÚÏÓ‚ Ò„Û˘ÂÌËfl ÒÂÚÓÍ. èËÏÂ ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËfl Ò‚Âı- Ë „ËÔÂÁ‚ÛÍÓ-
‚˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ ÓÍÓÎÓ ãÄ ÔÓÍ‡Á‡Î ÔËÏÂÌËÏÓÒÚ¸ ‡Î„ÓËÚÏ‡ ‰Îfl ‡Ò˜ÂÚ‡ ÍÓÏ·ËÌËÓ‚‡ÌÌ˚ı Á‡‰‡˜
‡˝Ó‰ËÌ‡ÏËÍË (‚ÌÛÚÂÌÌËı Ë ‚ÌÂ¯ÌËı) Ë ÔË„Ó‰ÌÓÒÚ¸ Â„Ó ‰Îfl ‡Ò˜ÂÚ‡ Ó·ÚÂÍ‡ÌËfl ÚÂÎ ÒÎÓÊÌÓÈ
ÙÓÏ˚. èÓÒÚÓÚ‡ Â‡ÎËÁ‡ˆËË ÒıÂÏ˚ Ì‡ ‰Ó·Ì˚ı ¯‡„‡ı, ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ËÁÏÂÌÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÔÓ-
ÚÓÍ‡ Ë ¯‡„Ó‚ ÒÂÚÍË ‚ ¯ËÓÍÓÏ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ (Ì‡ ÓÒÌÓ‚‡ÌËË ·ÓÎ¸¯Ó„Ó Á‡Ô‡Ò‡ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÒıÂÏ˚),
˝ÍÓÌÓÏË˜ÌÓÒÚ¸ ‡Î„ÓËÚÏ‡ ‰ÂÎ‡˛Ú Â„Ó ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚Ï ËÌÒÚÛÏÂÌÚÓÏ ‰Îfl ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ÔÓ·ÎÂÏ
‡˝Ó‰ËÌ‡ÏËÍË.
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ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Ó‰Ì‡ ÒËÒÚÂÏ‡ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ò‚ÂÚÍË Ì‡ ÔÓÎÛÔflÏÓÈ Ò ÌÂÓ·‡ÚË-
Ï˚Ï Ï‡ÚË˜Ì˚Ï ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Ï ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ, ÒËÏ‚ÓÎ ÍÓÚÓÓ„Ó ËÏÂÂÚ ÌÛÎ¸ ˜ÂÚ‚ÂÚÓ„Ó ÔÓfl‰-
Í‡. èËÏÂÌÂÌËÂ ÏÂÚÓ‰‡ ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓÈ Ù‡ÍÚÓËÁ‡ˆËË ‰‡ÂÚ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ‚˚‰ÂÎËÚ¸ ÌÂÓ·‡ÚË-
Ï˚Â Ù‡ÍÚÓ˚ ËÁ ËÒıÓ‰ÌÓ„Ó ÌÂÓ·‡ÚËÏÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ Ë Ò‚ÂÒÚË ÒËÒÚÂÏÛ Í ÌÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ Ò ÌÂ-
‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ˚Ï ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Ï ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ. ÑÓÍ‡Á‡Ì‡ ÒÚÛÍÚÛ‡Î¸Ì‡fl ÚÂÓÂÏ‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl
Â¯ÂÌËfl ËÒıÓ‰ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚. ÅË·Î. 8.

 

äÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡

 

: ÌÂÓ·‡ÚËÏ˚È ÓÔÂ‡ÚÓ, Ù‡ÍÚÓËÁ‡ˆËfl, ÒËÏ‚ÓÎ ÓÔÂ‡ÚÓ‡, ÒËÒÚÂÏ‡ ËÌÚÂ-
„‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÇËÌÂ‡–ïÓÔÙ‡, Ï‡ÚË˜Ì˚È ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚È ÓÔÂ‡ÚÓ, ÒÚÛÍÚÛ‡Î¸Ì‡fl
ÚÂÓËfl ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl Â¯ÂÌËfl.

 

ÇÇÖÑÖçàÖ

 

ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ò ‡ÁÌÓÒÚÌ˚Ï 2 

 

×

 

 2 Ï‡ÚË˜Ì˚Ï
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J

 

 – Â‰ËÌË˜Ì˚È ÓÔÂ‡ÚÓ,  – Ï‡ÚË˜Ì˚È ÓÔÂ‡ÚÓ ÇËÌÂ‡–ïÓÔÙ‡ ‚Ë‰‡ 
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(4)

„‰Â 

 

I

 

 =  – Â‰ËÌË˜Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡.
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íÂ‰ÊflÌ, ï‡˜‡ÚflÌ

 

àÁ (4) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

ê‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (4) Ë„‡ÂÚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÛ˛ ÓÎ¸ ‚ Ì‡¯Ëı ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Ëı ‡ÒÒÏÓÚÂÌËflı.

ì‡‚ÌÂÌËÂ (1), ÍÓÏÂ Ò‡ÏÓÒÚÓflÚÂÎ¸ÌÓ„Ó Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ËÌÚÂÂÒ‡, ËÏÂÂÚ ‚‡ÊÌ˚Â ÔËÏÂÌÂ-
ÌËfl ‚ ÙËÁË˜ÂÒÍÓÈ ÍËÌÂÚËÍÂ Ë ‚ ‰Û„Ëı ÔËÎÓÊÂÌËflı ÂÒÚÂÒÚ‚ÓÁÌ‡ÌËfl (ÒÏ. [1]–[3]).

ì‡‚ÌÂÌËÂ (1) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÒËÒÚÂÏÛ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ò ÌÂÓ·‡ÚËÏ˚Ï Ï‡ÚË˜-
Ì˚Ï ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Ï ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ, ÒËÏ‚ÓÎ ÍÓÚÓÓ„Ó ËÏÂÂÚ ÌÛÎ¸ ˜ÂÚ‚ÂÚÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡. í‡Í‡fl ‚˚ÒÓ-
Í‡fl ÒÚÂÔÂÌ¸ ‚˚ÓÊ‰ÂÌËfl ÛÒÎÓÊÌflÂÚ ÔflÏÓÂ ˜ËÒÎÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ (1).

Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ‡·ÓÚÂ Ò ÔËÏÂÌÂÌËÂÏ ÏÂÚÓ‰‡ ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓÈ Ù‡ÍÚÓËÁ‡ˆËË Û‰‡ÂÚÒfl Ò‚ÂÒÚË ËÒıÓ‰-
ÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ Í ÌÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ Ò ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ˚Ï Ï‡ÚË˜Ì˚Ï ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Ï ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ. ç‡ÍÎ‡-
‰˚‚‡fl ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl Ì‡ fl‰Ó, ‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÚÛÍÚÛ‡Î¸Ì‡fl ÚÂÓÂÏ‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl
Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ (1), (3), (4).

1. çÖéÅêÄíàåéëíú éèÖêÄíéêÄ 

 

J

 

 – 
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Û‡‚ÌÂÌËÈ ÇËÌÂ‡–ïÓÔÙ‡ (ÒÏ. [4]–[6]) ‰Îfl Ó·‡ÚËÏÓÒÚË ÓÔÂ‡ÚÓ‡ 

 

J

 

 –  ‚ Î˛·ÓÏ ËÁ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚

 

E

 

2

 

 ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Ë ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‚˚ÔÓÎÌÂÌËÂ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ÛÒÎÓ‚ËÈ:

‡) ÒËÏ‚ÓÎ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ ÌÂ ‚˚ÓÊ‰ÂÌ, Ú.Â.

(5)

·) ˜‡ÒÚÌ˚Â ËÌ‰ÂÍÒ˚ ‡‚Ì˚ ÌÛÎ˛, Ú.Â.

(6)

é‰Ì‡ÍÓ ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (4) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ (5) ‰Îfl ÒËÒÚÂÏ˚ (1) ‚ ÚÓ˜ÍÂ 

 

s

 

 = 0 Ì‡Û¯‡ÂÚÒfl, Ú.Â.

det[

 

I

 

 – (0)] = 0. àÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (4) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÓÔÂ‡ÚÓ 

 

J

 

 –  ÌÂÓ·‡ÚËÏ ‚ E2, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÒËÒÚÂÏ‡ (1)
‚˚Ô‡‰‡ÂÚ ËÁ Ó·˘ÂÈ ÚÂÓËË ÒËÒÚÂÏ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÇËÌÂ‡–ïÓÔÙ‡ (àìÇï) Ë ÓÚÌÓÒËÚÒfl
Í ÓÒÓ·˚Ï ÒÎÛ˜‡flÏ ˝ÚËı ÒËÒÚÂÏ.

çËÊÂ ·Û‰ÂÚ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ÒÔÂˆËÙËÍ‡ ÒËÒÚÂÏ˚ (1) ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Ò‚ÂÒÚË ÂÂ Í ÌÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ Ò Ó·-
‡ÚËÏ˚Ï Ï‡ÚË˜Ì˚Ï ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Ï ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ, ÒËÏ‚ÓÎ ÍÓÚÓÓ„Ó ÌÂ ‚˚ÓÊ‰ÂÌ ‚ ÚÓ˜ÍÂ s = 0.

2. ëèÖñàÄãúçÄü îÄäíéêàáÄñàü ëàåÇéãÄ

á‰ÂÒ¸ Ë ÌËÊÂ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓÒÚÓÂÌËÂ ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓÈ Ù‡ÍÚÓËÁ‡ˆËË ‰Îfl ÓÔÂ‡ÚÓ‡ J – .

èÂ‰ÎÓÊÂÌÌ˚È ÔÓ‰ıÓ‰ ËÒıÓ‰ËÚ ËÁ Ù‡ÍÚÓËÁ‡ˆËÓÌÌÓÈ ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËË ÏÂÚÓ‰‡ “Albedoshifting”
(ÒÏ. [7], [8]).

K L1
2 ∞– +∞,( ), K x( ) xd

∞–

+∞

∫∈ I .=

K̂

K̂

K̂ K

K

K s( ) K x( )e
isx

x.d

∞–

+∞

∫=

K̂

det I K s( )–[ ] 0, s ∞– +∞,( );∈≠

χ inddet I K s( )–[ ] 0.= =

K K̂

K̂
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àÁ (3) Ë (4) ËÏÂÂÏ

(7)

èÛÒÚ¸ β > 0. àÁ (7) ËÏÂÂÏ

(8)

„‰Â

(9)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

(10)

„‰Â

(11)

ãÂÏÏ‡ 1. èÛÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËË Kij ∈ L1(–∞, +∞), i, j = 1, 2. íÓ„‰‡ ‰Îfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ Tij ∈ L1(–∞, ∞), ‰Ó-
ÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ, ˜ÚÓ·˚ ËÏÂÎÓ ÏÂÒÚÓ

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ Kij ∈ L1(–∞, +∞), m2(Kij) < +∞, i, j = 1, 2. èË ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÏ
r > 0 ËÏÂÂÏ

àÁ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÒÚË r > 0 ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ̃ ÚÓ Tij ∈ L1(0, +∞). çÓ, Ò ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Tij (ÔË Í‡Ê-
‰ÓÏ i, j ) – ˜ÂÚÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl, ÚÓ

ÓÚÍÛ‰‡, ‚ Ò‚Ó˛ Ó˜ÂÂ‰¸, ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

ãÂÏÏ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.
çÂÚÛ‰ÌÓ ÔÓ‚ÂËÚ¸, ˜ÚÓ

I K s( )–
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∫ +∞ ËÎË 2 Gij p( ) p
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⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

.<

Tij x( ) x � e
x
p
---–

x Gij p( ) h p( ) pdd

0

r

∫
0

∞
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íÂ‰ÊflÌ, ï‡˜‡ÚflÌ

èÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ detA ≠ 0. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

(12)

ÑÓÍ‡Á‡Ì‡

ãÂÏÏ‡ 2. ëËÏ‚ÓÎ I – (s) ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ ‚Ë‰‡ (10), „‰Â I – (s) – ÒËÏ‚ÓÎ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ J – 
Ò fl‰ÓÏ (11); ·ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ‚ ÚÓ˜ÍÂ s = 0 ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ (12).

3. îÄäíéêàáÄñàü éèÖêÄíéêÄ J – 

çËÊÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ (10) ·Û‰ÂÚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌÓ ‰Îfl ÔÓÒÚÓÂÌËfl Ù‡ÍÚÓËÁ‡ˆËË ‰Îfl ÓÔÂ‡ÚÓ‡ J – .

Ç‚Â‰ÂÏ ÌËÊÌËÂ Ë ‚ÂıÌËÂ ‚ÓÎ¸ÚÂÓ‚˚ Ï‡ÚË˜Ì˚Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚  = :

(13)

ëËÏ‚ÓÎ˚ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ I –  Á‡‰‡˛ÚÒfl ÙÓÏÛÎ‡ÏË

(14)

è‡‚Û˛ ˜‡ÒÚ¸ ‚ (10) ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â Ï‡ÚË˜ÌÓ„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl

(15)

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚

(16)

„‰Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚ (Ï‡ÚË˜Ì˚Â) J –  ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (13), ‡  – ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚È ÓÔÂ‡ÚÓ
ÇËÌÂ‡–ïÓÔÙ‡ Ò fl‰ÓÏ T(x – t). àÁ Ó·˘Ëı Ò‚ÓÈÒÚ‚ àìÇï (ÒÏ. [4]) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ (16)
fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Ï ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ ÇËÌÂ‡–ïÓÔÙ‡. àÁ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ‡·ÓÚ˚ [4] ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

ÒËÏ‚ÓÎ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ J –  ‡‚ÂÌ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌË˛ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚, ÙË„ÛËÛ˛˘Ëı ‚ (15). èÓ-

˝ÚÓÏÛ ÒËÏ‚ÓÎ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ (16) ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÒËÏ‚ÓÎÓÏ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ J – .
ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

(17)

àÚ‡Í, ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡

íÂÓÂÏ‡ 1. éÔÂ‡ÚÓ J –  ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ (17), „‰Â β > 0 – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ. éÔÂ-

‡ÚÓ˚  =  Ë fl‰Ó T ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (13) Ë (11) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

éÚÏÂÚËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ Ó·ÒÚÓflÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó: ÓÔÂ‡ÚÓ˚ J –  Ë J –  ‚Á‡ËÏÌÓ ÒÓÔflÊÂÌ˚, ‡ ÓÔÂ-

‡ÚÓ  ÒÓı‡ÌflÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó Ò‡ÏÓÒÓÔflÊÂÌÌÓÒÚË ËÒıÓ‰ÌÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡.
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4. é ëÇéâëíÇÄï üÑêÄ éèÖêÄíéêÄ 

éÔÂ‡ÚÓ˚ J – , ÙË„ÛËÛ˛˘ËÂ ‚ (16), ÌÂÓ·‡ÚËÏ˚ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â E2, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ I – (0) = 0.

àÁ (12) ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÒËÏ‚ÓÎ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ J –  ‚ ÚÓ˜ÍÂ s = 0 ‰Îfl ∀β > 0 ÓÚÎË˜ÂÌ ÓÚ ÌÛÎfl. éÚÒÛÚÒÚ‚ËÂ

‰Û„Ëı ÌÛÎÂÈ ÙÛÌÍˆËË F(s) = det[I – (s)] ÏÓÊÌÓ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸, ÂÒÎË ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÚ¸, ˜ÚÓ ËÒıÓ‰Ì˚È

ÒËÏ‚ÓÎ I – (s) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ (5) ÔË s ≠ 0. é‰Ì‡ÍÓ ÒÍ‡Á‡ÌÌÓÂ ‚˚¯Â ‚Ó‚ÒÂ ÌÂ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ,

˜ÚÓ ÓÔÂ‡ÚÓ J –  Ó·‡ÚËÏ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â E2. ÑÎfl ÌÓÏ˚ ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó àìÇï ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÓˆÂÌ-
Í‡ (ÒÏ. [4])

èÛÒÚ¸ f ∈ E2 – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ‚ÂÍÚÓ-ÙÛÌÍˆËfl. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛ ‚ÂÍÚÓ-ÙÛÌÍˆË˛:

„‰Â ϕ = (ϕ1, ϕ2)Ú; f = ( f1, f2)Ú;  = (Tij) – Ï‡ÚË˜Ì˚È ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚È ÓÔÂ‡ÚÓ. éˆÂÌËÏ ÌÓÏÛ ÙÛÌÍˆËË
‚ Í‡Ê‰ÓÏ ËÁ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ E2. çÂÚÛ‰ÌÓ Û·Â‰ËÚ¸Òfl, ˜ÚÓ ‚ Î˛·ÓÏ ËÁ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ E2 ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ
ÓˆÂÌÍ‡

(18)

„‰Â

(19)

ÑÎfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚È (Ï‡ÚË˜Ì˚È) ÓÔÂ‡ÚÓ  ·˚Î ÒÊËÏ‡˛˘ËÏ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ, ˜ÚÓ·˚
‚˚ÔÓÎÌflÎÓÒ¸ ÛÒÎÓ‚ËÂ

(20)

ìÒÎÓ‚ËÂ (20) ÏÓÊÌÓ Ó·ÂÒÔÂ˜ËÚ¸ Á‡ Ò˜ÂÚ ‚˚·Ó‡ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ β > 0.

5. èêàåÖçÖçàÖ îÄäíéêàáÄñàà ä êÖòÖçàû ëàëíÖåõ (1), (3), (4)

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ (1). î‡ÍÚÓËÁ‡ˆËfl (17) Ò‚Ó‰ËÚ Â„Ó Í ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÏÛ Â¯ÂÌË˛ ÒÎÂ-
‰Û˛˘Ëı Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ:

(21)

(22)

(23)

ê‡ÒÍ˚‚‡fl ÓÔÂ‡ÚÓÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (21), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ‰‚‡ ÌÂÒ‚flÁ‡ÌÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl
˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ‚ÂÍÚÓ‡ ρ = (ρ1, ρ2)Ú:

(24)

ãÂ„ÍÓ ÔÓ‚ÂËÚ¸, ˜ÚÓ Â¯ÂÌËfl ˝ÚËı Û‡‚ÌÂÌËÈ ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰

(25)

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÎÂÏÏÂ 1 ‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
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íÂ‰ÊflÌ, ï‡˜‡ÚflÌ

ãÂÏÏ‡ 3. èÛÒÚ¸ 0 � g ∈ (0, ∞) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ËÁÏÂËÏ‡fl ÙÛÌÍˆËfl. íÓ„‰‡ ‰Îfl ÚÓ„Ó, ̃ ÚÓ·˚
ËÏÂÎÓ ÏÂÒÚÓ

ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Ë ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ, ˜ÚÓ·˚ ‚˚ÔÓÎÌflÎÓÒ¸ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

.

íÂÔÂ¸ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ÓÔÓÒ Ó Â¯ÂÌËË Û‡‚ÌÂÌËfl (22). Ç ÒËÎÛ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â E2 ÓÔÂ-

‡ÚÓ  fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÊËÏ‡˛˘ËÏ Ò ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ ÒÊ‡ÚËfl σ < 1, ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ (22) ËÏÂÂÚ Â¯ÂÌËÂ,
ÍÓÚÓÓÂ Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ:

(26)

ç‡ÍÓÌÂˆ, Â¯ÂÌËÂ ËÒıÓ‰ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (23) ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(27)

àÚ‡Í ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡

íÂÓÂÏ‡ 2. èÛÒÚ¸ 0 � g ∈ (0, ∞) Ë ∃β > 0, ÔË ÍÓÚÓÓÏ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ (20). íÓ„‰‡
ÒËÒÚÂÏ‡ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÇËÌÂ‡–ïÓÔÙ‡ (1), (3), (4) ËÏÂÂÚ Â¯ÂÌËÂ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ÒÚÛÍ-
ÚÛ˚:

6. èêàãéÜÖçàÖ Ç îàáàóÖëäéâ äàçÖíàäÖ

á‡‰‡˜‡ ÚÂÏÔÂ‡ÚÛÌÓ„Ó ÒÍ‡˜Í‡ ‚ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÚÂÓËË „‡ÁÓ‚ ‚ ‡ÏÍ‡ı ÎËÌÂ‡ËÁÓ‚‡ÌÌÓÈ ÏÓ‰Â-
ÎË ÅÓÎ¸ˆÏ‡Ì‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌÓÈ ËÁ ˆÂÌÚ‡Î¸Ì˚ı Á‡‰‡˜ ÙËÁË˜ÂÒÍÓÈ ÍËÌÂÚËÍË (ÒÏ. [1]). ùÚ‡ Á‡‰‡˜‡
Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í ÓÒÓ·ÓÈ (ÌÂ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ) ÒËÒÚÂÏÂ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ò‚ÂÚÍË Ì‡ ÔÓÎÛÔflÏÓÈ
Ò ‡ÁÌÓÒÚÌ˚Ï 2 × 2-Ï‡ÚË˜Ì˚Ï ÁÌ‡ÍÓÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï fl‰ÓÏ (ÒÏ. [2], [3]):
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ãÂ„ÍÓ ÏÓÊÌÓ ÔÓ‚ÂËÚ¸, ˜ÚÓ ÛÒÎÓ‚Ëfl (4) Ë (12) ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ËÌÚÂ„‡Î˚:

ü‰ÂÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË Tij ‚˚‡Ê‡˛ÚÒfl ˜ÂÂÁ Jn. àÒÔÓÎ¸ÁÛfl Ó˜Â‚Ë‰ÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó |a ||b | � (a2 + b2)/2,
Ò Û˜ÂÚÓÏ (19), (29) ËÏÂÂÏ

åÓÊÌÓ Û·Â‰ËÚ¸Òfl, ˜ÚÓ ÔË ÁÌ‡˜ÂÌËflı α ∈  ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÁÌ‡˜ÂÌËfl β, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı σ =

= max(λ(β); µ(β)) < 1.
ç‡ÔËÏÂ, ÂÒÎË α = 0, 1, ÚÓ β ∈ (0.45137; 0.740072).

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ. èÂ‰ÎÓÊÂÌÌ˚È Ì‡ÏË ÔÓ‰ıÓ‰ ÓÒÌÓ‚‡Ì Ì‡ ‚˚‰ÂÎÂÌËË ÌÂÓ·‡ÚËÏ˚ı Ù‡ÍÚÓÓ‚ J –  ËÁ ËÒıÓ‰ÌÓ„Ó ÌÂÓ·-

‡ÚËÏÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ J – . ä‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË ÓÔÂ‡ÚÓ‡ J – , ÍÓ-

ÚÓ˚Â Ì‡È‰ÂÌ˚ ÌÂ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓ, ‡ ÚÓ˜ÌÓ. ë‚ÓÈÒÚ‚Ó Ò‡ÏÓÒÓÔflÊÂÌÌÓÒÚË ÓÔÂ‡ÚÓ‡  Ë„‡ÂÚ ‚‡ÊÌÛ˛ ÓÎ¸ ‚ ‚ÓÔÓÒÂ
˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (22).

Ç Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂ ‡‚ÚÓ˚ ‚˚‡Ê‡˛Ú „ÎÛ·ÓÍÛ˛ ·Î‡„Ó‰‡ÌÓÒÚ¸ ç.Å. ÖÌ„Ë·‡flÌÛ Ë ï.Ä. ï‡˜‡Úfl-
ÌÛ Á‡ Ó·ÒÛÊ‰ÂÌËfl Ë ÔÓÎÂÁÌ˚Â Á‡ÏÂ˜‡ÌËfl.
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‚ÂÏÂÌÌ

 

ó

 

Ï ¯‡„Â ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ‰ËÌ‡ÏËÍË ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌËfl ÔÂ‰Î‡„‡ÂÚÒfl ÓÔÂ‰ÂÎflÚ¸ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ
‚ÍÎ˛˜ÂÌËfl ‚ ÌÂfl‚ÌÛ˛ ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌÛ˛ ÒıÂÏÛ ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓ„Ó (ÎÛ˜Â‚Ó„Ó) ‡Á-
ÎÓÊÂÌËfl Â¯ÂÌËfl Á‡ ˝ÚËÏË ÙÓÌÚ‡Î¸Ì˚ÏË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflÏË. ìÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚÓ‰ ÔÓÒÚÓÂÌËfl
ÎÛ˜Â‚˚ı ‡ÁÎÓÊÂÌËÈ, ÓÒÌÓ‚˚‚‡˛˘ËÈÒfl Ì‡ ÂÍÛÂÌÚÌÓÈ Á‡ÔËÒË „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËı Ë ÍËÌÂÏ‡ÚË-
˜ÂÒÍËı ÛÒÎÓ‚ËÈ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓÒÚË ‡Á˚‚Ó‚ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ, ÚÂÔfl˘Ëı ‡Á˚‚ Ì‡ ‰‚ËÊÛ-
˘ÂÈÒfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË. èÂ‰Î‡„‡ÂÏÓÂ ËÎÎ˛ÒÚËÛÂÚÒfl Ì‡ ÔÓÒÚÂÈ¯ÂÏ ÔËÏÂÂ ‡ÌÚËÔÎÓÒÍÓ„Ó
‰‚ËÊÂÌËfl ÌÂÒÊËÏ‡ÂÏÓÈ ÛÔÛ„ÓÈ ÒÂ‰˚. ÅË·Î. 19. îË„. 7. í‡·Î. 1.

 

äÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡

 

: ÏÂÚÓ‰˚ ‚˚‰ÂÎÂÌËfl ‡Á˚‚Ó‚, ÎÛ˜Â‚ÓÈ ÏÂÚÓ‰, ÌÂÎËÌÂÈÌ‡fl ÛÔÛ„ÓÒÚ¸, Û‰‡-
Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚, Á‡‰‡˜Ë „‡ÁÓ‚ÓÈ ‰ËÌ‡ÏËÍË.

 

ÇÇÖÑÖçàÖ

 

ÄÎ„ÓËÚÏË˜ÂÒÍËÂ ÔËÂÏ˚ ÛÍ‡Á‡ÌËfl Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ ‚ÂÏÂÌÌ

 

ó

 

Ï ¯‡„Â „‡ÁÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı ‡Ò˜ÂÚÓ‚
ÔÓÎÓÊÂÌËfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ ‡Á˚‚Ó‚ Ë ‚ÂÎË˜ËÌ ‡Á˚‚Ó‚ ‡Á‡·ÓÚ‡Ì˚, Ë Ëı ËÁÎÓÊÂÌËÂ ÒÓÒÚ‡‚Îfl-
ÂÚ ˜‡ÒÚÓ ÒÓ‰ÂÊ‡ÌËÂ ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚ı Ô‡‡„‡ÙÓ‚ ‚ Ó·Ó·˘‡˛˘Ëı ËÁ‰‡ÌËflı (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [1]–[4]).
é‰Ì‡ÍÓ ‚ ‰ËÌ‡ÏËÍÂ ‰ÂÙÓÏËÛÂÏ˚ı ÚÂÎ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Â ÔËÂÏ˚ ˜‡˘Â ‚ÒÂ„Ó ÓÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÌÂÔË-
ÏÂÌËÏ˚ÏË. ë‚flÁ‡ÌÓ ˝ÚÓ Ò ÚÂÏ, ˜ÚÓ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ „‡ÌË˜Ì˚ı ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÈ ÔÓ ‰ÂÙÓÏËÛÂÏ˚Ï
ÚÂÎ‡Ï ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸, ÔÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û, ‰‚Ûı ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Ëı ÔÓˆÂÒÒÓ‚ – ‡Ò-
ÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÈ ËÁÏÂÌÂÌËfl Ó·˙ÂÏ‡ (Í‡Í ‚ „‡ÁÓ‚ÓÈ ‰ËÌ‡ÏËÍÂ) Ë ÙÓÏ˚. èË ˝ÚÓÏ Á‡-
ÍÓÌÓÏÂÌÓÒÚË ‚ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËË Ò‰‚Ë„Ó‚˚ı ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÈ ÓÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÔËÌˆËÔË‡Î¸ÌÓ ÓÚÎË˜-
Ì˚ÏË ÓÚ ·ÓÎÂÂ ËÁÛ˜ÂÌÌ˚ı Á‡ÍÓÌÓÏÂÌÓÒÚÂÈ ‚ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËË Ó·˙ÂÏÌ˚ı ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÈ (ÒÏ. [5]).
ìÍ‡Á‡ÌÌ˚Â ÛÒÎÓÊÌÂÌËfl ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò „‡ÁÓ‚ÓÈ ‰ËÌ‡ÏËÍÓÈ ÔË‚ÂÎË Í ÚÓÏÛ, ˜ÚÓ ‡Î„ÓËÚÏ˚ ‚˚-
‰ÂÎÂÌËfl ‡Á˚‚Ó‚ ‚ ‰ËÌ‡ÏËÍÂ ‰ÂÙÓÏËÛÂÏ˚ı ÚÂÎ ‰Ó Ì‡ÒÚÓfl˘Â„Ó ‚ÂÏÂÌË ÌÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎËÒ¸,
‡ ‡Ò˜ÂÚ˚ ÔÓ‚Ó‰ËÎËÒ¸ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÒıÂÏ ÒÍ‚ÓÁÌÓ„Ó Ò˜ÂÚ‡ (ÒÏ. [6]–[8]). Ç ÚÂı ÒÎÛ˜‡flı, ÍÓ-
„‰‡ ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÒÚ¸ Á‡‰‡˜Ë ÓÒÓ·ÂÌÌÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ‡, ÓÚ ÒıÂÏ ÒÍ‚ÓÁÌÓ„Ó Ò˜ÂÚ‡ ÔËıÓ‰ËÚÒfl ÓÚÍ‡-
Á˚‚‡Ú¸Òfl Ë ÔÓ·ÎÂÏ‡ ‚˚‰ÂÎÂÌËfl ‡Á˚‚Ó‚ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÔÂ‚ÓÒÚÂÔÂÌÌÓÈ. Ç [9], [10] ‰Îfl ˝ÚÓÈ ˆÂÎË
ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÔËÙÓÌÚÓ‚˚Â ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍËÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl. é‰ÌËÏ ËÁ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ̋ ÙÙÂÍ-
ÚË‚Ì˚ı ÒÔÓÒÓ·Ó‚ ÔÓÒÚÓÂÌËfl Ú‡ÍËı ‡ÁÎÓÊÂÌËÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ÎÛ˜Â‚ÓÈ ÏÂÚÓ‰, Ò ËÒÚÓËÂÈ ‡Á‚ËÚËfl ÍÓÚÓ-
Ó„Ó ÏÓÊÌÓ ÔÓÁÌ‡ÍÓÏËÚ¸Òfl ‚ Ó·ÁÓÌÓÈ ÔÛ·ÎËÍ‡ˆËË [11]. åÂÚÓ‰ Ó·ÂÎ ÔÓÔÛÎflÌÓÒÚ¸ ‚ 60–80-Â „Ó‰˚
ÔÓ¯ÎÓ„Ó ‚ÂÍ‡ ‚ ÚÂÓËË ÔÎ‡ÒÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl, „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÚÂÓËË ÚÂÔÎÓÓ·ÏÂÌ‡, ‰ËÌ‡ÏË-
˜ÂÒÍËı Á‡‰‡˜‡ı ÚÂÓËË ÛÔÛ„ÓÒÚË, ÔË ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËË ÒÎ‡·˚ı ‚ÓÎÌ ‚ ÌÂÎËÌÂÈÌÓ-ÛÔÛ„ÓÈ ÒÂ‰Â.
èÓÁ‰ÌÂÂ ·˚ÎÓ ‡Á‡·ÓÚ‡ÌÓ Ó·Ó·˘ÂÌËÂ ÏÂÚÓ‰‡ Ì‡ ÒÎÛ˜‡È Û‰‡ÌÓ„Ó ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌËfl (ÒÏ. [12], [13]).
éÍ‡Á‡ÎÓÒ¸, ̃ ÚÓ ÔÓÒÚÓÂÌÌ˚Â Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ ÔËÙÓÌÚÓ‚˚Â ‡ÁÎÓÊÂÌËfl Â¯ÂÌËÈ ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú ÓÚ-
ÒÎÂÊË‚‡Ú¸ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ‚ÓÎÌÓ‚˚ı ÙÓÌÚÓ‚ ‚ ÔÓˆÂÒÒÂ ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl Í‡Â‚˚ı Á‡‰‡˜ Û‰‡-
ÌÓ„Ó ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌËfl. í‡ÍÓÈ ÔËÂÏ ÛÊÂ Â‡ÎËÁÓ‚‡Ì ‰Îfl ÔÎÓÒÍËı Û‰‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ ‚ [10]. Ç Ì‡ÒÚÓfl-
˘ÂÈ ÒÚ‡Ú¸Â ÔÂ‰Î‡„‡ÂÚÒfl ‡Î„ÓËÚÏ ‚˚‰ÂÎÂÌËfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ ‡Á˚‚Ó‚ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÈ ‚ ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı
‡Ò˜ÂÚ‡ı ÌÂÓ‰ÌÓÏÂÌ˚ı Á‡‰‡˜ ‰ËÌ‡ÏËÍË ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌËfl Ò ÍË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚ÏË Ë ‡ÒıÓ‰fl˘ËÏËÒfl
ÎÛ˜‡ÏË. àÎÎ˛ÒÚ‡ˆËÂÈ ÔÂ‰Î‡„‡ÂÏÓÏÛ ‡Î„ÓËÚÏÛ ÒÎÛÊËÚ Â¯ÂÌËÂ ‰‚ÛÏÂÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë Ó· ‡ÌÚË-

 

1)

 

 

 

ê‡·ÓÚ‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ ÔË ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ ÔÓ‰‰ÂÊÍÂ ÑÇé êÄç („‡ÌÚ ‹ 06-III-Ä-01-009).
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ÔÎÓÒÍÓÏ ‰‚ËÊÂÌËË ÌÂÒÊËÏ‡ÂÏÓÈ ÌÂÎËÌÂÈÌÓ-ÛÔÛ„ÓÈ ÒÂ‰˚, ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ ÍÓÚÓÓÈ ÎÛ-
˜Â‚˚Ï ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÔÓ‰Ó·ÌÓ ËÁÎÓÊÂÌÓ ‚ [18].

 

1. éÅôàÖ åéÑÖãúçõÖ ëééíçéòÖçàü ëêÖÑõ

 

ëËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‡‰Ë‡·‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl ÌÂÎËÌÂÈÌÓ-ÛÔÛ„ÓÈ ÌÂÒÊËÏ‡ÂÏÓÈ ËÁÓÚÓÔÌÓÈ
ÒÂ‰˚ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(1.1)

„‰Â 

 

x

 

i

 

, 

 

i

 

 = 1, 2, 3, – ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸Ì˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚; 

 

u

 

i

 

 Ë 

 

v

 

i

 

 – ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ‚ÂÍÚÓÓ‚ ÔÂÂÏÂ-
˘ÂÌËfl Ë ÒÍÓÓÒÚË ÚÓ˜ÂÍ ÒÂ‰˚; 

 

α

 

ij

 

 Ë 

 

σ

 

ij

 

 – ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÚÂÌÁÓÓ‚ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÈ ÄÎ¸Ï‡ÌÒË Ë Ì‡Ôfl-
ÊÂÌËÈ ùÈÎÂ‡–äÓ¯Ë; 

 

ρ

 

 = const – ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ÒÂ‰˚; 

 

W

 

 – ÙÛÌÍˆËfl ÛÔÛ„Ó„Ó ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ÒÂ‰˚ Ò Ï‡-
ÎÓÈ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚ¸˛, Á‡‰‡ÌÌ‡fl ÂÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂÏ ‚ fl‰ íÂÈÎÓ‡ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ„Ó ÒÓÒÚÓfl-
ÌËfl; 

 

I

 

1

 

 = 

 

α

 

ii

 

 Ë 

 

I

 

2

 

 = 

 

α

 

ij

 

α

 

ji

 

 – ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ˚ ÚÂÌÁÓ‡ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÈ; 

 

p

 

0

 

 – ‰Ó·‡‚Ó˜ÌÓÂ „Ë‰ÓÒÚ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ
‰‡‚ÎÂÌËÂ; 

 

µ

 

, 

 

a

 

, 

 

b

 

, 

 

κ

 

, 

 

θ

 

, 

 

c

 

, 

 

d

 

, 

 

k

 

 – ÛÔÛ„ËÂ ÏÓ‰ÛÎË ÒÂ‰˚. ìÒÎÓ‚ËÂ ÌÂÒÊËÏ‡ÂÏÓÒÚË ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÓÒÚ‡ÌÓ-
‚ËÚ¸Òfl Ì‡ ËÁÛ˜ÂÌËË ÚÓÎ¸ÍÓ Ò‰‚Ë„Ó‚˚ı ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÓÌÌ˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚, ËÒÍÎ˛˜‡fl Ó·˙ÂÏÌÓÂ ‰ÂÙÓ-
ÏËÓ‚‡ÌËÂ. èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÚÂÏ ·ÓÎÂÂ ËÌÚÂÂÒÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ÎËÚÂ‡ÚÛÂ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ÔÓÔÂÂ˜Ì˚ı ‚ÓÎÌ
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ ÒÍÓÏÌÂÂ, ÌÂÊÂÎË ÔÓ‰ÓÎ¸Ì˚ı.

ì‡‚ÌÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ (1.1) ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ Á‡ÍÓÌ˚ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ‚ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ÙÓ-
ÏÂ Ë ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ‚Ò˛‰Û, „‰Â ‚ıÓ‰fl˘ËÂ ‚ ÌËı ÙÛÌÍˆËË ÌÂÔÂ˚‚Ì˚. Ñ‡ÎÂÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ÒÎÛ-
˜‡È, ÍÓ„‰‡ ÚÂÔflÚ ‡Á˚‚ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡ ÓÚ ÔÓÎfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ, Ú.Â. Á‡‰‡˜‡ ‚ÍÎ˛-
˜‡ÂÚ Û‰‡Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚. ç‡ Û‰‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ‡ı ÒÓı‡Ìfl˛Ú ÒËÎÛ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Â Á‡ÍÓÌ˚ ÒÓı‡ÌÂÌËfl Ï‡Ò-
Ò˚, ËÏÔÛÎ¸Ò‡ Ë ˝ÌÂ„ËË, ÍÓÚÓ˚Â ÔËÌËÏ‡˛Ú ‚Ë‰ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı ÛÒÎÓ‚ËÈ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓÒÚË:

(1.2)

„‰Â 

 

ν

 

i

 

 – Â‰ËÌË˜Ì‡fl ÌÓÏ‡Î¸ Í ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡Á˚‚Ó‚ 

 

Σ

 

, Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÌ‡fl ‚ ÒÚÓÓÌÛ ‰‚ËÊÂÌËfl 

 

Σ

 

; ËÌ-
‰ÂÍÒ‡ÏË + Ë – Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ˚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‚ÂÎË˜ËÌ ÔÂÂ‰ ‚ÓÎÌÓÈ Ë Á‡ ÌÂÈ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ; 

 

G

 

 – ÒÍÓÓÒÚ¸
‰‚ËÊÂÌËfl 

 

Σ

 

 ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ÌÓÏ‡ÎË. èÓÏËÏÓ (1.2), ‡Á˚‚˚ ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡ 

 

Σ

 

 Ò‚flÁ‡Ì˚ Ò ‡Á˚‚‡ÏË
Ëı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı, „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏË Ë ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓÒÚË

(1.3)

‡ Ò ‡Á˚‚‡ÏË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı 

 

k

 

-„Ó ÔÓfl‰Í‡ – ÂÍÛÂÌÚÌ˚ÏË ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏË (ÒÏ. [14], [15]). Ç (1.3)

 

g

 

ij

 

 Ë 

 

α

 

αβ

 

 – ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ Ë ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌÓÈ ÏÂÚËÍË; Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌË˛ 

 

f

 

 ÏÓ„ÛÚ ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚Ó‚‡Ú¸ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ Î˛·Ó„Ó ÚÂÌÁÓÌÓ„Ó ÔÓÎfl Ì‡ 

 

Σ

 

 ËÎË ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, ‡ „Â˜ÂÒÍËÏË ËÌ‰ÂÍ-
Ò‡ÏË ÔÓÒÎÂ Á‡ÔflÚÓÈ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ‡ ÓÔÂ‡ˆËfl ÍÓ‚‡Ë‡ÌÚÌÓ„Ó ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËfl ÔÓ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌÓÈ
ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÂ, 

 

δ

 

/

 

δ

 

t

 

 – ÓÔÂ‡ˆËfl ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËfl ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ, 

 

Σ

 

 – ‰ÂÎ¸Ú‡-ÔÓËÁ-
‚Ó‰Ì‡fl (ÒÏ. [16]).

v i u̇i ui j, v j, σij j,+ ρ v̇ i v i j, v i+( ),= =

2αij ui j, u j i, uk i, uk j, , σij–+ – p0δij
∂W
∂α jk

---------- δik 2αik–( ),+= =

W a µ–( )I1 aI2 bI1
2 κI1I2– θI1

3
– cI1

4
dI2

2
kI1

2
I2 …,+ + + + + +=

u̇i ∂ui/∂t, ui j, ∂ui/∂x j,= =

ρ v iνi G–( )[ ] 0,=

σij[ ]ν j ρ+
v j

+ν j G–( ) v i[ ],=

σij
+
v i[ ]ν j ρ+

v i
+νi G–( )

v i[ ] v i[ ]
2

-------------------- e[ ]–⎝ ⎠
⎛ ⎞ q j[ ]ν j,–=

f i,[ ] ∂f
∂ν
------ νi a

αβ
f[ ] β, gijx j α, ,+=

f˙[ ] δ f[ ]
δt

-----------
∂f
∂ν
------ G,–=

f[ ] f
+

f
–
,

∂f
∂ν
------– f i, νi, α β, 1 2,,= = =

9*
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ÉÂ‡ÒËÏÂÌÍÓ, á‡‚ÂÚ‡Ì

2. èéëíÄçéÇäÄ áÄÑÄóà
èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÌÂÒÊËÏ‡ÂÏ‡fl ÒÂ‰‡, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ËÏÂÂÚÒfl ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍ‡fl ÔÓÎÓÒÚ¸ Ò Ì‡Ô‡‚-

Îfl˛˘ÂÈ L0 ‚ ÙÓÏÂ ˝ÎÎËÔÒ‡

‰Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ Û‰‡‡ ÌÂ ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡Ì‡. ç‡˜ËÌ‡fl Ò ÏÓÏÂÌÚ‡ t = 0, ‚ ÒÂ‰Â ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ‡ÌÚËÔÎÓÒ-
ÍÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ

‚˚Á‚‡ÌÌÓÂ Û‰‡Ì˚Ï ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ Ì‡ L0, ÍÓÚÓÓÂ ÔË‚Ó‰ËÚ Í „‡ÌË˜Ì˚Ï ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËflÏ

(2.1)

„‰Â y – Ô‡‡ÏÂÚ ‚‰ÓÎ¸ L0. ÅÛ‰ÂÏ Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ „‡ÌË˜ÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ (2.1) Á‡‰‡ÌÓ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ ÓÚÌÓ-
ÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌ˚ı ÓÒÂÈ, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ‡ÒÒÏÓÚËÏ Â¯ÂÌËÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÔÂ‚ÓÏ Í‚‡‰‡ÌÚÂ 0 � y � π/2.
ìÒÎÓ‚ËÂ v0 ≠ 0 ÔË‚Ó‰ËÚ Í Ï„ÌÓ‚ÂÌÌÓÏÛ ÙÓÏËÓ‚‡ÌË˛ ÔÓÔÂÂ˜ÌÓÈ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ Σ(t) Ò ÏÓÏÂÌ-
Ú‡ ‚ÂÏÂÌË t = 0, ÍÓÚÓ‡fl ÓÚ‰ÂÎflÂÚ ÁÓÌÛ ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌËfl ÓÚ ÁÓÌ˚ ÔÓÍÓfl ‚ Ï‡ÚÂË‡ÎÂ.

àÁ (1.2) Ì‡ıÓ‰ËÏ ÒÍÓÓÒÚ¸ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ G(y, t) ‚ ‚Ë‰Â ‡ÒËÏËÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓ„Ó fl‰‡ ÔÓ ÂÂ ËÌÚÂÌ-
ÒË‚ÌÓÒÚË:

ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂÏ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚË ÔÓÎfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ Ì‡ ÙÓÌÚÂ Σ(t) ·Û‰ÂÚ ÛÒÎÓ‚ËÂ

(2.2)

„‰Â (y) Ë (y, t) – ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓ˚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÚÓ˜ÍË Ò ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ Ô‡‡ÏÂÚ‡ y ‚ Ì‡-
˜‡Î¸Ì˚È Ë ÚÂÍÛ˘ÂÈ ÏÓÏÂÌÚ˚ ‚ÂÏÂÌË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. éÚÏÂÚËÏ, ̃ ÚÓ ‚ ‰‚ÛÏÂÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÍÓÏÔÓ-
ÌÂÌÚ˚ ‚ÂÍÚÓ‡ ÌÓÏ‡ÎË (y, t) – ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚, ÍÓÚÓ˚Â ‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ˚ ÒÓ‚-
ÏÂÒÚÌÓ Ò ÔÓÎÂÏ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ Ë „ÂÓÏÂÚËÂÈ ÙÓÌÚ‡ ‚ÓÎÌ˚ ‚ ÔÓˆÂÒÒÂ Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë. àÁ (1.1)
ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÒËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰‚ÛÏÂÌÓ„Ó ‡ÌÚËÔÎÓÒÍÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl ÒÂ‰˚

(2.3)

éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÒËÒÚÂÏ‡ ÚÂı Û‡‚ÌÂÌËÈ (2.3) ÒÓ‰ÂÊËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰‚Â ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË u(x1, x2, t)
Ë p(x1, x2, t) Ë ÚÂÏ Ò‡Ï˚Ï ÔÂÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‡ÌÚËÔÎÓÒÍÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ ‚ ÌÂÒÊËÏ‡ÂÏÓÈ
ÒÂ‰Â ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ËÏÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔË ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏ ‡‚ÂÌÒÚ‚Â ‰‚Ûı ÔÓÒÎÂ‰ÌËı Û‡‚ÌÂÌËÈ. ùÚÓ ‚ÓÁ-
ÏÓÊÌÓ ÔË ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚ı ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflı ÏÂÊ‰Û ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ÏË ÛÔÛ„Ó„Ó ÔÓÚÂÌˆË-
‡Î‡, ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓÏ ‚˚ÔÓÎÌÂÌËfl ÍÓÚÓ˚ı ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ (ÒÏ. [17], [18])

„‰Â µ, b, θ, c – ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚Â ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ ÒÂ‰˚, ˜ÂÂÁ ÍÓÚÓ˚Â ‚˚‡ÊÂÌ˚ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â.

x1 f 1 y( ) a1 y,cos= =

x2 f 2 y( ) a2 y, 0 � y � 2π,sin= =

u1 u2 0, u3 u x1 x2 t, ,( ),= = =

u L0
F y t,( ), F y t,( ) 1

k!
----∂k

F

∂t
k

---------
0

t
k

k 1=

∞

∑ v 0 y( )t
a0 y( )t

2

2
----------------- …,+ +≈= =
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3. ÄçÄãàíàóÖëäéÖ ãìóÖÇéÖ êÖòÖçàÖ

á‡ ÙÓÌÚÓÏ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ Σ ÔÓÎÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ ·Û‰ÂÏ ËÒÍ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â ÎÛ˜Â‚Ó„Ó fl‰‡

(3.1)

‚ ÍÓÚÓÓÏ s – ÎÛ˜Â‚‡fl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ (‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ Σ(0) ‰Ó ‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚‰ÓÎ¸ ÎÛ˜‡),
y – ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ ˝ÈÍÓÌ‡Î‡, ËÌ‰ÂÍÒ‡ÏË 0 Ë I Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌÓ Â¯ÂÌËÂ ‚ Ó·Î‡ÒÚË ÔÂÂ‰ Σ Ë Á‡ Σ ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚ÂÌÌÓ.

ÑÎfl Û‰‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÎÛ˜Â‚Ó„Ó fl‰‡ ωk ‚ (3.1) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ÒËÒÚÂ-
ÏÂ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚Ë‰‡

(3.2)

ÍÓÚÓ‡fl ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Á‡ÔËÒ‡ÌÌÓÂ ‚ ‡Á˚‚‡ı Ì‡ Σ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl (2.3) ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ
ÙÛÌÍˆËË u(s, y, t) Ë Â„Ó ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Â„Ó ÔÓfl‰Í‡. Ç ÓÚÎË˜ËÂ
ÓÚ Û‡‚ÌÂÌËÈ Á‡ÚÛı‡ÌËfl ‰Îfl ÎËÌÂ‡ËÁÓ‚‡ÌÌ˚ı Á‡‰‡˜ ËÎË ‰Îfl ÒÎ‡·˚ı ‚ÓÎÌ, ÒËÒÚÂÏ‡ (3.2) ÌÂ ÂÍÛÂÌÚ-
Ì‡ Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÌÂ ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl. Ä‰‡ÔÚËÓ‚‡Ú¸ Ú‡‰ËˆËÓÌÌ˚È
ÎÛ˜Â‚ÓÈ ÏÂÚÓ‰ ‰Îfl Á‡‰‡˜ Û‰‡ÌÓ„Ó ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌËfl Û‰‡ÎÓÒ¸ ·Î‡„Ó‰‡fl ‚ÍÎ˛˜ÂÌË˛ ‚ (3.1) ‰ÓÔÓÎÌË-
ÚÂÎ¸Ì˚ı ‡ÁÎÓÊÂÌËÈ ‡Á˚‚Ó‚ ‚ fl‰˚ ÔÓ δ-ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Ï ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÌÛÎfl (ÒÏ. [12]):

(3.3)

í‡ÍÓÈ ÔÓ‰ıÓ‰ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ, ̃ ÚÓ Â¯ÂÌËÂ ÒÚÓËÚÒfl ‰Îfl Ï‡Î˚ı ÔÓÒÎÂÛ‰‡Ì˚ı ‚ÂÏÂÌ. ì‡‚ÌÂÌËfl (3.2)
ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ Ú‡ÍÊÂ ÔË t = 0 Ë ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Ò (3.1), (3.3) Ë „‡ÌË˜Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËÂÏ (2.1) ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛Ú Á‡-
ÏÍÌÛÚÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ı ωk0 ÎÛ˜Â‚Ó„Ó fl‰‡.

ç‡ÔËÏÂ, ‰Îfl ‚˚ÔÓÎÌÂÌËfl Í‡Â‚Ó„Ó ÛÒÎÓ‚Ëfl (2.1), ‚˚‡ÊÂÌÌÓ„Ó ÛÒÂ˜ÂÌÌ˚Ï fl‰ÓÏ ‰Ó Í‚‡‰‡-
ÚË˜Ì˚ı ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı ‚ÍÎ˛˜ËÚÂÎ¸ÌÓ, ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ó„‡ÌË˜ËÚ¸Òfl ÌÛÎÂ‚˚Ï ¯‡„ÓÏ ÏÂÚÓ‰‡ Ë ÓÔÂ‰Â-
ÎËÚ¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ω10, ω20, δω10/δt. ÖÒÎË Í‡Â‚ÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ (2.1) ‚ÍÎ˛˜‡ÂÚ ·ÓÎ¸¯Â ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı,
ÚÓ ÔÓÚÂ·ÛÂÚÒfl Ë ·ÓÎ¸¯ÂÂ ˜ËÒÎÓ ¯‡„Ó‚ ÏÂÚÓ‰‡.

èÂ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ËÁ (3.2), Á‡ÔËÒ‡ÌÌÓÂ ÔË t = 0, ‰‡ÂÚ Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û ËÒÍÓÏ˚ÏË ‚ÂÎË˜ËÌ‡ÏË

(3.4)

„‰Â H0 – ÒÂ‰Ìflfl ÍË‚ËÁÌ‡ Σ(0), e – ˝ÍÒˆÂÌÚËÒËÚÂÚ ˝ÎÎËÔÒ‡. ë Û˜ÂÚÓÏ ‡ÁÎÓÊÂÌËÈ (3.3) ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂ ‚‰ÓÎ¸ ÎÛ˜‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

(3.5)

é·‡˘ÂÌËÂ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË (3.5) ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÏÓÏÂÌÚ, ÍÓ„‰‡ ÙÓÌÚ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ÔÓ-
¯ÂÎ ˜ÂÂÁ ‰‡ÌÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡:

(3.6)
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ÉÂ‡ÒËÏÂÌÍÓ, á‡‚ÂÚ‡Ì

ãÛ˜Â‚ÓÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ (3.1) ‰Îfl ÙÛÌÍˆËË ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Á‡ ‚ÓÎÌÓÈ Ò Û˜ÂÚÓÏ (3.3)–(3.6) ÔÂÂÔË¯ÂÚÒfl
‚ ‚Ë‰Â

(3.7)

„‰Â ÏÌÓ„ÓÚÓ˜ËÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ˚ ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Â ·ÓÎÂÂ ‚˚ÒÓÍÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡. ëÓÔÓÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ Í‡Â‚Ó„Ó
ÛÒÎÓ‚Ëfl (2.1) Ò fl‰ÓÏ (3.7), ‚ ÍÓÚÓÓÏ s ÌÛÊÌÓ ÔÓÎÓÊËÚ¸ ‡‚Ì˚Ï 0, ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ω10 = –v0,
ω20 = –a0. ÉÂÓÏÂÚËfl ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÙÓÌÚ‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏË, ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË ËÁ (2.2):

(3.8)

ÔË˜ÂÏ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ‚ÂÍÚÓ‡ ÌÓÏ‡ÎË νi Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ÚÂÍÛ˘Â„Ó ÔÓÎÓÊÂÌËfl ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÙÓÌÚ‡, ˜ÚÓ
ÌÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓËÌÚÂ„ËÓ‚‡Ú¸ (3.8). ÄÔÔÓÍÒËÏËÛfl νi fl‰‡ÏË, ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚ÏË (3.3), Ë ‚˚˜ËÒÎflfl
Ëı δ-ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÒÓ„Î‡ÒÌÓ Ô‡‚ËÎ‡Ï, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Ï ‚ [14], ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(3.9)

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl (3.9), (3.3) Ë (3.4) ‚ (3.8), ÔÓÒÎÂ ÌÂÒÎÓÊÌ˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Ô‡‡ÏÂÚË˜Â-
ÒÍÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡Á˚‚Ó‚ Σ(t):

(3.10)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÒÚÓÂÌÓ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë, ÔË„Ó‰ÌÓÂ ‰Îfl Ï‡Î˚ı ÔÓÒÎÂÛ‰‡Ì˚ı
‚ÂÏÂÌ. ê‡Ò˜ÂÚ ÔÓˆÂÒÒ‡ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Â„Ó ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌËfl ÔÓ‚Â‰ÂÏ ˜ËÒÎÂÌÌÓ, ÓÔÂ‰ÂÎflfl Ì‡ Í‡Ê-
‰ÓÏ ¯‡„Â ÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡Á˚‚Ó‚ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÔËÙÓÌÚÓ‚Ó„Ó ÎÛ˜Â‚Ó„Ó ‡ÁÎÓ-
ÊÂÌËfl Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ (3.7) ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı ‰Îfl ˜ËÒÎÂÌÌÓÈ
ÒıÂÏ˚.

4. óàëãÖççÄü ëïÖåÄ êÄëóÖíéÇ
èÓÎ‡„‡ÂÏ, ̃ ÚÓ ‰Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ t = t0 (ÒÏ. ÙË„. 1) ÎÛ˜Â‚ÓÂ Â¯ÂÌËÂ (3.7) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔËÂÏÎÂÏ˚Ï, ‡ ÔÓ-

ÎÓÊÂÌËÂ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÙÓÌÚ‡ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Á‡‚ËÒËÏÓÒÚflÏË (3.10). ç‡˜ËÌ‡fl Ò ÏÓÏÂÌÚ‡ t = t0 Û‡‚ÌÂ-
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ÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl ËÌÚÂ„ËÛÂÏ ˜ËÒÎÂÌÌÓ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÌÂfl‚ÌÓÈ ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ ÒıÂÏ˚. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó
‚‚Â‰ÂÏ ‡‚ÌÓÏÂÌÛ˛ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÛ˛ ÒÂÚÍÛ Ò ¯‡„‡ÏË ∆t Ë ∆x1, ∆x2 ÔÓ ‚ÂÏÂÌË Ë ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û ÒÓ-
ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‚ ÛÁÎ‡ı ÍÓÚÓÓÈ Ë ·Û‰ÂÏ ËÒÍ‡Ú¸ Â¯ÂÌËÂ. ÇıÓ‰fl˘ËÂ ‚ Û‡‚ÌÂÌËfl ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔÓËÁ-
‚Ó‰Ì˚Â Á‡ÏÂÌËÏ Ëı ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌ˚ÏË ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËflÏË ÔÓ ÒÓÒÂ‰ÌËÏ ÛÁÎ‡Ï ÒÂÚÍË:

(4.1)

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl (4.1) ‚ ÔÂ‚ÓÂ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ (2.3), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛ ‡ÁÌÓÒÚÌÛ˛ ÒıÂÏÛ:
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(4.2)

Ç˚˜ËÒÎÂÌËfl ÔÓ ÒıÂÏÂ (4.2) ‰ÓÎÊÌ˚ ÔÓËÁ‚Ó‰ËÚ¸Òfl Ì‡ ¯‡·ÎÓÌÂ, ÔÓÍ‡Á‡ÌÌÓÏ Ì‡ ÙË„. 2. ÑÎfl ÛÁÎÓ‚,
ÎÂÊ‡˘Ëı Ì‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌ˚ı ÓÒflı, ÌÂ‰ÓÒÚ‡˛˘ËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ ‚ ÚÓ˜Í‡ı (–∆x1, n∆x2) Ë
(m∆x1, –∆x2) ÔÓÎÛ˜ËÏ ËÁ ÒÓÓ·‡ÊÂÌËÈ ÒËÏÏÂÚËË:

èÓÎÓÊÂÌËÂ ÙÓÌÚ‡ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ ‚ÂÏÂÌÌóÏ ÒÎÓÂ, „‡ÌËˆÛ L0, ‡ Ú‡ÍÊÂ Á‡‰‡ÌÌ˚Â Ì‡
ÌËı ÙÛÌÍˆËË ·Û‰ÂÏ ËÌÚÂÔÓÎËÓ‚‡Ú¸ ÍÛ·Ë˜ÂÒÍËÏË ÒÔÎ‡ÈÌ‡ÏË Ò ˜ËÒÎÓÏ ÛÁÎÓ‚, ÏÌÓ„Ó ÏÂÌ¸¯ËÏ
˜ËÒÎ‡ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ ÒÔÎ‡ÈÌ‡ Ò ÎËÌËflÏË ÒÂÚÍË. èÛÒÚ¸, ‰Îfl ÔÓÒÚÓÚ˚, ÛÁÎ˚ ÒÔÎ‡ÈÌÓ‚, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û-
˛˘ËÂ ÙÛÌÍˆËflÏ, Á‡‰‡ÌÌ˚Ï Ì‡ Ó‰ÌÓÈ „‡ÌËˆÂ, ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú. í‡ÍÊÂ Û˜ÚÂÏ, ˜ÚÓ ÔË ‰‚ËÊÂÌËË Σ(t)
ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Ô‡‡ÏÂÚ‡ y, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ Î˛·ÓÏÛ ÛÁÎÛ, ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÌÂËÁÏÂÌÌ˚Ï.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ì‡ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËË ÙÓÌÚ‡ Ò Ox1 ÙÛÌÍˆËË f1(y, t) Ë f2(y, t) ËÏÂ˛Ú Ï‡ÍÒËÏÛÏ Ë ÔÂÂ„Ë·
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‡ Ì‡ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËË Ò Ox2 ÏÂÌfl˛ÚÒfl ÓÎflÏË, ÚÓ „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ‰Îfl ÒÔÎ‡ÈÌÓ‚,
ËÌÚÂÔÓÎËÛ˛˘Ëı ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÙÓÌÚ‡, ‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸ Á‡‰‡Ì˚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ
Ó·‡ÁÓÏ:

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ·Û‰ÂÏ ËÌÚÂÔÓÎËÓ‚‡Ú¸ ÙÛÌÍˆËË, Á‡‰‡ÌÌ˚Â Ì‡ Σ(t), Ú‡ÍËÂ Í‡Í ω1 Ë ω2.
Ç ÒËÎÛ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÒÚË, Û ÙÛÌÍˆËË, Á‡‰‡ÌÌÓÈ Ì‡ „‡ÌËˆÂ, Ì‡ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËË Ò ÓÒ¸˛ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ó·-
‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÓÎ¸ ÔÂ‚‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ y. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ‰Îfl ÌËı
·Û‰ÛÚ ËÏÂÚ¸

(4.3)

éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ˜ËÒÎÂÌÌ‡fl ÒıÂÏ‡ ËÏÂÂÚ ÔÂ‚˚È ÔÓfl‰ÓÍ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË Í‡Í ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï
ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï, Ú‡Í Ë ÔÓ ‚ÂÏÂÌË, Ú‡Í Í‡Í ‰Îfl ÔË„‡ÌË˜Ì˚ı ÛÁÎÓ‚, ̄ ‡·ÎÓÌ ÍÓÚÓ˚ı ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ L0,
ÔÓÒÚÓËÚ¸ ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Â ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â ‚˚‡ÊÂÌËfl ‰Îfl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌ-
Ì˚Ï ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡Ï ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ.

ÑÎfl ‡Ò˜ÂÚ‡ ÔÓ ÒıÂÏÂ (4.2) ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÁÌ‡Ú¸ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ‚Ó ‚ÒÂı ÛÁÎ‡ı ËÁ ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÈ
Ó·Î‡ÒÚË, ‚ ÚÓÏ ˜ËÒÎÂ ÔËÙÓÌÚÓ‚˚ı. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ‰Îfl ÛÁÎÓ‚ ÒÂÚÍË ËÁ Ó·Î‡ÒÚË, ÎÂÊ‡˘ÂÈ ÏÂÊ‰Û
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ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ‡Á˚‚Ó‚ Ì‡ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÏ ‚ÂÏÂÌÌóÏ ÒÎÓÂ Σ(t) Ë ÂÂ ÔÓÎÓÊÂÌËÂÏ Ì‡ ÔÓÁ‡ÔÓ¯ÎÓÏ
‚ÂÏÂÌÌóÏ ÒÎÓÂ Σ(t – 2∆t) (ÒÏ. ÙË„. 1), Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â ‚˚‡ÊÂÌËfl ‰Îfl ‚ÚÓÓÈ ÔÓ-
ËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ÌÂÎ¸Áfl, Ú‡Í Í‡Í ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÛÁÎ˚ Ò ÔÂ‰˚‰Û˘Ëı ‚ÂÏÂÌÌ ı ÒÎÓÂ‚ ÌÂ
ÔÓÔ‡‰‡˛Ú ‚ ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌÌÛ˛ Ó·Î‡ÒÚ¸. ë ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, ‚ ÔËÙÓÌÚÓ‚ÓÈ ÁÓÌÂ ËÏÂÂÏ ‡Ì‡ÎËÚË-
˜ÂÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ (3.7), ÌÓ ÓÌÓ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÎË¯¸ ‰Îfl ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡Î˚ı ‚ÂÏÂÌ. ÅÛ‰ÂÏ Ò˜ËÚ‡Ú¸,
˜ÚÓ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÙÓÌÚ‡ ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË ÓÔËÒ˚‚‡˛Ú-
Òfl ÚÂÏ ÊÂ fl‰ÓÏ (3.7), ÌÓ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ ω10 Ë ω20 ‚ıÓ‰flÚ ‚ ÌÂ„Ó ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÂ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÓÚÌÓÒË-
ÚÂÎ¸ÌÓ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Ë Ì‡·Ó‡ ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ – ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ ÎÛ˜Â‚Ó„Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËfl. ùÚË Û‡‚-
ÌÂÌËfl, Á‡ÔËÒ‡ÌÌ˚Â ‰Îfl ÛÁÎÓ‚, ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ‚ ÍÓÚÓ˚ı ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ‚˚˜ËÒÎÂÌ˚ ÔÓ ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡Á-
ÌÓÒÚÌÓÈ ÙÓÏÛÎÂ Ë ‚ ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÎËÁÍËı Í ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡Á˚‚Ó‚, ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú Á‡-
ÏÍÌÛÚ¸ ÒËÒÚÂÏÛ.

ë ˝ÚÓÈ ˆÂÎ¸˛ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚È ÛÁÂÎ ÒÔÎ‡ÈÌ‡, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘Â„Ó Σ(t – 2∆t). èÂÂÏÂ˘ÂÌËfl
ÚÓ˜ÂÍ ÒÂ‰˚, ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘Ëı Ò ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ÏË ÛÁÎ‡ÏË, ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÔÛÚÂÏ ËÌÚÂÔÓÎËÓ‚‡-
ÌËfl ÔÓ ÒÓÒÂ‰ÌËÏ ÛÁÎ‡Ï ÒÂÚÍË. ÑÎfl ËÌÚÂÔÓÎËÓ‚‡ÌËfl ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ÙÓÏÛÎÛ íÂÈÎÓ‡, Ò˜ËÚ‡fl, ˜ÚÓ
‡ÁÎÓÊÂÌËÂ ÔÓËÁ‚Ó‰ËÚÒfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ·ÎËÊ‡È¯ÂÈ ÚÓ˜ÍË ËÁ ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË, ‰Îfl
ÍÓÚÓÓÈ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl (4.2). ÇıÓ‰fl˘ËÂ ‚ ÙÓÏÛÎÛ ÔÓËÁ‚Ó‰-
Ì˚Â, Í‡Í Ë ‡Ì¸¯Â, ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛÂÏ ÍÓÌÂ˜Ì˚ÏË ‡ÁÌÓÒÚflÏË. ë ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, ‰Îfl ‡ÒÒÏ‡ÚË-
‚‡ÂÏ˚ı ÛÁÎÓ‚ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Û‡‚ÌÂÌËÂ (3.7), ‚ ÍÓÚÓÓÏ ω10, ω20, δω10/δt Á‡‚ËÒflÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ ÎÛ˜‡,
‡ tΣ ‰Îfl ‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍË – ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡. èÓ˝ÚÓÏÛ ËÏÂÂÏ

(4.4)

èÓÎ‡„‡fl ˝ÚË ‚˚‡ÊÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËflÏË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ω10 Ë ω20, ‚˚˜ËÒÎflÂÏ ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚
‰Îfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ÛÁÎ‡. ó‡ÒÚÌ˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â  Ë  ‚ (4.4) ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÍÓÌÂ˜ÌÓ-
‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı ÙÓÏÛÎ (4.1). èÓÎÓÊËÏ ‰Îfl Û‰Ó·ÒÚ‚‡ Ì‡ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÏ ‚ÂÏÂÌÌóÏ ÒÎÓÂ t = 0, ÚÓ„‰‡ tΣ =
= –2∆t Ë ËÁ (4.4) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

(4.5)
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ÑÎfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl δ-ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ‚ (4.5) ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ

(4.6)

ëËÒÚÂÏ‡ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘‡fl ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl (4.2)
‰Îfl ‚ÌÛÚÂÌÌËı ÛÁÎÓ‚ ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË, Ë ÎÛ˜Â‚˚Â ‡ÁÎÓÊÂÌËfl ‰Îfl ÚÓ˜ÂÍ, ÒÓ‚Ô‡‰‡˛-
˘Ëı Ò ÛÁÎ‡ÏË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡Á˚‚‡ Ì‡ ÔÓÁ‡ÔÓ¯ÎÓÏ ‚ÂÏÂÌÌóÏ ÒÎÓÂ, Â¯‡ÂÚÒfl ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÔÓÒÚÓÈ
ËÚÂ‡ˆËË. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ÔË·ÎËÊÂÌËfl ‰Îfl Ó˜ÂÂ‰ÌÓ„Ó ÒÎÓfl ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÔÂ-

ÂÏÂ˘ÂÌËÈ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÔË ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍÂ ‚ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚  Ë 
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ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó ÒÎÓfl Ë ‚ÂÏÂÌË t = ∆t. á‡ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÂ ÔË·ÎËÊÂÌËÂ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl ω1 Ë ω2

ÔËÌËÏ‡˛ÚÒfl  ≈  +  Ë  ≈  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ; δω10/δt ‰Îfl ÒÎÓfl t – ∆t ‚˚˜ËÒÎfl-

ÂÚÒfl ÔÓ ‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ ÙÓÏÛÎÂ (4.6). í‡ÍÊÂ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÎÛ˜Â‚Ó„Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËfl (3.7) ‚˚˜ËÒÎfl˛ÚÒfl ÔÓ-
Îfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ Ì‡ ÔÂ‚˚ı ‰‚Ûı ‚ÂÏÂÌÌ ı ÒÎÓflı, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚Â ‰Îfl ËÌËˆË‡ÎËÁ‡ˆËË ÒıÂÏ˚. äÓÌ-
ÒÚ‡ÌÚ˚ ÎÛ˜Â‚Ó„Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËfl ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚˚˜ËÒÎfl˛ÚÒfl ÔÓ „‡ÌË˜ÌÓÏÛ ÛÒÎÓ‚Ë˛ (2.1).
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ÉÂ‡ÒËÏÂÌÍÓ, á‡‚ÂÚ‡Ì

á‡ÏÂÚËÏ, ̃ ÚÓ ‰Îfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ÔÓ ÎÛ˜Â‚ÓÈ ÙÓÏÛÎÂ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÒÌ‡˜‡Î‡ ÓÔÂ‰Â-
ÎËÚ¸ ÎÛ˜Â‚˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ s Ë y. Ç ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÛÁÎ˚ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ˚ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÎËÁÍÓ Í ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚË ‡Á˚‚Ó‚, ÏÓÊÌÓ Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ ÎÛ˜ – ÔflÏ‡fl, ÔÓıÓ‰fl˘‡fl ˜ÂÂÁ ÛÁÂÎ Ë ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌ‡fl
ÙÓÌÚÛ. è‡‡ÏÂÚ y ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ ÛÒÎÓ‚Ëfl Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓÒÚË ÌÓÏ‡ÎË Í ÒÔÎ‡ÈÌÛ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û-
˛˘ÂÈ Ô‡‡ÏÂÚÛ ÚÓ˜ÍÂ Ë ‚ÂÍÚÓ‡, Ì‡˜‡ÎÓÏ ÍÓÚÓÓ„Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚È ÛÁÂÎ ÒÂÚÍË, ‡
ÍÓÌˆÓÏ – ÚÓ˜Í‡ ÒÔÎ‡ÈÌ‡, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl Ô‡‡ÏÂÚÛ. Ç˚˜ËÒÎÂÌËÂ y ÔÓËÁ‚Ó‰ËÚÒfl ˜ËÒÎÂÌÌÓ ÏÂ-
ÚÓ‰ÓÏ ‰ËıÓÚÓÏËË. áÌ‡fl y, ÏÓÊÌÓ ‚˚˜ËÒÎflÚ¸ ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÎÛ˜Â‚Ó„Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËfl Ò ÔÓÏÓ-
˘¸˛ ËÌÚÂÔÓÎflˆËÓÌÌÓ„Ó ÔÓÎËÌÓÏ‡, ‡ ÔÓ ÌËÏ ÓÔÂ‰ÂÎflÚ¸ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ s.

èÓÎÛ˜‡ÂÏ˚Â ‚ ıÓ‰Â Â¯ÂÌËfl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ ÎÛ˜Â‚Ó„Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËfl ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl
Ì‡ Í‡Ê‰ÓÈ ËÚÂ‡ˆËË ÔÓÎÓÊÂÌËfl ÙÓÌÚ‡ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ Ë Â„Ó „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚, ‚ıÓ-
‰fl˘Ëı ‚ ÎÛ˜Â‚ÓÈ fl‰. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÒÚÓÂÌ‡ ÌÂfl‚Ì‡fl ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸Ì‡fl ÒıÂÏ‡, Ì‡ Í‡Ê‰ÓÈ ËÚÂ-
‡ˆËË ÍÓÚÓÓÈ ÒÌ‡˜‡Î‡ ÔÂÂÒ˜ËÚ˚‚‡˛ÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌËÂ ÛÁÎ˚ Ó·Î‡ÒÚË, ‡ Á‡ÚÂÏ ÒÔÎ‡ÈÌ˚, ÓÔËÒ˚‚‡-
˛˘ËÂ Á‡‰‡ÌÌ˚Â Ì‡ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÏ ÙÓÌÚÂ ÙÛÌÍˆËË, Ë ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ò‡ÏÓ„Ó ÙÓÌÚ‡. ä‡Ê‰‡fl ËÚÂ‡ˆËfl Á‡-
‚Â¯‡ÂÚÒfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËÂÏ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ ‚ ÛÁÎ‡ı ÒÂÚÍË ÔËÙÓÌÚÓ‚ÓÈ Ó·Î‡ÒÚË, ‚ıÓ‰fl˘Ëı ‚
ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl.

èé ÓÔËÒ‡ÌÌÓÏÛ ‚˚¯Â ‡Î„ÓËÚÏÛ ·˚Î‡ ‡Á‡·ÓÚ‡Ì‡ Ë ÓÚÎ‡ÊÂÌ‡ ÔÓ„‡ÏÏ‡, ÔÓÁ‚ÓÎfl˛˘‡fl ‚˚-
˜ËÒÎËÚ¸ Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ ‚ÂÏÂÌÌóÏ ¯‡„Â ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Á‡ ÙÓÌÚÓÏ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚, ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÙÓÌ-
Ú‡ Ë ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ ÎÛ˜Â‚Ó„Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËfl.

Ñ‡ÎÂÂ ÔË‚Â‰ÂÏ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ‡Ò˜ÂÚÓ‚. è‡‡ÏÂÚ˚ Á‡‰‡˜Ë ‚˚·‡Ì˚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ
Ó·‡ÁÓÏ: α = 10, C = 103 Ï/Ò, v0 = 1 Ï/Ò, a0 = 1 Ï/Ò2, a1 = 1.5 Ï, a2 = 1 Ï. ò‡„Ë ‡Ò˜ÂÚÌÓÈ ÒÂÚÍË ÒÓ-
ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ∆t = 10–4 Ò, ∆x1 = ∆x2 = 0.02 Ï. ç‡ ÙË„. 3 ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÔÓÎfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ
‚‰ÓÎ¸ ÎÛ˜ÂÈ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = 10–3 Ò ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚‰ÓÎ¸ ÎÛ˜‡. ç‡ ÙË„. 4 ËÁÓ·-
‡ÊÂÌ˚ ËÁÓÎËÌËË ÙÛÌÍˆËË ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ (u(x1, x2, t)) ‚ Ó·Î‡ÒÚË, Óı‚‡˜ÂÌÌÓÈ ‚ÓÎÌÓ‚˚Ï ‰‚ËÊÂÌË-
ÂÏ Í ÏÓÏÂÌÚÛ t = 0.002 Ò. ç‡ ÙË„. 5 ËÁÓ·‡ÊÂÌ „‡ÙËÍ ËÁÏÂÌÂÌËfl ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË ‚ÓÎÌ˚ ‚‰ÓÎ¸ ‚ÓÎ-
ÌÓ‚Ó„Ó ÙÓÌÚ‡ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = 0.001 Ò, ‡ Ì‡ ÙË„. 6 – ËÁÏÂÌÂÌËÂ ω1 ÒÓ ‚ÂÏÂÌÂÏ ‰Îfl ‡ÁÎË˜-
Ì˚ı (ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚ı) ÎÛ˜ÂÈ. ç‡ÍÓÌÂˆ, ÙË„. 7 ËÎÎ˛ÒÚËÛÂÚ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ‚ÓÎÌÓ‚˚ı ÙÓÌÚÓ‚ Ì‡
ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı ÔÓÒÎÂ‰ÌËı ‚ÂÏÂÌÌ˚ı ÒÎÓflı (t1 = 0.016 c, t2 = 0.018 c, t3 = 0.02 c, t4 = 0.022 c) ‰Ó ÏÓÏÂÌÚ‡
t = 0.0024 Ò. àÁ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚ı „‡ÙËÍÓ‚ ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ·ÓÎÂÂ ÔÓÎÓ„ËÂ Û˜‡ÒÚÍË ÙÓÌÚ‡ ‰‚ËÊÛÚÒfl
·˚ÒÚÂÂ, Ú‡Í ˜ÚÓ ÍÓÌÚÛ Σ(t) ÒÚÂÏËÚÒfl ÔËÌflÚ¸ ÙÓÏÛ ÓÍÛÊÌÓÒÚË.

éˆÂÌÍ‡ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË Ë ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÔÓÒÚÓÂÌÌÓÈ ˜ËÒÎÂÌÌÓÈ ÒıÂÏ˚, ‚ ÒËÎÛ ÂÂ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË,
fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÎÓÊÌÓÈ Á‡‰‡˜ÂÈ. íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ ‰Îfl Ï‡Î˚ı ‚ÂÏÂÌ Í‡˜ÂÒÚ‚Ó ̃ ËÒÎÂÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl ÏÓÊÌÓ
ÔÓ‚ÂËÚ¸ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Â¯ÂÌËfl. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó
ÔÓÒÚÓËÏ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ̃ ËÒÎÂÌÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ ‰Îfl Ó‰ÌÓ„Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ ‚ÂÏÂÌË, ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-
ÌÓ ÛÏÂÌ¸¯‡fl ̄ ‡„ ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ë ‚ÂÏÂÌÌóÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡Ï ‚‰‚ÓÂ. éÍ‡Á‡ÎÓÒ¸, ̃ ÚÓ ÒÂ‰ÌÂÂ
ÓÚÍÎÓÌÂÌËÂ ÔÓ ÛÁÎ‡Ï ÒÂÚÍË

(4.7)

˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó  Â¯ÂÌËfl ÓÚ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓ„Ó  ÔË ˝ÚÓÏ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl (ÒÏ. Ú‡·ÎËˆÛ). Ç (4.7) N –
ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÛÁÎÓ‚ ‚ ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË.

ÑÎfl ÔÓ‚ÂÍË Í‡˜ÂÒÚ‚‡ Â¯ÂÌËfl ‚ ÒÎÛ˜‡Â ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯Ëı ‚ÂÏÂÌ, ÍÓ„‰‡ ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl ÎÛ-
˜Â‚˚Ï ‡ÁÎÓÊÂÌËÂÏ ÛÊÂ ÌÂÎ¸Áfl, ÓˆÂÌË‚‡ÎÓÒ¸ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚË Â¯ÂÌËfl Ò
ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂÏ ¯‡„‡. éÍ‡Á‡ÎÓÒ¸, ˜ÚÓ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì‡fl ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚ¸ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ÛÁÎ‡, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û-
˛˘Â„Ó Í‡ÍÓÏÛ-ÎË·Ó ÛÁÎÛ ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó ‚‡Ë‡ÌÚ‡ Â¯ÂÌËfl, ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl. í‡Í, ‰Îfl ÔËÌflÚ˚ı ‚˚-
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ÜìêçÄã ÇõóàëãàíÖãúçéâ åÄíÖåÄíàäà à åÄíÖåÄíàóÖëäéâ îàáàäà      ÚÓÏ 49      ‹ 4      2009

ãìóÖÇõÖ èêàîêéçíéÇõÖ êÄáãéÜÖçàü êÖòÖçàâ 733

¯Â Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ Á‡‰‡˜Ë Ë ‚ÂÏÂÌË t = 0.0011 Ò ÔË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËË ¯‡„Ó‚ ÒÂÚÍË
‚‰‚ÓÂ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡fl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì‡fl ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚ¸ ÒÓÒÚ‡‚ËÎ‡ 15.9% Ë 5.8% ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

Ä‚ÚÓ˚ ‚˚‡Ê‡˛Ú ËÒÍÂÌÌ˛˛ ·Î‡„Ó‰‡ÌÓÒÚ¸ Ä.Ä. ÅÛÂÌËÌÛ Á‡ ÔÎÓ‰ÓÚ‚ÓÌÓÂ Ó·ÒÛÊ‰ÂÌËÂ Ë
ˆÂÌÌ˚Â Á‡ÏÂ˜‡ÌËfl ÔË ÔÓ‰„ÓÚÓ‚ÍÂ ÒÚ‡Ú¸Ë.
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èÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ Ó‰ËÌ ‚‡Ë‡ÌÚ ËÁ ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ ‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı ÒıÂÏ Ì‡ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÏ ¯‡·ÎÓÌÂ ‰Îfl ‡Ò-
˜ÂÚ‡ ‰‚ÛÏÂÌ˚ı ÓÒÂÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ „‡Á‡. ëıÂÏ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl fl‚ÌÓÈ, ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓÈ Ë
ËÏÂÂÚ ‚ÚÓÓÈ ÔÓfl‰ÓÍ ÚÓ˜ÌÓÒÚË ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û Ë ‚ÂÏÂÌË. é·ÒÛÊ‰‡˛ÚÒfl ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÏÓ‰Â-
ÎËÓ‚‡ÌËfl ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌ˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ Ë ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚÂÈ ÍÓÌÚ‡ÍÚÌ˚ı ‡Á˚‚Ó‚. èË‚Â‰ÂÌ˚ ÏÂ-
ı‡ÌËÁÏ˚ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÈ ÔÓÚÓÍ‡ Ë Á‡ÓÊ‰ÂÌËfl ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚÂÈ. ÅË·Î. 32. îË„. 14.

 

äÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡

 

: ÒËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ ùÈÎÂ‡, ÒıÂÏ‡ Ì‡ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÏ ¯‡·ÎÓÌÂ, ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë-
‚ÓÒÚ¸ êËıÚÏ‡ÈÂ‡–åÂ¯ÍÓ‚‡, Ò‰‚Ë„Ó‚‡fl ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸, ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌÓÂ ÚÂ˜ÂÌËÂ, ÚÛ·ÛÎÂÌÚ-
ÌÓ-ÔÓ‰Ó·Ì˚Â ÙÎÛÍÚÛ‡ˆËË.

 

ÇÇÖÑÖçàÖ

 

ëÂ‰Ë ÏÌÓ„Ó˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ÔÓ‰ıÓ‰Ó‚ Í ÔÓ‚˚¯ÂÌË˛ ÚÓ˜ÌÓÒÚË ‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı ÒıÂÏ ‰Îfl „ËÔÂ·ÓÎË˜Â-
ÒÍËı ÒËÒÚÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÈ Ì‡ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÏ ¯‡·ÎÓÌÂ, ÌÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛˘Ëı Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜ Ó ‡ÒÔ‡‰Â ‡Á-
˚‚‡, ÓÚÚ‡ÎÍË‚‡flÒ¸ ÓÚ ·‡ÁÓ‚˚ı Ò‚ÓÈÒÚ‚ Ë „ÂÓÏÂÚËË ¯‡·ÎÓÌ‡, ÏÓÊÌÓ ‚˚‰ÂÎËÚ¸ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ Ì‡-
Ô‡‚ÎÂÌËÈ, fl‚Îfl˛˘ËıÒfl ÔÂ‰ÔÓÒ˚ÎÍ‡ÏË ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚ˚. èÓfl‰ÓÍ ÚÓ˜ÌÓÒÚË ÒıÂÏ˚ ÏÓÊÂÚ ÔÓ‚˚-
¯‡Ú¸Òfl Á‡ Ò˜ÂÚ Û‚ÂÎË˜ÂÌËfl ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡ ÚÓ˜ÂÍ, ‚ıÓ‰fl˘Ëı ‚ ¯‡·ÎÓÌ, Í‡Í ˝ÚÓ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ‚
ÔflÚËÚÓ˜Â˜Ì˚ı ‰‚ÛÏÂÌ˚ı ÒıÂÏ‡ı, ÔËÏÂÓÏ ÍÓÚÓ˚ı fl‚ÎflÂÚÒfl ÒıÂÏ‡ ã‡ÍÒ‡–ÇÂÌ‰ÓÙÙ‡ (ÒÏ. [1])
Ë ÂÂ ÏÓ‰ËÙËÍ‡ˆËË. ÑÛ„ËÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚‚Â‰ÂÌËÂ ÏÌÓ„ÓÒÎÓÈÌÓÒÚË ÔÓ ‚ÂÏÂÌË Ë ÔÓ-
ÒÚÓÂÌËÂ ‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚, ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛˘Ëı ‡ÁÎÓÊÂÌËfl ÙÛÌÍˆËÈ ‚ fl‰˚ íÂÈÎÓ‡ ‚ ÛÁÎ‡ı
¯‡·ÎÓÌ‡. èËÏÂÓÏ ˝ÚÓ„Ó ÔÓ‰ıÓ‰‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂfl‚Ì˚Â ÒıÂÏ˚ ÚÂÚ¸Â„Ó ÔÓfl‰Í‡ ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û
Ë ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË (‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡ ÒÎÓÂ‚ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË), ÔÂ‰ÒÚ‡‚-
ÎÂÌÌ˚Â ‚ [2]. é·Î‡‰‡fl ÔÓ‚˚¯ÂÌÌÓÈ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛, ÒıÂÏ˚ ËÁ [2], ÒÓ‰ÂÊ‡Ú ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÛÁÎÓ‚ ¯‡·ÎÓ-
Ì‡ ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ, ÌÂ ÔÂ‚˚¯‡˛˘ÂÂ ÚÂı. 

ëÂÏÂÈÒÚ‚Ó ‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı ÒıÂÏ Ì‡ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÏ ¯‡·ÎÓÌÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ Â˘Â Ó‰ËÌ ÔÓ‰ıÓ‰ Í ÔÓ‚˚-
¯ÂÌË˛ ÚÓ˜ÌÓÒÚË ÒıÂÏ, ÒÓ˜ÂÚ‡˛˘ËÈ ‚ ÒÂ·Â, Ò Ó‰ÌÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, ¯‡·ÎÓÌ, ÌÂ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡˛˘ËÈÒfl Ò ÔÓ-
‚˚¯ÂÌËÂÏ ÔÓfl‰Í‡ ÚÓ˜ÌÓÒÚË ÒıÂÏ˚, Ë Ò ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚ – fl‚Ì˚Â ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ‰ËÙÙÂÂÌˆË-
‡Î¸Ì˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚. èÓÒÚÓÂÌËÂ ÒıÂÏ Ì‡ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÏ ¯‡·ÎÓÌÂ ÓÒÌÓ‚‡ÌÓ Ì‡ ÏÂÚÓ‰Â ÔÓ‚˚¯ÂÌËfl
ÔÓfl‰Í‡ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË, ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌÓÏ ‚ [3], ÍÓÚÓ˚È, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ, ÌÂ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡fl
¯‡·ÎÓÌ ‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ ÒıÂÏ˚, ÔÓÎÛ˜‡Ú¸ fl‚Ì˚Â ÒıÂÏ˚ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍË ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ‡ÔÔÓÍ-
ÒËÏ‡ˆËË. á‰ÂÒ¸ Ú‡ÍÊÂ ‰Îfl ÔÓ‚˚¯ÂÌËfl ÚÓ˜ÌÓÒÚË ÒıÂÏ˚ ‚‚Ó‰flÚÒfl ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚Â Ì‡
‡ÁÎÓÊÂÌËflı ÙÛÌÍˆËÈ ‚ fl‰˚ ‚ ÛÁÎ‡ı ̄ ‡·ÎÓÌ‡. é‰Ì‡ÍÓ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓ ‰Îfl Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl ÌÂËÁ‚ÂÒÚ-
Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ‚ ÛÁÎÂ, ‚ıÓ‰fl˘Ëı ‚ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl, ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚Â
ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ëfl ËÒıÓ‰ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ, ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËfl ÍÓÚÓ˚ı ÔÓËÒıÓ‰ËÚ Ì‡ ÚÓÏ ÊÂ ̄ ‡·ÎÓÌÂ
(ÒÏ. [3], [4]). ÇÔÂ‚˚Â ‰‚ÛÏÂÌ‡fl ÒıÂÏ‡ Ì‡ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÏ (˜ÂÚ˚ÂıÚÓ˜Â˜ÌÓÏ) ̄ ‡·ÎÓÌÂ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓ-
fl‰Í‡ ÚÓ˜ÌÓÒÚË ‰Îfl ÔÎÓÒÍÓÈ ÒËÏÏÂÚËË ÚÂ˜ÂÌËfl ÓÔËÒ‡Ì‡ ‚ [5]. èÓ‰Ó·Ì˚Â ÒıÂÏ˚ ‰ÓÔÛÒÍ‡˛Ú Â‡-
ÎËÁ‡ˆË˛ Ì‡ ÔÓ‰‚ËÊÌ˚ı ÒÂÚÍ‡ı ‰Îfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÒËÏÏÂÚËË ÚÂ˜ÂÌËfl, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ‰ÓÔÓÎ-
ÌÂÌ˚ ‡Î„ÓËÚÏ‡ÏË ‚˚‰ÂÎÂÌËfl ‡Á˚‚Ó‚ (ÒÏ. [6], [7]). Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ÒÚ‡Ú¸Â ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ ÌÓ‚‡fl ÏÓ-
‰ËÙËÍ‡ˆËfl ÒıÂÏ˚ Ì‡ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÏ (˜ÂÚ˚ÂıÚÓ˜Â˜ÌÓÏ) ¯‡·ÎÓÌÂ ‰Îfl ‡Ò˜ÂÚ‡ ‰‚ÛÏÂÌ˚ı
ÓÒÂÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ „‡Á‡ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ÚÓ˜ÌÓÒÚË ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û Ë ‚ÂÏÂÌË, ÓÚÎË˜‡˛-
˘‡flÒfl ÓÚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡‚¯ËıÒfl ‡ÌÂÂ ‚ [8], [9] ÙÓÏÓÈ Á‡ÔËÒË ÒËÒÚÂÏ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÈ

 

ìÑä 519.634
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ËÒıÓ‰ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Ë ‚‚Â‰ÂÌÌ˚ÏË ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËflÏË ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚. ÄÌ‡ÎËÁ Ó‰-
ÌÓÏÂÌÓ„Ó ‡Ì‡ÎÓ„‡ ÒıÂÏ˚ Ë Ò‡‚ÌÂÌËÂ ‡Ò˜ÂÚÓ‚, ÔÓ‚Â‰ÂÌÌ˚ı ÔÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌÓÈ ÒıÂÏÂ Ë ÔÓ ‰Û-
„ËÏ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Ï ÒıÂÏ‡Ï, ÒÓ‰ÂÊËÚÒfl ‚ [6], [10]–[12]. ê‡Ò˜ÂÚÌ˚Â ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌÓÈ ÒıÂ-
Ï˚ ÔÓ‰ÂÏÓÌÒÚËÓ‚‡Ì˚ Ì‡ ˜ËÒÎÂÌÌÓÏ Â¯ÂÌËË fl‰‡ Á‡‰‡˜. 

 

1. èéëíêéÖçàÖ êÄáçéëíçéâ ëïÖåõ Ñãü êÄëóÖíÄ 
éëÖëàååÖíêàóçõï íÖóÖçàâ ÉÄáÄ

 

ëıÂÏ‡ ÒÚÓËÚÒfl ‰Îfl ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ ùÈÎÂ‡ ‰Îfl Ë‰Â‡Î¸ÌÓ„Ó „‡Á‡ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÔÓ‰ıÓ‰‡ Í ÔÓ-
‚˚¯ÂÌË˛ ÔÓfl‰Í‡ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ÒıÂÏ ‡·ÓÚ˚ [3]. àÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Ë‚Â„ÂÌÚÌ˚È ‚Ë‰ Û‡‚ÌÂÌËÈ

(1)

á‰ÂÒ¸ 

 

ρ

 

, 

 

p

 

, 

 

u

 

 Ë 

 

v

 

 – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸, ‰‡‚ÎÂÌËÂ Ë ÔÓ‰ÓÎ¸Ì‡fl Ë ÔÓÔÂÂ˜Ì‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌ-
Ú˚ ÒÍÓÓÒÚË, 

 

E

 

s

 

 = [
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 + 0.5(
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2

 

 + 

 

v
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)], 

 

ε

 

 = 

 

p

 

/[

 

ρ

 

(

 

γ

 

 – 1)], 

 

γ

 

 = 1.4. ÑÎfl Ó·ÂÒÔÂ˜ÂÌËfl ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ‡Ô-
ÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ·Û‰ÂÏ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÒËÒÚÂÏ˚ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÈ ÔÓ 

 

x

 

 Ë ÔÓ 

 

r

 

 Û‡‚ÌÂÌËÈ (1),
Á‡ÔËÒ‡ÌÌ˚ı ‚ ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ‰Ë‚Â„ÂÌÚÌÓÏ ‚Ë‰Â (Ò ÌÛÎÂ‚˚ÏË ‚ÂÍÚÓ‡ÏË Ô‡‚˚ı ˜‡ÒÚÂÈ):

(2)

èÓˆÂ‰Û‡ ÔÓÒÚÓÂÌËfl ÒıÂÏ˚ ÓÒÌÓ‚˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ ËÌÚÂ„ÓËÌÚÂÔÓÎflˆËÓÌÌÓÏ ÏÂÚÓ‰Â (ÒÏ. [13]);
ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ¯‡·ÎÓÌ ÒıÂÏ˚ ã‡ÍÒ‡. ê‡ÁÌÓÒÚÌ‡fl fl˜ÂÈÍ‡, ÛÁÎ˚ ¯‡·ÎÓÌ‡ Ë ÔËÌflÚ˚Â Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Ì‡ ÙË„. 1. ëËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ (1) Ë ÒËÒÚÂÏ˚ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÈ (2) ËÌ-
ÚÂ„ËÛ˛ÚÒfl ÔÓ ‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ fl˜ÂÈÍÂ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÚÂÓÂÏ˚ É‡ÛÒÒ‡–éÒÚÓ„‡‰ÒÍÓ„Ó: 

(3)

ÄÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËfl ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÚÓÏÛ, Í‡Í ˝ÚÓ ÓÔËÒ‡ÌÓ ‚ [7]. èË ÔÓÒÚÓ-
ÂÌËË ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËÈ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl ÍÛÒÓ˜ÌÓ-ÎËÌÂÈÌ˚È ‚Ë‰ ‚ÓÒÔÓÎÌÂÌËfl ‡ÁÌÓÒÚÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl (1)
‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÛÁÎ‡ ÒÂÚÍË. ç‡ Í‡Ê‰ÓÏ ‚ÂÏÂÌÌ

 

ó

 

Ï ÒÎÓÂ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ‡ÁÌÓÒÚÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ
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⎜ ⎟
⎛ ⎞

, H

0

0

p

0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
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ÄÁ‡Ó‚‡

ÒËÒÚÂÏ˚ (1) fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÛÒÓ˜ÌÓ-ÎËÌÂÈÌ˚Ï ÔÓ x Ë ÔÓ r Ë Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰Îfl ÔÓËÁ‚Ó‰-
Ì˚ı (2) fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍÛÒÓ˜ÌÓ-ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË ÔÓ x Ë ÔÓ r ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÛÁÎ‡: 

ÔË x ∈ (xi – hx, xi + hx), r ∈ (rj – hr, rj + hr). á‰ÂÒ¸  = ϕ(xi, rj, tk), xi = ihx, rj = jhr, i Ë j – ÌÓÏÂ‡ ÛÁÎÓ‚
‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı x Ë r ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, tk – ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‚ÂÏÂÌË Ì‡ k-Ï ÒÎÓÂ, hx, hr, τ – ̄ ‡„Ë ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û
Ë ÔÓ ‚ÂÏÂÌË. èÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËË ÔÓÚÓÍÓ‚ ËÏÂ˛Ú ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÛ˛ ÙÓÏÛ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË. 

ÑÎfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl Â¯ÂÌËÈ ÒËÒÚÂÏ (2) ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÒıÂÏ˚ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË.
ê‡Ò˜ÂÚÌ˚Â ÙÓÏÛÎ˚ ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰

(4)

(5)

Uk
x r,( ) Ui j,

k
x xi–( )Uxi j,

k
r r j–( )Uri j,

k
,+ +=

Ux
k

x r,( ) Uxi j,

k
, Ur

k
x r,( ) Uri j,

k
= =

ϕi j,
k

Uxi j,

k 1+
0.25 Xn X2122– X1112 X1222– X1121+ +( )/ hxhr( ),=

Xn hxhr Ux11
Ux12

Ux21
Ux22

+ + +( ) I( ),=

Xn hr U21 U22 U11– U12–+( ) II( ),=

X2122 τhr Fx21
Fx22

G22 H22–( )/r22 G21 H21–( )/r21+ + +( ),=

X1112 τhr Fx11
Fx12

G12 H12–( )/r12 G11 H11–( )/r11+ + +( ),=

X1222 τhx Gx12
Gx22

+( ) I( ), X1222 τ G22 G12–( ) II( ),==

X1121 τhx Gx11
Gx21

+( ) I( ), X1121 τ G21 G11–( ) II( );==

Uri j,

k 1+
0.25 Yn Y2122– Y1112 Y1222– Y1121+ +( )/ hxhr( ),=

Yn hxhr Ur11
Ur12

Ur21
Ur22

+ + +( ) I( ),=

Yn hx U22 U21– U12 U11–+( ) II( ),=

Y2122 τhr Fr21
Fr22

+( ) I( ), Y2122 τ F22 F21–( ) II( ),==

Y1112 τhr Fr11
Fr12

+( ) I( ), Y1112 τ F12 F11–( ) II( ),==

Y1222 τhx Gr12
Gr22

G12 H12–( )/r12 G22 H22–( )/r22+ + +( ),=

Y1121 τhx Gr11
Gr21

G11 H11–( )/r11 G21 H21–( )/r21+ + +( ).=

t
r

τ
i, j, k + 1 

12(i – 1, j + 1, k)

11(i – 1, j –1, k)

22(i + 1, j + 1, k)

21(i + 1, j – 1, k)

hx hy

îË„. 1. 

x
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á‰ÂÒ¸ ‰Îfl Û‰Ó·ÒÚ‚‡ ‚‚Â‰ÂÌ˚ ˆËÙÓ‚˚Â ËÌ‰ÂÍÒ˚ (ÒÏ. ÙË„. 1). Ç (4), (5) ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ ‰‚‡ ‚‡Ë‡ÌÚ‡ ‡Ô-
ÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ (ÙÓÏÛÎ˚, Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌÌ˚Â ËÏÒÍËÏË ˆËÙ‡ÏË). Ç Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ÔË-
ÏÂÌflÂÏ˚ı ‚‡Ë‡ÌÚÓ‚ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ÂÌËÂ ‰‚Ûı ÓÒÌÓ‚Ì˚ı ÚËÔÓ‚ ÒıÂÏ˚ – ÔÂ‚Ó„Ó
Ë ‚ÚÓÓ„Ó. ÑÓÔÛÒÚËÏÓ Ú‡ÍÊÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ÒıÂÏ ÒÏÂ¯‡ÌÌÓ„Ó ÚËÔ‡, ÍÓ„‰‡ ‚ Ó‰ÌÓÈ ÒıÂÏÂ ËÒÔÓÎ¸-
ÁÛ˛ÚÒfl ÙÓÏÛÎ˚ Í‡Í ÔÂ‚Ó„Ó, Ú‡Í Ë ‚ÚÓÓ„Ó ‚‡Ë‡ÌÚ‡ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË. Ç ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚ı ÌËÊÂ ‡Ò-
˜ÂÚ‡ı ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎÒfl ‚ÚÓÓÈ ÚËÔ ÒıÂÏ˚ (ÙÓÏÛÎ˚, Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌÌ˚Â ËÏÒÍÓÈ ˆËÙÓÈ II). Ç [10] ÔÓ-
Í‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ÔË Ú‡ÍÓÈ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ÔÓ ÌËÊÌÂÏÛ ÓÒÌÓ‚‡ÌË˛ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ‡Ò¯ËÂ-
ÌËÂ ‚ÂÏÂÌÌó„Ó ËÌÚÂ‚‡Î‡, ‚ ÍÓÚÓÓÏ Á‡ Ò˜ÂÚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ÒËÒÚÂÏ ‰Îfl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ËÒıÓ‰ÌÓÈ
ÒËÒÚÂÏ˚ ÔÓ‚˚¯‡ÂÚÒfl ÔÓfl‰ÓÍ ÚÓ˜ÌÓÒÚË ÒıÂÏ˚.

ÑÎfl Á‡ÔËÒË ÒıÂÏ˚ ‰Îfl ÒËÒÚÂÏ˚ (1) ‚‚Â‰ÂÏ ‰‚Â ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË, Ir Ë Irt:

ËÏÂ˛˘ËÂ ÒÏ˚ÒÎ ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ÔÓ „‡ÌflÏ ‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ fl˜ÂÈÍË ÓÚ ÔËÌflÚÓ„Ó ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl Â¯ÂÌËfl.
ë ÔÓÏÓ˘¸˛ ˝ÚËı ÙÛÌÍˆËÈ Â¯ÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ (1) ÎÂ„ÍÓ ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl ËÁ (3) Ò Û˜ÂÚÓÏ (4), (5). ê‡Ò˜ÂÚ-
Ì˚Â ÙÓÏÛÎ˚ ‰Îfl Â¯ÂÌËfl (1) ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰

„‰Â 

èÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÔÓ t ‚˚‡Ê‡˛ÚÒfl ̃ ÂÂÁ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÔÓ x Ë r Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÌÂ‰Ë‚Â„ÂÌÚÌÓÈ ÙÓÏ˚
ÒËÒÚÂÏ˚ (1) Ë Û‡‚ÌÂÌËfl ÒÓÒÚÓflÌËfl Ë‰Â‡Î¸ÌÓ„Ó „‡Á‡ p = ερ(γ – 1):

Ir f 0 f x0
f r0

x0 xn xk r0 rn rk, , , , , , , ,( ) r f 0 f x0
x x0–( ) f r0

r r0–( )+ +[ ] x r  =dd

rn

rk

∫
xn

xk

∫=

=  0.5 xk xn–( ) rk
2

rn
2

–( ) f 0 f x0
x0– f r0

r0–( ) 0.25 xk
2

xn
2

–( ) rk
2

rn
2

–( ) f x0
xk xn–( ) rk

3
rn

3
–( ) f r0

/3,+ +

Irt rm f, 0 f t0
x0 xn xk t0 tn tk, , , , , , ,( ) r f 0 f t0

t t0–( )+[ ] x t  =dd

tn

tk

∫
xn

xk

∫=

=  rm xk xn–( ) tk tn–( ) f 0 0.5 tk tn+( ) t0–[ ] f t0
+{ },

Ui j,
k 1+

0.25 Sh τr jHm+( )/ hxhrr j( ) Uri j,

k 1+
hr

2
/ 3r j( ),–=

Sh Sn S2122– S1112 S1222– S1121,+ +=

Sn Ir U11 Ux11
Ur11

x11 x11 xi r11 r11 r j, , , , , , , ,( ) Ir U21 Ux21
Ur21

x21 xi x21 r21 r21 r j, , , , , , , ,( ) ++=

+ Ir U12 Ux12
Uy12

x12 x12 xi r12 r j r12, , , , , , , ,( ) Ir U22 Ux22
Uy22

x22 xi x22 r22 r j r22, , , , , , , ,( ),+

S2122 Ir F21 Ft21
Fy21

t t t τ+ r21 r21 r j, , , , , , , ,( ) Ir F22 Ft22
Fy22

t t t τ+ r22 r j r22, , , , , , , ,( ),+=

S1112 Ir F11 Ft11
Fy11

t t t τ+ r11 r11 r j, , , , , , , ,( ) Ir F12 Ft12
Fy12

t t t τ+ r12 r j r12, , , , , , , ,( ),+=

S1222 Irt y12 G12 Gt12
x12 x12 xi t t t τ+, , , , , , , ,( ) Irt y22 G22 Gt22

x22 xi x22 t t t τ+, , , , , , , ,( ),+=

S1121 Irt y11 G11 Gt11
x11 x11 xi t t t τ+, , , , , , , ,( ) Irt y21 G21 Gt21

x21 xi x21 t t t τ+, , , , , , , ,( ),+=

Hm

0

0

0.25 p11 p12 p21 p22+ + +( )
0⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

.=

ρt – ρu( )x ρv( )r– ρv /r,–=

ρu( )t – p ρu
2

+( )x ρuv( )r– ρuv /r,–=

ρv( )t – ρuv( )x p ρv 2
+( )r– p ρv 2

+( )/r– p/r,+=

ESt
– u ES p+( )[ ]x v ES p+( )[ ]r– v ES p+( )/r,–=

10
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ÄÁ‡Ó‚‡

èËÌflÚ‡fl Á‰ÂÒ¸ Á‡ÔËÒ¸ ÒıÂÏ˚ ‰‡ÂÚ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ÔÓÒÚÓÈ ÔÓ„‡ÏÏÌÓÈ Â‡ÎËÁ‡ˆËË ÒıÂÏ˚ Ì‡
1/4 fl˜ÂÈÍË, 1/2 fl˜ÂÈÍË, 3/4 fl˜ÂÈÍË, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÈ ÔË ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ (Ì‡ÔË-
ÏÂ, Ì‡ Ó·ÚÂÍ‡ÂÏÓÏ ÔÓÚÓÍÓÏ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÏ ÚÂÎÂ). ÑÎfl ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍË „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ Ì‡ ÚÂÎ‡ı
Ò ÔflÏÓÎËÌÂÈÌ˚ÏË „‡ÌËˆ‡ÏË, ÌÂ ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘ËÏË Ò „‡ÌËˆ‡ÏË ‡Ò˜ÂÚÌ˚ı fl˜ÂÂÍ (Ì‡ÔËÏÂ, ÍÎË-
ÌÓ‚Ë‰Ì˚Â ÚÂÎ‡), ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÔflÏÓÎËÌÂÈÌ‡fl „‡ÌËˆ‡ Á‡ÏÂÌflÂÚÒfl ÒÚÛÔÂÌ˜‡ÚÓÈ (ÒÏ. [14]). É‡ÌËˆ˚
·ÓÎÂÂ ÒÎÓÊÌ˚ı Ó·Î‡ÒÚÂÈ ‚ ‡Ò˜ÂÚ‡ı Ú‡ÍÊÂ ÔË·ÎËÊ‡˛ÚÒfl ÒÚÛÔÂÌ˜‡Ú˚ÏË. èË Ú‡ÍÓÏ Á‡‰‡ÌËË
„‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ÓÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‚ÒÚÓÂÌÌ˚ÏË ‚ ‡Ò˜ÂÚÌÛ˛ Ó·Î‡ÒÚ¸ ·ÂÁ Ì‡Û¯ÂÌËfl Ò‚ÓÈÒÚ‚‡
ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓÒÚË ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ‚ÌÛÚÂÌÌËı „‡ÌËˆ Ë Ì‡ ÓÒË ÒËÏÏÂÚËË. èËÌˆËÔË‡Î¸ÌÓ ‚ÓÁ-
ÏÓÊÌÓ ÔÓÒÚÓÂÌËÂ ÒıÂÏ˚ Ì‡ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÒÂÚÍÂ, Ì‡ÔËÏÂ Ì‡ ÒÂÚÍÂ, Ò‚flÁ‡ÌÌÓÈ Ò „ÂÓÏÂÚËÂÈ Á‡-
‰‡˜Ë, ËÎË Ì‡ ÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÒÂÚÍÂ, Ò‚flÁ‡ÌÌÓÈ Ò Â¯ÂÌËÂÏ (ÒÏ. [7]). èÓÒÚÓÂÌËÂ ÒıÂÏ˚ ‚ Ó·Î‡ÒÚË ÓÒË
ÒËÏÏÂÚËË ÔÓ‚Ó‰ËÎÓÒ¸ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ, ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎÒfl ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚È ÔÂÂıÓ‰ ÔË r  0 Ë ‡ÒÍ˚-
ÚËÂ ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÒÚÂÈ ÔÓ Ô‡‚ËÎÛ ãÓÔËÚ‡Îfl. ç‡ ÓÒË ÒËÏÏÂÚËË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Î‡Ò¸ ‡ÁÌÓÒÚÌ‡fl ÒıÂ-
Ï‡ ‰Îfl ÔÎÓÒÍËı ÚÂ˜ÂÌËÈ, ÓÔËÒ‡ÌÌ‡fl ‚ [15]. 

èÓÒÚÓÂÌÌ‡fl ÒıÂÏ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl fl‚ÌÓÈ, ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓÈ Ë ËÏÂÂÚ ‚ÚÓÓÈ ÔÓfl‰ÓÍ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË
(ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û Ë ÔÓ ‚ÂÏÂÌË). ìÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ÒıÂÏ˚ Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚÒfl ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚Ï ÍËÚÂËÂÏ
äÛ‡ÌÚ‡–îË‰ËıÒ‡–ãÂ‚Ë. Ç ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚ı ÌËÊÂ ‡Ò˜ÂÚ‡ı ˜ËÒÎÓ äÛ‡ÌÚ‡ ÎÂÊ‡ÎÓ ‚ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ ÓÚ
0.5 ‰Ó 0.9. éÒÌÓ‚Ì˚Ï ÓÚÎË˜ËÂÏ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌÓÈ ÒıÂÏ˚ ÓÚ ‡ÌÂÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡‚¯ËıÒfl ÒıÂÏ Ì‡ ÏËÌË-
Ï‡Î¸ÌÓÏ ¯‡·ÎÓÌÂ ‰Îfl ÓÒÂÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ (ÒÏ. [8], [9]) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ‰Ë‚Â„ÂÌÚÌ‡fl
ÙÓÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰Îfl ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÈ ËÒıÓ‰ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚, ÍÓÚÓ˚Â ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl
‚ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËflı ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ÔË ÔÓÒÚÓÂÌËË ÒıÂÏ˚. êÂ¯‡˛˘ÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Á‰ÂÒ¸ ËÏÂÂÚ ‡ÔÔÓÍ-
ÒËÏ‡ˆËfl ÔÓÚÓÍÓ‚˚ı ˜ÎÂÌÓ‚ ‚ ‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËflı ‰Îfl ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÈ. èËÌfl-
Ú˚È ‚Ë‰ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰Îfl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı (2) ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ËÁ·ÂÊ‡Ú¸ Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı
Û‡‚ÌÂÌËÈ ÔË Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËË Â¯ÂÌËfl ‚ ÛÁÎÂ ‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ ÒÂÚÍË Ì‡ ÌÓ‚ÓÏ ‚ÂÏÂÌÌóÏ ÒÎÓÂ. äÓÏÂ
ÚÓ„Ó, ÔË ÔÓÒÚÓÂÌËË ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËÈ Û‡‚ÌÂÌËfl (2) ÌÂ ËÌÚÂ„ËÛ˛ÚÒfl ÔÓ ‡‰ËÛÒÛ, ‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛Ú-
Òfl ÒÂ‰ÌËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ‚ÌÛÚË ‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ fl˜ÂÈÍË. ùÚË ‡ÁÎË˜Ëfl ÛÏÂÌ¸¯‡˛Ú ÍÓÎË˜Â-
ÒÚ‚Ó ÓÔÂ‡ˆËÈ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ‡Ò˜ÂÚ‡ ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ‚ ÛÁÎÂ ‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ ÒÂÚÍË. á‡ÏÂ-
ÚËÏ Ú‡ÍÊÂ, ˜ÚÓ “ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ” ‚Ë‰ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰Îfl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı Ó·ÎÂ„˜‡ÂÚ Ì‡ÔËÒ‡ÌËÂ Ë ÓÚÎ‡‰-
ÍÛ ÍÓ‰Ó‚ ‡Î„ÓËÚÏÓ‚. 

2. êÄëóÖíõ èìãúëÄñàéççõï íÖóÖçàâ ë çÖìëíéâóàÇéëíüåà 
äéçíÄäíçõï êÄáêõÇéÇ

2.1. èÓÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ Á‡‰‡˜Ë 

èÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ‡fl ÒıÂÏ‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Î‡Ò¸ ‚ ‡Ò˜ÂÚ‡ı ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ëÇó-˝ÌÂ„ËË Ì‡ Ò‚ÂıÁ‚ÛÍÓ‚ÓÂ
Ó·ÚÂÍ‡ÌËÂ ÚÂÎ1). àÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ÔÓ‚Ó‰ËÎËÒ¸ ‚ ‡ÏÍ‡ı ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓÈ ÔÓ„‡ÏÏ˚ Ò ìÌË‚ÂÒËÚÂÚÓÏ
ê‡Ú„ÂÒ‡ (Rutgers University), ç¸˛-ÑÊÂÒË, ëòÄ. ÇÒÂ ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ Ò‚flÁ‡Ì˚ ÒÓ ÒıÂÏ-
ÌÓÈ ‡ÁÂ¯ËÏÓÒÚ¸˛ ÍÓÌÚ‡ÍÚÌ˚ı ‡Á˚‚Ó‚ Ë fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂ‰ÓÒÚËÊËÏ˚ÏË ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÌÂ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓÈ ÚÓ˜-
ÌÓÒÚË ˜ËÒÎÂÌÌÓÈ ÏÂÚÓ‰ËÍË. ê‡Ò˜ÂÚ˚ ÔÓ‚Ó‰ËÎËÒ¸ ·ÂÁ ‚‚Â‰ÂÌËfl ‚ ÒıÂÏÛ ËÒÍÛÒÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ‚flÁÍÓÒÚË.

èÓ·ÎÂÏ‡ „ÎÓ·‡Î¸ÌÓÈ ÔÂÂÒÚÓÈÍË ÚÂ˜ÂÌËfl ÔË Ó·ÚÂÍ‡ÌËË ÚÂÎ Ò‚ÂıÁ‚ÛÍÓ‚˚Ï ÔÓÚÓÍÓÏ, ÒÓ-
‰ÂÊ‡˘ËÏ ÚÂÔÎÓ‚˚Â ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚË, ·˚Î‡ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ì‡ ‚Ó ÏÌÓ„Ëı ‡·ÓÚ‡ı (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ,
[16]–[21]). àÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ÔÓ·ÎÂÏ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÔÓÚÓÍ‡ ‰Îfl ÔÓ‰Ó·ÌÓ„Ó ÚËÔ‡ Á‡‰‡˜ ·˚ÎÓ ËÌËˆËË-
Ó‚‡ÌÓ ‚ [22], [23]. ê‡Á‚ËÚËÂ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌ˚ı ÂÊËÏÓ‚, ‚ÓÁÌËÍÌÓ‚ÂÌËÂ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚÂÈ „‡ÌËˆ

1) èÓÂÍÚ åÂÊ‰ÛÌ‡Ó‰ÌÓ„Ó Ì‡Û˜ÌÓ-ÚÂıÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ˆÂÌÚ‡ (åçíñ) ‹ 3058.
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ÏÂÊ‰Û ÚÂÔÎ˚Ï Ë ıÓÎÓ‰Ì˚Ï „‡Á‡ÏË, ‡ Ú‡ÍÊÂ Ëı ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓÂ ÔÂÂÏÂ¯Ë‚‡ÌËÂ ‚ Á‡‰‡˜‡ı Ò ÔÓÚfl-
ÊÂÌÌ˚ÏË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË ˝ÌÂ„ËË ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ì˚ ‚ [12], [24], [25]. 

ç‡ ÓÒÌÓ‚Â ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ ùÈÎÂ‡ (1) ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ̋ ÌÂ„ËË
‚ ‚Ë‰Â ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÔÓÚflÊÂÌÌÓ„Ó ‡ÁÓ„ÂÚÓ„Ó Í‡Ì‡Î‡ ÔÓÌËÊÂÌÌÓÈ ÔÎÓÚÌÓÒÚË Ò ˆËÎËÌ‰Ë˜Â-
ÒÍËÏ Û‰‡Ì˚Ï ÒÎÓÂÏ. èÓÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ Á‡‰‡˜Ë ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍÂ ‚ ‡·ÓÚ‡ı [17] Ë [12], [24]. óËÒÎÓ
å‡ı‡ å Ì‡·Â„‡˛˘Â„Ó ÔÓÚÓÍ‡ ‡‚ÌflÎÓÒ¸ 1.89. çÓÏËÛ˛˘ËÏË ‚ÂÎË˜ËÌ‡ÏË ÔË ÔÂÂıÓ‰Â Í ·ÂÁ‡Á-
ÏÂÌ˚Ï Ô‡‡ÏÂÚ‡Ï ·˚ÎË ‚˚·‡Ì˚ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ‚ÓÁ‰Ûı‡ ÔË ÌÓÏ‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚Ëflı ρÌ = 1.29 Í„/Ï3, ÁÌ‡-
˜ÂÌËÂ ‰‡‚ÎÂÌËfl ρÌ = 5 ‡ÚÏ, ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Â‰ËÌËˆ˚ ‰ÎËÌ˚ lÌ = 10–2 Ï. èË ˝ÚÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ÌÓÏËÛ˛˘Ëı
‚ÂÎË˜ËÌ ‰Îfl ‚ÂÏÂÌË Ë ÒÍÓÓÒÚË fl‚ÎflÎËÒ¸, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, tÌ = 1.6 × 10–5 Ò Ë uÌ = 6.27 × 102 Ï/Ò. Ç Í‡-
˜ÂÒÚ‚Â Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ ‰Îfl ‡Ò˜ÂÚ‡ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓ„Ó Ó·ÚÂÍ‡ÌËfl ˆËÎËÌ‰‡ ÔË t = 0, 0 ≤ x < x„,
0 ≤ r < r„, x„, r„ – ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ „‡ÌËˆ ‡Ò˜ÂÚÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË, Á‡‰‡‚‡ÎËÒ¸ ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚, ÒÓ-
ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÌÓÏ‡Î¸Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ: ρ0 = 1, p0 = 0.2, u0 = 1, v0 = 0. É‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË Ì‡
‚ıÓ‰ÌÓÈ „‡ÌËˆÂ (x = 0, 0 ≤ r < r„) fl‚ÎflÎËÒ¸ Ú‡ÍËÂ ÊÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚. ç‡ ÓÒË x Ë Ì‡ „‡ÌËˆ‡ı
ÚÂÎ‡ ÒÚ‡‚ËÎËÒ¸ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÓÚ‡ÊÂÌËfl, Ì‡ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı „‡ÌËˆ‡ı – ÛÒÎÓ‚Ëfl ÓÚÒÛÚÒÚ‚Ëfl ÓÚ‡ÊÂÌËfl ‚ Ì‡-
Ô‡‚ÎÂÌËË, ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌÓÏ Í „‡ÌËˆÂ. 

àÒÚÓ˜ÌËÍ ˝ÌÂ„ËË ‚ ‚Ë‰Â ÔÓÚflÊÂÌÌÓ„Ó ‡ÁÂÊÂÌÌÓ„Ó Í‡Ì‡Î‡ ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÎÒfl ˜ÂÂÁ ËÁÏÂÌÂ-
ÌËÂ „‡ÌË˜ÌÓ„Ó ÛÒÎÓ‚Ëfl Ì‡ ‚ıÓ‰ÌÓÈ „‡ÌËˆÂ (ÔË x = 0), Ì‡˜ËÌ‡fl Ò ÏÓÏÂÌÚ‡ ‚ÂÏÂÌË ti, ÍÓ„‰‡ ÒÚ‡-
ˆËÓÌ‡Ì˚È ÂÊËÏ Ó·ÚÂÍ‡ÌËfl ÛÊÂ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÎÒfl. Ç ˝ÚÓÚ ÏÓÏÂÌÚ ‡Ò˜ÂÚÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚
‚ ÚÓ˜ÍÂ ÚÓÏÓÊÂÌËfl ÓÚÎË˜‡ÎËÒ¸ ÓÚ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍËı Ì‡ ‚ÂÎË˜ËÌÛ ~1% ÓÚ ÚÓ˜ÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl. èË
t ≥ ti Ì‡ ‚ıÓ‰ÌÓÈ „‡ÌËˆÂ Á‡‰‡‚‡ÎÓÒ¸ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ρ(0, r, t) = ρi = αρρ0 ‰Îfl 0 ≤ r ≤ Ri, „‰Â Ri –
‡‰ËÛÒ Í‡Ì‡Î‡, αρ – ˜ËÒÎÓ‚ÓÈ Ô‡‡ÏÂÚ, ÓÚ‡Ê‡˛˘ËÈ ÒÚÂÔÂÌ¸ ‡ÁÂÊÂÌÌÓÒÚË „‡Á‡ ‚ Í‡Ì‡ÎÂ. ÑÛ-
„ËÂ Ô‡‡ÏÂÚ˚ Á‡‰‡‚‡ÎËÒ¸ ‡‚Ì˚ÏË Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËflÏ ‚ ÌÂ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌÓÏ ÔÓÚÓÍÂ. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, „‡-
ÌË˜ÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ Ì‡ ‚ıÓ‰ÌÓÈ „‡ÌËˆÂ ËÏÂÎÓ ‚Ë‰ 

ρ(0, r, t) = ρ0, p(0, r, t) = p0, u(0, r, t) = u0, v(0, r, t) = v0

ÔË 0 ≤ r < r„ ∩ t < ti ∪ Ri < r < r„ ∩ t ≥ ti,

ρ(0, r, t) = ρi = αρρ0, p(0, r, t) = p0, u(0, r, t) = u0, v(0, r, t) = v0 ÔË 0 ≤ r ≤ Ri ∩ t ≥ ti. 

í‡ÍÓÂ „‡ÌË˜ÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ‚ Ì‡·Â„‡˛˘ÂÏ ÔÓÚÓÍÂ ÔÓÚflÊÂÌÌ˚È Í‡Ì‡Î ÔÓÌËÊÂÌÌÓÈ
ÔÎÓÚÌÓÒÚË ρi ‡‰ËÛÒ‡ Ri. Ñ‡‚ÎÂÌËÂ ‚ Í‡Ì‡ÎÂ ‡‚ÌflÂÚÒfl ‰‡‚ÎÂÌË˛ ÌÂ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌÓ„Ó ÔÓÚÓÍ‡, ÁÌ‡˜Â-
ÌËÂ ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ˚ ‚ Í‡Ì‡ÎÂ ‚˚¯Â ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ˚ ÌÂ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌÓ„Ó ÔÓÚÓÍ‡. ê‡ÁÂÊÂÌÌ˚È Í‡Ì‡Î ‡Ò-
ÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ÔÓÚÓÍ‡ (Ú‡Í Í‡Í Â„Ó „‡ÌËˆ˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍÓÌÚ‡ÍÚÌ˚ÏË ‡Á˚‚‡ÏË) Ë
‚ÔÓÒÎÂ‰ÒÚ‚ËË ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ Ò Û‰‡Ì˚Ï ÒÎÓÂÏ. Ç ‰‡ÌÌ˚ı ‡Ò˜ÂÚ‡ı d = Ri/R = 0.1 Ë 0.25 (R – ‡-
‰ËÛÒ Ó·ÚÂÍ‡ÂÏÓ„Ó ÚÂÎ‡), αρ = 0.3–0.5, R = 0.2, ti = 13.01. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Â Ë ˝ÌÂ„ÂÚË˜ÂÒÍËÂ ı‡-
‡ÍÚÂËÒÚËÍË Í‡Ì‡Î‡ ÒÓ„Î‡ÒÓ‚˚‚‡ÎËÒ¸ Ò Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË ‡ÁÓ„ÂÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÈ Ò ÔÓÏÓ-
˘¸˛ ëÇó-‡Áfl‰‡ (ÒÏ. [19]). éÚÎË˜ËÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ ÒÓÒÚÓflÌËfl ÓÚ Û‡‚ÌÂÌËÈ ÒÓÒÚÓflÌËfl Ë‰Â‡Î¸ÌÓ„Ó
„‡Á‡ ÌÂ Û˜ËÚ˚‚‡ÎÓÒ¸. 

àÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Î‡Ò¸ ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì‡fl “¯‡ıÏ‡ÚÌ‡fl” ÒÂÚÍ‡ Ò ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ ‡Ò˜ÂÚÌ˚ı ÛÁÎÓ‚ Ì‡ Ó‰ÌÓÏ
‚ÂÏÂÌÌóÏ ÒÎÓÂ ÔÓfl‰Í‡ 6 × 105, ¯‡„Ë hx Ë hr ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û ‡‚ÌflÎËÒ¸ 0.0005 (ÒÏ. ÙË„. 1). ê‡Ò-
˜ÂÚÌ˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ÓÍ‡Á‡ÎËÒ¸ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜Ì˚ÏË ‰Îfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌÓ„Ó
Í‚‡ÁËÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓ„Ó ÂÊËÏ‡ ÚÂ˜ÂÌËfl Ë ‚ÓÒÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl Ì‡ ˝ÚËı ‚ÂÏÂÌ‡ı ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚÂÈ ÍÓÌ-
Ú‡ÍÚÌ˚ı ‡Á˚‚Ó‚. 

2.2. éÔËÒ‡ÌËÂ ÔÓˆÂÒÒ‡ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ‡ÁÂÊÂÌÌÓ„Ó Í‡Ì‡Î‡ Ò Û‰‡Ì˚Ï ÒÎÓÂÏ

éÒÌÓ‚Ì˚Â ÒÚ‡‰ËË ÔÓˆÂÒÒ‡ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ‚ ËÁÓıÓ‡ı ‰Îfl d = 0.1 (ÒÎ‡È‰˚ 1–4) Ë d = 0.25 (ÒÎ‡È-
‰˚ 5–8) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Ì‡ ÙË„. 2 (ËÒÛÌÓÍ ‚ÁflÚ ËÁ [25]). ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÏÓÏÂÌÚÓ‚ ‚Â-
ÏÂÌË ÛÍ‡Á‡Ì˚ ‚ ÎÂ‚ÓÏ ‚ÂıÌÂÏ Û„ÎÛ ÒÎ‡È‰Ó‚. ç‡˜‡ÎÓ ÔÓˆÂÒÒ‡ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl Ò‚flÁ‡ÌÓ Ò ‰‚ËÊÂ-
ÌËÂÏ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ÓÚ ÚÂÎ‡ Ë Á‡ÓÊ‰ÂÌËÂÏ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÍÓÌÚ‡ÍÚÌÓ„Ó ‡Á˚-
‚‡, ÔÓ‰Ó·ÌÓÈ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË êËıÚÏ‡ÈÂ‡–åÂ¯ÍÓ‚‡ ËÁ [26] (ÙË„. 2, ÒÎ‡È‰˚ 1, 5). Ñ‡ÎÂÂ
Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÔÂ‰‚ÂÒÚÌËÍ‡ (ÒÏ. [17]), ‡ÁÛ¯ÂÌËÂ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË êËıÚÏ‡ÈÂ‡–
åÂ¯ÍÓ‚‡ Ë ‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl ‡ÁÓ„ÂÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ‚ÌÛÚË Û‰‡ÌÓ„Ó ÒÎÓfl (ÙË„. 2, ÒÎ‡È‰˚ 2, 6). èË ̋ ÚÓÏ
‚ ÒÎÛ˜‡Â d = 0.1 ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ÙÓÏËÓ‚‡ÌËÂ ‡ÁÓ„ÂÚÓ„Ó Í‡Ì‡Î‡ ‚ÌÛÚË Û‰‡ÌÓ„Ó ÒÎÓfl (ÙË„. 2, ÒÎ‡È-
‰˚ 2–4). á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Ú‡ÍÓÈ ÊÂ ˝ÙÙÂÍÚ ·˚Î ÔÓÎÛ˜ÂÌ ‰Îfl ÔÓˆÂÒÒ‡ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÒÙÂË˜ÂÒÍÓ-
„Ó Û‰‡ÌÓ„Ó ÒÎÓfl Ò ÚÓÌÍËÏ ÔÓ‰ÓÎ„Ó‚‡Ú˚Ï ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ ˝ÌÂ„ËË (ÒÏ. [23]). ç‡ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ÒÚ‡‰ËË
Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ÒÚÓı‡ÒÚË˜ÂÒÍÓÂ Á‡ÓÊ‰ÂÌËÂ Ò‰‚Ë„Ó‚˚ı ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚÂÈ (shear-layer instabilities, ÒÏ.
[27], [28]), Á‡ÓÊ‰ÂÌËÂ ‚ÓÁ‚‡ÚÌÓ-ˆËÍÛÎflˆËÓÌÌÓ„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl, ‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl ‡ÁÓ„ÂÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Ë

10*
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ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ÙÓÌÚ‡ „ÓÎÓ‚ÌÓÈ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ (ÙË„. 2, ÒÎ‡È‰˚ 3, 7). ç‡ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÈ ÒÚ‡‰ËË ÛÒÚ‡Ì‡‚-
ÎË‚‡ÂÚÒfl ÍÓÎÂ·‡ÚÂÎ¸Ì˚È ı‡‡ÍÚÂ ÚÂ˜ÂÌËfl Ë ÙÓÏËÛ˛ÚÒfl ÓÒÌÓ‚Ì˚Â Ó·Î‡ÒÚË ÔÓÚÓÍ‡, ÍÓÚÓ˚Â
Ò ÌÂÍÓÚÓÓÈ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÂÈ ‰‡ÎÂÂ ÔÓÒÚÓflÌÌÓ ÔËÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú ‚ ÔÓÚÓÍÂ. í‡ÍÓÈ ÂÊËÏ ÚÂ˜ÂÌËfl ‚ ‰‡Î¸-
ÌÂÈ¯ÂÏ ·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ Í‚‡ÁËÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Ï. îÓÌÚ „ÓÎÓ‚ÌÓÈ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ Ì‡ ˝ÚÓÈ ÒÚ‡‰ËË
·ÎËÁÓÍ Í ÔflÏÓÎËÌÂÈÌÓÏÛ Ë ‚ËıË ‚˚ÒÚÓÂÌ˚ ‚ ÔflÏÛ˛ ÎËÌË˛ (ÙË„. 2, ÒÎ‡È‰˚ 4, 8).
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2.3. á‡ÓÊ‰ÂÌËÂ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚÂÈ ÍÓÌÚ‡ÍÚÌ˚ı ‡Á˚‚Ó‚

èË˜ËÌÓÈ Á‡ÓÊ‰ÂÌËfl ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË, ÔÓ‰Ó·ÌÓÈ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË êËıÚÏ‡ÈÂ‡–åÂ¯ÍÓ‚‡, fl‚-
ÎflÂÚÒfl ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ „ÓÎÓ‚ÌÓÈ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ Ì‡ ÍÓÌÚ‡ÍÚÌ˚Â ‡Á˚‚˚ („ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚È Ë ‚ÂÚË-
Í‡Î¸Ì˚È), ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘ËÂ ÒÓ·ÓÈ „‡ÌËˆ˚ Í‡Ì‡Î‡ (ÙË„. 2, ÒÎ‡È‰˚ 1, 5). èÓÎÂ ÒÍÓÓÒÚË ÔË ÙÓ-
ÏËÓ‚‡ÌËË ˝ÚÓÈ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÔÂÂ‰ ÚÓˆÓÏ ÚÂÎ‡ ‚ Û‚ÂÎË˜ÂÌÌÓÏ Ï‡Ò¯Ú‡·Â ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ Ì‡
ÙË„. 3 (ÒÂ˚È ˆ‚ÂÚ – ÚÂÎÓ). ùÚ‡ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ Ó·ÛÒÎÓ‚ÎË‚‡ÂÚ ÚÓÓË‰‡Î¸ÌÓÂ ‚ËıÂ‚ÓÂ ÚÂ˜ÂÌËÂ,
Â„ËÒÚËÛÂÏÓÂ Ì‡ ·ÓÎÂÂ „Û·˚ı ÒÂÚÍ‡ı Ë ‚ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡ı (ÒÏ. [19]–[21]). îÓÏ‡ ˝ÚÓ„Ó ‚ËıÂ‚Ó-
„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl ‡ÁÎË˜Ì‡ ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ÒÚÂÔÂÌË ‡ÁÂÊÂÌÌÓÒÚË Í‡Ì‡Î‡ ‡Áfl‰‡. ç‡ ÙË„. 4 ÔÂ‰-
ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ ÙÓÏËÓ‚‡ÌËÂ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚÂÈ êËıÚÏ‡ÈÂ‡–åÂ¯ÍÓ‚‡ Í ÏÓÏÂÌÚÛ ‚ÂÏÂÌË t = 14.4 ‰Îfl
‡ÁÎË˜Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÒÚÂÔÂÌË ‡ÁÂÊÂÌÌÓÒÚË Í‡Ì‡Î‡2): ÒÎ‡È‰ 1 – ‰Îfl αρ = 0.5; ÒÎ‡È‰ 2 – ‰Îfl αρ = 0.4,
ÒÎ‡È‰ 3 – ‰Îfl αρ = 0.3. ÇË‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‰Îfl ·ÓÎ¸¯Â„Ó ‡ÁÂÊÂÌËfl Í‡Ì‡Î‡ ı‡‡ÍÚÂÌ‡ ·ÓÎÂÂ ‚˚ÚflÌÛÚ‡fl
‚‰ÓÎ¸ ÓÒË ÒËÏÏÂÚËË ÙÓÏ‡ ‚ËıÂ‚Ó„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl Ë ‡ÁÛ¯ÂÌËÂ ‚Ëıfl ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÏÂ‰ÎÂÌÌÂÂ. 

á‡ÓÊ‰ÂÌËÂ ÌÓ‚ÓÈ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÍÓÌÚ‡ÍÚÌÓÈ „‡ÌËˆ˚, fl‚Îfl˛˘ÂÈÒfl Ú‡Ì„ÂÌˆË‡Î¸Ì˚Ï ‡Á-
˚‚ÓÏ, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ Ì‡ ÒÎ‡È‰‡ı 2–4 Ë 6–8 ÙË„. 2. ùÚ‡ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ËÏÂÂÚ Ò‰‚Ë„Ó‚˚È ı‡‡ÍÚÂ.
êÛÍÓ‚Ó‰ÒÚ‚ÛflÒ¸ Ó·ÁÓÓÏ [28], ‰‡ÌÌÛ˛ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ÏÓÊÌÓ ı‡‡ÍÚÂËÁÓ‚‡Ú¸ Í‡Í ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë-
‚ÓÒÚ¸ Ú‡Ì„ÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ‡Á˚‚‡ äÂÎ¸‚ËÌ‡–ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ ‡Ò˜ÂÚ‡ı ÔÓÒÎÂÊË-
‚‡ÂÚÒfl ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍ‡fl ÒıÂÏ‡ Á‡ÓÊ‰ÂÌËfl ‰‡ÌÌÓÈ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË, ÔË‚Â‰ÂÌÌ‡fl ‚ [28] ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl ÌÂ-
ÒÊËÏ‡ÂÏÓÈ ÊË‰ÍÓÒÚË. èÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ÒÎ‡È‰˚ Á‡ÓÊ‰ÂÌËfl ˝ÚÓÈ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÔË‚Â‰ÂÌ˚
Ì‡ ÙË„. 5 (Ì‡ ÒÎ‡È‰‡ı ÒÎÂ‚‡ – ÔÓÎfl ÔÎÓÚÌÓÒÚË, ÒÔ‡‚‡ – ÔÓÎfl ‰‡‚ÎÂÌËfl). îÓÏËÛ˛˘‡flÒfl ‚ ÂÁÛÎ¸-
Ú‡ÚÂ ‰ËÙ‡ÍˆËË „ÓÎÓ‚ÌÓÈ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ÚÓÈÌ‡fl ÍÓÌÙË„Û‡ˆËfl ‚˚Á˚‚‡ÂÚ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚ¸ ÚÂ-
˜ÂÌËfl, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘Û˛Òfl Í ‡Á˚‚Û, ‡ Ú‡ÍÊÂ ‚ËıÂ‚ÓÂ ÚÂ˜ÂÌËÂ ‚ ‡ÁÓ„ÂÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ‚ÌËÁÛ
‡Á˚‚‡ (ÙË„. 5, ÒÎ‡È‰˚ 1, 2). Ç Ó·Î‡ÒÚË ÏÂÊ‰Û ‚ËıÂ‚˚Ï ÚÂ˜ÂÌËÂÏ Ë Ú‡Ì„ÂÌˆË‡Î¸Ì˚Ï ‡Á˚‚ÓÏ
ÙÓÏËÛÂÚÒfl ÛÁÍËÈ ÒÎÓÈ, ‚ ÍÓÚÓÓÏ Â„ËÒÚËÛ˛ÚÒfl Ó·Î‡ÒÚË ÚÂ˜ÂÌËfl, „‰Â Ú‡Ì„ÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏ-
ÔÓÌÂÌÚ‡ ÒÍÓÓÒÚË Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ‡ ‚ ÒÚÓÓÌÛ, ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÛ˛ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌË˛ ÒÍÓÓÒÚË ‚ ÚÂ˜ÂÌËË Á‡
ÙÓÌÚÓÏ ÍÓÒÓÈ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ Ì‡‰ Ú‡Ì„ÂÌˆË‡Î¸Ì˚Ï ‡Á˚‚ÓÏ (ÙË„. 5, ÒÎ‡È‰˚ 3, 4). Ç‰ÓÎ¸ ÎËÌËË
‡Á˚‚‡ ÙÓÏËÛ˛ÚÒfl ‚ËıË, Ì‡Á‚‡ÌÌ˚Â äÂÎ¸‚ËÌÓÏ “ÍÓ¯‡˜¸Ë „Î‡Á‡” (ÒÏ. [28]), Ë Á‡ÓÊ‰‡ÂÚÒfl
ÔÓÚÓÍ, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ÔËÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ ÌÓÏ‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ÒÍÓÓÒÚË (ÙË„. 5, ÒÎ‡È‰˚ 5, 6). ùÚÓÚ ÔÓ-
ÚÓÍ ‚˚Á˚‚‡ÂÚÒfl, Ò Ó‰ÌÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, ‚ËıÂ‚˚ÏË ÒÚÛÍÚÛ‡ÏË, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ÏË ‚‰ÓÎ¸ Ú‡Ì„ÂÌˆË-
‡Î¸ÌÓ„Ó ‡Á˚‚‡, Ë Ò ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚ – ËÁÏÂÌÂÌËÂÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl ÓÒÌÓ‚ÌÓ„Ó ÔÓÚÓÍ‡ ‚ ‡ÁÓ„ÂÚÓÈ
ÁÓÌÂ ‚·ÎËÁË ‚ÂÚËÍ‡Î¸ÌÓ„Ó ÍÓÌÚ‡ÍÚÌÓ„Ó ‡Á˚‚‡. ùÚÓÚ ÔÓÚÓÍ Ë ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl Â¯‡˛˘ËÏ Ù‡ÍÚÓ-
ÓÏ, ‚˚Á˚‚‡˛˘ËÏ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ (ÙË„. 5, ÒÎ‡È‰˚ 7, 8). 

2) êÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚Â Ì‡ ÒÎ‡È‰‡ı 2, 3 ÙË„. 4, ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ Ì‡ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ ·‡ÁÂ ìÌË‚ÂÒËÚÂÚ‡ ê‡Ú„ÂÒ‡,
ëòÄ.
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2.4. åÂı‡ÌËÁÏ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÈ ÚÂ˜ÂÌËfl

ÇËıÂ‚‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡, Ó·‡ÁÛ˛˘‡flÒfl ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË, ÔÓ‰Ó·ÌÓÈ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË
êËıÚÏ‡ÈÂ‡–åÂ¯ÍÓ‚‡, ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ ÚÂÎ‡ Ë ÔÓÌËÊ‡ÂÚ ‰‡‚ÎÂÌËÂ Ì‡ ÚÓˆÂ Ë ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ˜ÂÂÁ ÌÂÍÓ-
ÚÓÓÂ ‚ÂÏfl „ÓÎÓ‚Ì‡fl Û‰‡Ì‡fl ‚ÓÎÌ‡ Á‡ÚÓÏ‡ÊË‚‡ÂÚÒfl. Ñ‡‚ÎÂÌËÂ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓˆ‡ ÔÓ‰ÓÎÊ‡-
ÂÚ Ô‡‰‡Ú¸, ‚˚Á˚‚‡fl ‚ÓÁ‚‡ÚÌÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ „ÓÎÓ‚ÌÓÈ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚. Ç·ÎËÁË ÚÓˆ‡ ÙÓÏËÛÂÚÒfl
‚ÓÁ‚‡ÚÌÓ-ˆËÍÛÎflˆËÓÌÌÓÂ ÚÂ˜ÂÌËÂ; ÔÓÁ‰ÌÂÂ ÓÌÓ ÓÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÚ „ÓÎÓ‚ÌÛ˛ Û‰‡ÌÛ˛ ‚ÓÎÌÛ Ë ÂÂ
ÒÍÓÓÒÚ¸ ÏÂÌflÂÚ ÁÌ‡Í. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ÓÁ‚‡ÚÌÓ-ˆËÍÛÎflˆËÓÌÌÓÂ ÚÂ˜ÂÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔË˜ËÌÓÈ
‚ÓÁÌËÍÌÓ‚ÂÌËfl ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÈ „ÓÎÓ‚ÌÓÈ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚. ùÚÓÚ ÏÂı‡ÌËÁÏ ·˚Î ÓÔËÒ‡Ì ‚ [17], „‰Â ·˚ÎË
ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ÔÂ‚˚Â ‰‚Â ÔÛÎ¸Ò‡ˆËË „ÓÎÓ‚ÌÓÈ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚. 

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Ì‡ ÒÚ‡‰ËË ÔÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ÓÚıÓ‰‡ „ÓÎÓ‚ÌÓÈ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ÓÚ ÚÂÎ‡ ‰‚ËÊÂÌËÂ
ÂÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ Ì‡ ÓÒË x ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂÏ Á‡‰‡˜Ë êËÏ‡Ì‡, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘ÂÈ ‚ Ó‰ÌÓÏÂÌÓÏ
ÔË·ÎËÊÂÌËË ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ „ÓÎÓ‚ÌÓÈ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ Ë „‡ÌËˆ˚ Í‡Ì‡Î‡, fl‚Îfl˛˘ÂÈÒfl ÍÓÌÚ‡ÍÚ-
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Ì˚Ï ‡Á˚‚ÓÏ (ÒÏ. [14]). Ç ‰‡ÌÌ˚ı ‡Ò˜ÂÚ‡ı ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÒÍÓÓÒÚË ÓÚıÓ‰‡ „ÓÎÓ‚ÌÓÈ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚
ÓÚ Ò‚ÓÂ„Ó ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓ„Ó ÔÓÎÓÊÂÌËfl ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ÓÚ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍËı Ì‡ ‚ÂÎË˜ËÌÛ ÔÓfl‰Í‡ ÌÂ-
ÒÍÓÎ¸ÍËı ÔÓˆÂÌÚÓ‚. Ç ‡Ò˜ÂÚ‡ı Ú‡ÍÊÂ Ò ıÓÓ¯ÂÈ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ (ÒÏ. [17])

sinβ = , ‚˚‡Ê‡˛˘ÂÂ Ò‚flÁ¸ Û„Î‡ β ÍÓÒÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ÔË ‚Â¯ËÌÂ ÔÂ‰‚ÂÒÚÌËÍ‡ Ë ÒÚÂÔÂÌË ‡ÁÂ-
ÊÂÌÌÓÒÚË „‡Á‡ ‚ Í‡Ì‡ÎÂ αρ.

Ç ÔÓ‚Â‰ÂÌÌ˚ı ‡Ò˜ÂÚ‡ı ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ËÂ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËË ÔÓÚÓÍ‡, ÍÓÚÓ˚Â Ó·ÛÒÎÓ‚ÎË‚‡˛ÚÒfl
ÔÛÎ¸Ò‡ˆËflÏË „‡ÌËˆ˚ ‡ÁÓ„ÂÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË, Ó·‡ÁÛ˛˘ÂÈÒfl ‚ÌÛÚË Û‰‡ÌÓ„Ó ÒÎÓfl Ë Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ
ÍÓÌÚ‡ÍÚÌ˚ÏË ‡Á˚‚‡ÏË. èÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌ˚Â ÂÊËÏ˚ ÚÂ˜ÂÌËfl ‰Îfl ÔÓ‰Ó·Ì˚ı Á‡‰‡˜ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ Ë ËÒ-
ÒÎÂ‰Ó‚‡Ì˚ ‚ [24]. ç‡ ÓÒÌÓ‚‡ÌËË ‡Ì‡ÎËÁ‡ ÔÓÎÂÈ ÚÂ˜ÂÌËfl ÏÓÊÌÓ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ‚˚‚Ó‰, ̃ ÚÓ ÏÂı‡ÌËÁÏ ÔÛÎ¸-
Ò‡ˆËÈ ‡ÁÓ„ÂÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ÓÒÌÓ‚‡Ì Ì‡ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËË ÏÂÊ‰Û ˆËÍÛÎflˆËÓÌÌ˚Ï Ë ‚ÓÁ‚‡ÚÌ˚Ï ÚÂ˜Â-
ÌËflÏË, Jc Ë Jr, ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘ËÏË ‚ÓÁ‚‡ÚÌÓ-ˆËÍÛÎflˆËÓÌÌÓÂ ÚÂ˜ÂÌËÂ. äÓ„‰‡ Á‡ÓÊ‰‡ÂÚÒfl ˆËÍÛÎfl-
ˆËÓÌÌ˚È ÔÓÚÓÍ Jc, ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ ‚ÂÚËÍ‡Î¸ÌÓÈ ÍÓÌÚ‡ÍÚÌÓÈ „‡ÌËˆ˚ Ì‡ ÓÒË ÒËÏÏÂÚËË X0

ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡. ÇÓÁ‚‡ÚÌ˚È ÔÓÚÓÍ Jr ‚ ˝ÚÓ ‚ÂÏfl Ï‡ÍÒËÏ‡ÎÂÌ (ÙË„. 6, ÒÎ‡È‰ 1). á‡ÚÂÏ ˆËÍÛÎflˆËÓÌ-
Ì˚È ÔÓÚÓÍ Jc ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ, ÔË ˝ÚÓÏ ‚ÓÁ‚‡ÚÌ˚È ÔÓÚÓÍ Jr Û·˚‚‡ÂÚ Ë ÙÓÏËÛÂÚÒfl ÔÓÚÓÍ ËÁ ‡ÁÓ-
„ÂÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Jf, ‚˚Á˚‚‡˛˘ËÈ Ò ÌÂÍÓÚÓÓÈ Á‡‰ÂÊÍÓÈ ‚Ó ‚ÂÏÂÌË ‰‚ËÊÂÌËÂ „ÓÎÓ‚ÌÓÈ Û‰‡ÌÓÈ
‚ÓÎÌ˚ Í ÚÂÎÛ. É‡ÌËˆ‡ ‡ÁÓ„ÂÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ÒÌÓÒËÚÒfl ˝ÚËÏ ÔÓÚÓÍÓÏ Í ÚÂÎÛ (ÙË„. 6, ÒÎ‡È‰ 2). äÓ„‰‡
ˆËÍÛÎflˆËÓÌÌ˚È ÔÓÚÓÍ Jc ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚Ï, ÍÓÌÚ‡ÍÚÌ‡fl „‡ÌËˆ‡ ÓÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÚÒfl (ÒÚ‡-
ÌÓ‚ËÚÒfl Ú‡Ì„ÂÌˆË‡Î¸Ì˚Ï ‡Á˚‚ÓÏ) Ë Á‡ÔË‡ÂÚ ÔÓÚÓÍ ËÁ ‡ÁÓ„ÂÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Jf (ÙË„. 6, ÒÎ‡È‰ 3).
Ñ‡‚ÎÂÌËÂ Ì‡ ÚÓˆÂ ‚ÓÒÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÚÒfl, Á‡ÒÚ‡‚Îflfl „ÓÎÓ‚ÌÛ˛ Û‰‡ÌÛ˛ ‚ÓÎÌÛ ÓÚıÓ‰ËÚ¸ ÓÚ ÚÂÎ‡. ÇÓÁ-
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‚‡ÚÌÓÂ ÚÂ˜ÂÌËÂ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ·ÓÎÂÂ ËÌÚÂÌÒË‚Ì˚Ï, Ë ÍÓÌÚ‡ÍÚÌ˚È ‡Á˚‚ ÒÌÓ‚‡ Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ Ò‚ÓÂ ‰‚Ë-
ÊÂÌËÂ ÓÚ ÚÂÎ‡, ÒÌÓÒËÏ˚È ˝ÚËÏ ÔÓÚÓÍÓÏ (ÙË„. 6, ÒÎ‡È‰ 4). á‡ÚÂÏ ÔÓˆÂÒÒ ÔÓ‚ÚÓflÂÚÒfl. í‡ÍËÏ Ó·-
‡ÁÓÏ, ÔÛÎ¸Ò‡ˆËË ‚ÂÚËÍ‡Î¸ÌÓ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÓ„Ó ÍÓÌÚ‡ÍÚÌÓ„Ó ‡Á˚‚‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔË˜ËÌÓÈ ÔÛÎ¸-
Ò‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ı‡‡ÍÚÂ‡ ÚÂ˜ÂÌËfl ‚ ˆÂÎÓÏ. ÑËÌ‡ÏËÍ‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ „ÓÎÓ‚ÌÓÈ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ Xw Ë
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ „‡ÌËˆ˚ ‡ÁÓ„ÂÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Ì‡ ÓÒË ÒËÏÏÂÚËË X0 ‰Îfl d = 0.25 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Ì‡ ÙË„. 7.
ìÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÓÈ ÂÊËÏ ÚÂ˜ÂÌËfl, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ‚ÒÂ Ô‡‡ÏÂÚ˚ ÒÓ‚Â¯‡˛Ú ‚Á‡ËÏÓÁ‡‚ËÒËÏ˚Â
ÍÓÎÂ·‡ÌËfl, ÔÓËÒıÓ‰fl˘ËÂ Ò ÌÂÍÓÚÓ˚Ï Ò‰‚Ë„ÓÏ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ˝ÎÂÏÂÌÚ˚
ÒÚÛÍÚÛ˚ ÚÂ˜ÂÌËfl ‚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ Á‡‰‡˜Â ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚ ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘ËÏ ‚ ÔÂÂ‰ÌÂÈ ÓÚ˚‚ÌÓÈ
ÁÓÌÂ ‚ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌ˚ı ÚÂ˜ÂÌËflı ÔË Ò‚ÂıÁ‚ÛÍÓ‚ÓÏ Ó·ÚÂÍ‡ÌËË ̂ ËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÚÂÎ‡ Ò Ë„ÎÓÈ, „‰Â
ÏÂı‡ÌËÁÏ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÈ Ú‡ÍÊÂ Ò‚flÁ‡Ì Ò „ÂÌÂ‡ˆËÂÈ ‚ÓÁ‚‡ÚÌÓ-ˆËÍÛÎflˆËÓÌÌÓ„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl (ÒÏ. [29], [30]).
é‰Ì‡ÍÓ ‚ ‰‡ÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Â ÔÛÎ¸Ò‡ˆËË ‚ Í‚‡ÁËÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÏ ÂÊËÏÂ Ó·ÛÒÎÓ‚ÎË‚‡˛ÚÒfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌË-
ÂÏ ÏÂÊ‰Û ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚ÏË Ó·Î‡ÒÚflÏË ‚ÓÁ‚‡ÚÌÓ-ˆËÍÛÎflˆËÓÌÌÓ„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Ï Ò ‰ËÌ‡ÏËÍÓÈ
‚ÂÚËÍ‡Î¸ÌÓ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÓ„Ó ÍÓÌÚ‡ÍÚÌÓ„Ó ‡Á˚‚‡ ‚ ÔÂÂ‰ÌÂÈ Ó·Î‡ÒÚË ÓÚ˚‚‡ ÔÓÚÓÍ‡. 

2.5. íÛ·ÛÎËÁ‡ˆËfl ÓÚ˚‚ÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ÔÓÚÓÍ‡; fl‚ÎÂÌËÂ ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓ„Ó ÔÂÂÏÂ¯Ë‚‡ÌËfl

àÁÎÓÊÂÌÌ˚È ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ÔÛÌÍÚÂ ÏÂı‡ÌËÁÏ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÈ ÔÓ‰Ú‚ÂÊ‰‡ÂÚÒfl Ú‡ÂÍÚÓÌ˚Ï ‡Ì‡-
ÎËÁÓÏ ̂ ÂÌÚÓ‚ Á‡ÓÊ‰‡˛˘ËıÒfl ‚ËıÂÈ. ìÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÓ, ̃ ÚÓ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ ‰‚‡ ÚËÔ‡ ‰ËÌ‡ÏËÍË Ô‡‡ÏÂÚ-
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Ó‚ ˆÂÌÚÓ‚ ‚ËıÂÈ (ÒÏ. [24]). Ç Ó‰ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÔÓÚÓÍ ËÁ ‡ÁÓ„ÂÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Jf ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ,
‚ËıË ÛÌÓÒflÚÒfl ‚ÏÂÒÚÂ Ò ÔÓÚÓÍÓÏ ËÁ ‡Ò˜ÂÚÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË (ÙË„. 8). ç‡ ÒÎ‡È‰‡ı ˆÂÌÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡-
ÂÏÓ„Ó ‚Ëıfl ÔÓÏÂ˜ÂÌ Ò‚ÂÚÎ˚Ï ÍÛÊÍÓÏ. Ç ‰Û„ÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÔÓÚÓÍ ËÁ ‡ÁÓ„ÂÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Á‡-
ÔÂÚ ÍÓÌÚ‡ÍÚÌ˚Ï ‡Á˚‚ÓÏ, ‚ËıË ‚ÓÁ‚‡˘‡˛ÚÒfl ‚ ÓÚ˚‚ÌÛ˛ ÁÓÌÛ, ÔÓËÁ‚Ó‰fl ÚÛ·ÛÎËÁ‡ˆË˛ ÚÂ-
˜ÂÌËfl ‚ ÌÂÈ (ÙË„. 9). ÑËÌ‡ÏËÍ‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ˆÂÌÚÓ‚ ‚ËıÂÈ Xv , Yv Ë ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ‰‡‚ÎÂÌËfl ‚ ˆÂÌÚ‡ı
‚ËıÂÈ Pv ‰Îfl ‰‚Ûı ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌ˚ı ÚËÔÓ‚ ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl ‚ËıÂÈ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ Ì‡ ÙË„. 10. ë‚ÂÚÎ˚Â
ÍÛÊÍË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú ÏÓÏÂÌÚ‡Ï ‚ÂÏÂÌË Ì‡ ÒÎ‡È‰‡ı ÙË„. 8, 9. 

ëÚÓı‡ÒÚË˜ÂÒÍË Ó·‡ÁÛ˛˘ËÂÒfl ‚ËıË ÙÓÏËÛ˛Ú ‚·ÎËÁË ÚÂÎ‡ ÁÓÌÛ ÓÚ˚‚‡ ÔÓÚÓÍ‡, ÒÓ‰ÂÊ‡-
˘Û˛ ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓÔÓ‰Ó·Ì˚Â ÙÎÛÍÚÛ‡ˆËË Ô‡‡ÏÂÚÓ‚. íÂ˜ÂÌËfl Ò ÙÎÛÍÚÛ‡ˆËflÏË Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ËÒ-
ÒÎÂ‰Ó‚‡ÎËÒ¸, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ‚ [15], [31]. Ç ÒÎÛ˜‡Â d = 0.1 ‚ËıË ÒËÎ¸ÌÂÂ, ˜ÂÏ ‰Îfl d = 0.25, Ë ÒËÎ‡ ‚ÓÁ-
‚‡ÚÌ˚ı ‚ËıÂÈ ÓÍ‡Á‡Î‡Ò¸ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓÈ ‰Îfl „ÂÌÂ‡ˆËË ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓ„Ó ÔÂÂÏÂ¯Ë‚‡ÌËfl „Ófl˜Â„Ó
„‡Á‡ ‚ Í‡Ì‡ÎÂ, Ó·‡ÁÓ‚˚‚‡˛˘ÂÏÒfl ‚ÌÛÚË ÓÚ˚‚ÌÓÈ ÁÓÌ˚, Ë ·ÓÎÂÂ ıÓÎÓ‰ÌÓ„Ó ÓÍÛÊ‡˛˘Â„Ó „‡Á‡.
èÓÎfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÚÂ˜ÂÌËfl ÔË ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓÏ ÔÂÂÏÂ¯Ë‚‡ÌËË ‰Îfl d = 0.1 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Ì‡
ÙË„. 11. ÇË‰ÌÓ, ˜ÚÓ ˝ÚÓÚ ÔÓˆÂÒÒ Ò‚flÁ‡Ì Ò Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ‚ÚÓË˜Ì˚ı Û‰‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ Ë ‰Ó·ÎÂÌËÂÏ
ÍÓÌÚ‡ÍÚÌ˚ı „‡ÌËˆ. ëÊËÏ‡ÂÏ‡fl ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓÒÚ¸ ‚ Ó·Î‡ÒÚË „‡ÌËˆ ‡ÁÓ„ÂÚÓ„Ó Í‡Ì‡Î‡ ÏÓÊÂÚ
·˚Ú¸ Óı‡‡ÍÚÂËÁÓ‚‡Ì‡ Í‡Í ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓÒÚ¸, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ˝ÌÚÓÔËÈÌÓÈ ÏÓ‰ÓÈ ‚ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÏ ÔÓÎÂ
ÙÎÛÍÚÛ‡ˆËÈ: ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ÏÂÌflÂÚÒfl ÂÁÍÓ, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í ‰‡‚ÎÂÌËÂ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ·ÎËÁÍËÏ Í ÔÓÒÚÓflÌÌÓ-
ÏÛ (ÒÏ. [15]). èË ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËË ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡ ‚ÓÁ‚‡ÚÌ˚ı ‚ËıÂÈ ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓÂ ÔÂÂÏÂ¯Ë‚‡ÌËÂ
ÓÒÎ‡·Â‚‡ÂÚ. èÓÎfl ÔÎÓÚÌÓÒÚË Ë ‰‡‚ÎÂÌËfl ‰Îfl d = 0.1 ÔË ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÌËË ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË ÔÓˆÂÒÒ‡ ÚÛ-
·ÛÎÂÌÚÌÓ„Ó ÔÂÂÏÂ¯Ë‚‡ÌËfl ‚ÌÛÚË Û‰‡ÌÓ„Ó ÒÎÓfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Ì‡ ÙË„. 11.

Ç ÒÎÛ˜‡Â d = 0.25 ‚ËıË ÒÎ‡·ÂÂ, „Ófl˜ËÈ Í‡Ì‡Î ‚ÌÛÚË ÓÚ˚‚ÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ÌÂ Ó·‡ÁÓ‚˚‚‡ÂÚÒfl.
íÛ·ÛÎÂÌÚÌÓÂ ÔÂÂÏÂ¯Ë‚‡ÌËÂ „ÂÌÂËÛÂÚÒfl Ì‡ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ ÒÚ‡‰ËË Á‡ Ò˜ÂÚ ÒÚÓı‡ÒÚË˜ÂÒÍË Ó·‡ÁÓ-
‚˚‚‡˛˘ËıÒfl ÔÂ‚Ë˜Ì˚ı ‚ËıÂÈ. ê‡Ò˜ÂÚÌÓÂ ÔÓÎÂ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ‰Îfl ˝ÚÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl (d = 0.25) ÔË t = 16.05
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ Ì‡ ÙË„. 12.

2.6. ÑËÌ‡ÏËÍ‡ ÓÒÌÓ‚Ì˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÚÂ˜ÂÌËfl 

èÓ‰Ó·Ì˚È ‡Ì‡ÎËÁ ‰ËÌ‡ÏËÍË ÔÓ‰Ó·Ì˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ ‚ [12], [24]. éÒÚ‡ÌÓ‚ËÏÒfl Á‰ÂÒ¸
Ì‡ ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÏÓÏÂÌÚ‡ı, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı Ò ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚflÏË ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl ‡Ò˜ÂÚÓ‚. ÑËÌ‡ÏËÍ‡ ÓÔÂ‰ÂÎfl-
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˛˘Ëı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÚÂ˜ÂÌËfl ‰Îfl d = 0.25 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ Ì‡ îË„. 13: (‡) – ‰‡‚ÎÂÌËÂ Ë (·) – ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸
‚ ÚÓ˜ÍÂ ÚÓÏÓÊÂÌËfl, pst Ë ρst; (‚) F – ÒËÎ‡ ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËfl ÚÓˆ‡ (‰ÂÎÂÌÌ‡fl Ì‡ 2π). á‰ÂÒ¸ 

ÇËıË, ÒÓÒÚÓfl˘ËÂ ËÁ ÒÍÛ˜ÂÌÌ˚ı ÍÓÌÚ‡ÍÚÌ˚ı „‡ÌËˆ, Á‡ÓÊ‰‡˛ÚÒfl ÒÚÓı‡ÒÚË˜ÂÒÍË, ‰‚ËÊÛÚÒfl
‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ÚÓˆ‡ ÚÂÎ‡ Ë, ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ûfl Ò ÚÂÎÓÏ, ‚˚Á˚‚‡˛Ú ÒÂË˛ ÒÎ‡·˚ı Û‰‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ
(Ë/ËÎË ‚ÓÎÌ ÒÊ‡ÚËfl), ÌÓÏ‡Î¸Ì˚ı Í ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÚÓˆ‡ Ë ‰‚ËÊÛ˘ËıÒfl Í ÓÒË ÒËÏÏÂÚËË. äÛÏÛÎfl-
ˆËfl ˝ÚËı Û‰‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ Ì‡ ÓÒË ÒËÏÏÂÚËË fl‚ÎflÂÚÒfl ÔË˜ËÌÓÈ ‚ÓÁÌËÍÌÓ‚ÂÌËfl ÔËÍÓ‚ ‚ ‰ËÌ‡ÏËÍÂ
‰‡‚ÎÂÌËfl ÚÓÏÓÊÂÌËfl Ë Â„Ó ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÈ (Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı Ò ‚ÓÎÌ‡ÏË ÒÊ‡ÚËfl, ÒÏ. [32]). á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‡Ï-
ÔÎËÚÛ‰‡ ˝ÚËı ÔËÍÓ‚ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÂÍÚÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍË Ë ˜ËÒÎÂÌÌÓ. óËÒÎÂÌÌ‡fl
‚ÂÎË˜ËÌ‡ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ˝ÚËı ÔËÍÓ‚ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒıÂÏÌ˚Ï ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂÏ ÙÓÌÚ‡ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚
(Ú‡Í Í‡Í ÒıÂÏ‡ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÓÌÓÚÓÌÌÓÈ) Ë ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÓÒË ÒËÏÏÂÚËË ÏÓÊÂÚ ‰ÓÒÚË„‡Ú¸ ÓÚ 10%
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ÄÁ‡Ó‚‡

‰Ó 30% ÓÚ Â¯ÂÌËfl. íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ ‚ Ó·Î‡ÒÚË ÓÒË ÒËÏÏÂÚËË ÒıÂÏ‡ ÌÂ ÚÂflÂÚ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË. ùÚÓ
ÔÓËÒıÓ‰ËÚ Á‡ Ò˜ÂÚ ÏËÌËÏËÁ‡ˆËË Ò˜ÂÚÌ˚ı ÔÓÚÓÍÓ‚ ̃ ÂÂÁ „‡ÌËˆÛ ‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ fl˜ÂÈÍË ÔË ÍÓÌÒÂ-
‚‡ÚË‚ÌÓÏ ‚ÒÚ‡Ë‚‡ÌËË „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ ‚ ‡Ò˜ÂÚÌÛ˛ Ó·Î‡ÒÚ¸. 

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‰ËÌ‡ÏËÍ‡ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÒÛÔÂÔÓÁËˆË˛
ÍÛÔÌÓÏ‡Ò¯Ú‡·Ì˚ı ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÈ ÔÓÚÓÍ‡ Ë ÏÂÎÍÓÏ‡Ò¯Ú‡·Ì˚ı ÙÎÛÍÚÛ‡ˆËÈ, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı ÒÓ ÒÚÓı‡ÒÚË-
˜ÂÒÍË Ó·‡ÁÛ˛˘ËÏËÒfl ‚ËıflÏË. ç‡ ÙË„. 14‡ ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‡Ò˜ÂÚÓ‚ Ì‡ ‰‚Ûı ‡ÁÎË˜Ì˚ı
‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı ÒÂÚÍ‡ı: F1 = F(t) – ‰ËÌ‡ÏËÍ‡ ÒËÎ˚ ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËfl ÚÓˆ‡, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl Ì‡ ËÒıÓ‰ÌÓÈ ÒÂÚ-
ÍÂ Ò ¯‡„‡ÏË hx = hr = 0.0005, Ë F2 = F(t) + 0.01 – Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸, – ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl Ì‡ ÒÂÚÍÂ Ò ‚‰‚ÓÂ ·ÓÎÂÂ
ÍÛÔÌ˚ÏË ¯‡„‡ÏË: hx = hr = 0.001 (Á‰ÂÒ¸ ‚ ‡Ò˜ÂÚ‡ı ‰Îfl Û‰Ó·ÒÚ‚‡ ÒÓÔÓÒÚ‡‚ÎÂÌËfl ÚÓÂˆ Ó·ÚÂÍ‡ÂÏÓ-
„Ó ÚÂÎ‡ ·˚Î Ò‰‚ËÌÛÚ Ì‡ 0.05 ‚Ô‡‚Ó ÔÓ ÓÒË x). ÇË‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËË ÔÓÚÓÍ‡ Ë Ëı ÔÂËÓ‰ ÒÓı‡Ìfl-
˛ÚÒfl Ë Ì‡ ·ÓÎÂÂ ÍÛÔÌÓÈ ÒÂÚÍÂ, ÏÂÎÍÓÏ‡Ò¯Ú‡·Ì˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ·ÓÎÂÂ Ò„Î‡ÊÂÌ˚ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË Ë ÔË-
ÍË, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Â Ò fl‚ÎÂÌËflÏË ÍÛÏÛÎflˆËË, ÏÂÌÂÂ flÍÓ ‚˚‡ÊÂÌ˚. Ç ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ı ‡Ò˜ÂÚ‡ı Ì‡
‡ÁÌ˚ı ÒÂÚÍ‡ı ‚ ÔÓÎflı ÚÂ˜ÂÌËÈ ÒÓı‡Ìfl˛ÚÒfl ÓÒÌÓ‚Ì˚Â ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÒÚÛÍÚÛ˚ ÚÂ˜ÂÌËfl Ë, ÍÓÏÂ
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˝ÚÓ„Ó, Ì‡ ·ÓÎÂÂ ÏÂÎÍËı ÒÂÚÍ‡ı Â„ËÒÚËÛ˛ÚÒfl ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Â ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÚÂ˜ÂÌËfl, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Â Ò
·ÓÎÂÂ ‚˚ÒÓÍÓÈ ‡ÁÂ¯ËÏÓÒÚ¸˛ ÒıÂÏ˚. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ ‡Ò˜ÂÚ‡ı Ì‡ ·ÓÎÂÂ „Û·˚ı ÒÂÚÍ‡ı Ì‡ ‚Â-
ÏÂÌ‡ı ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËfl Í‚‡ÁËÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓ„Ó ÂÊËÏ‡ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ˜ËÒÎÂÌÌÓÂ ‡ÁÏ‡Á˚‚‡ÌËÂ ÍÓÌÚ‡ÍÚ-
Ì˚ı ‡Á˚‚Ó‚. èË ˝ÚÓÏ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË Ë ÔÛÎ¸Ò‡ˆËË ÔÓÚÓÍ‡ ÌÂ Â„ËÒÚËÛ˛ÚÒfl. Ç ‡Ò˜ÂÚ‡ı ÚÂ-
˜ÂÌËÂ ‚˚ıÓ‰ËÚ Ì‡ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚È ÂÊËÏ Ò ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË Ô‡‡ÏÂÚÓ‚. é‰Ì‡ÍÓ ‡ÁÏ‡Á-
Í‡ ÒıÂÏÓÈ ÍÓÌÚ‡ÍÚÌÓ„Ó ‡Á˚‚‡ Ú‡ÍÓ‚‡, ˜ÚÓ ˝ÚË ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â Ô‡‡ÏÂÚ˚ ·ÎËÁÍË Í ÒÂ‰ÌËÏ
ÁÌ‡˜ÂÌËflÏ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Ï ‚ ‡Ò˜ÂÚ‡ı ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl ÒÓ ÒÚÓı‡ÒÚË˜ÂÒÍËÏË ÙÎÛÍÚÛ‡ˆËflÏË
Ô‡‡ÏÂÚÓ‚, ÔÓ‚Â‰ÂÌÌ˚ı Ì‡ ÏÂÎÍÓÈ ÒÂÚÍÂ. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, Ú‡ÍÓÈ ‚˚‚Ó‰ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ Ò‡‚ÌÂÌËfl
‰ËÌ‡ÏËÍË ‰‡‚ÎÂÌËfl ÚÓÏÓÊÂÌËfl, ÔË‚Â‰ÂÌÌÓÈ Ì‡ ÙË„. 14·. á‰ÂÒ¸ 1 – ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Ì‡
ÍÛÔÌÓÈ ÒÂÚÍÂ ËÁ [20], 2 – ÒÂ‰ÌÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Ì‡ ÏÂÎÍÓÈ ÒÂÚÍÂ, 3 – ÒÂ‰ÌÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Ì‡ ÏÂÎÍÓÈ ÒÂÚ-
ÍÂ ·ÂÁ Û˜ÂÚ‡ ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ÔËÍÓ‚. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÏÓÊÌÓ ÛÚ‚ÂÊ‰‡Ú¸, ˜ÚÓ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚È ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ‡-
·ÓÚÂ ÂÊËÏ ÚÂ˜ÂÌËfl ÔËÌˆËÔË‡Î¸ÌÓ ‰ÓÒÚËÊËÏ ÎË¯¸ Ì‡ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÏÂÎÍËı ÒÂÚÍ‡ı Ë Ò ÔÓÏÓ˘¸˛
ÒıÂÏ, „‡‡ÌÚËÛ˛˘Ëı ÒÂÚÓ˜ÌÛ˛ ‡ÁÂ¯ËÏÓÒÚ¸ ÍÓÌÚ‡ÍÚÌ˚ı ‡Á˚‚Ó‚ Ì‡ ‚ÂÏÂÌ‡ı ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËfl
Í‚‡ÁËÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓ„Ó ÂÊËÏ‡ ÚÂ˜ÂÌËfl. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚˚ÒÓÍÓÔÓ‰ÛÍÚË‚Ì˚Â Ô‡-
‡ÎÎÂÎ¸Ì˚Â ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl ÓÔ‡‚‰‡ÌÌ˚ÏË. 

ë‡‚ÌÂÌËÂ ‡Ò˜ÂÚÓ‚, ÔÓ‚Â‰ÂÌÌ˚ı ÔÓ ˜ËÒÎÂÌÌÓÈ ÏÂÚÓ‰ËÍÂ, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌÓÈ Ì‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌÓÈ
‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ ÒıÂÏÂ, Ë ‡Ò˜ÂÚÓ‚, ÔÓ‚Â‰ÂÌÌ˚ı Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÍÓÏÏÂ˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÓ‰‡ GASPex, ÔÓ-
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ÄÁ‡Ó‚‡

Í‡Á‡ÎÓ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÛ˛ ÔÓ‰ÛÍÚË‚ÌÓÒÚ¸ ‡Á‡·ÓÚ‡ÌÌÓÈ ˜ËÒÎÂÌÌÓÈ ÏÂÚÓ‰ËÍË ‰Îfl ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl Á‡-
‰‡˜ ÔÓ‰Ó·ÌÓ„Ó ÚËÔ‡ (ÒÏ. [12]). 

áÄäãûóÖçàÖ

ç‡ ÓÒÌÓ‚Â ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ ùÈÎÂ‡ ÔÓÒÚÓÂÌ‡ ÌÓ‚‡fl ÏÓ‰ËÙËÍ‡ˆËfl ‰‚ÛÏÂÌÓÈ ‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ
ÒıÂÏ˚ Ì‡ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÏ ¯‡·ÎÓÌÂ ‰Îfl ‡Ò˜ÂÚ‡ ÓÒÂÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ. ëıÂÏ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl fl‚ÌÓÈ,
ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓÈ ÔÓ ÙÛÌÍˆËflÏ Ë ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Ï Ë ËÏÂÂÚ ‚ÚÓÓÈ ÔÓfl‰ÓÍ ÚÓ˜ÌÓÒÚË ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û
Ë ‚ÂÏÂÌË. ëıÂÏ‡ ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ÔÓÒÚÓÂÌËÂ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËÈ „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ, ÌÂ Ì‡Û¯‡˛˘Ëı
Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓÒÚË ‚ ‡Ò˜ÂÚÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË. èÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ̃ ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ÏÓ‰ÂÎË-
Ó‚‡ÌËfl ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ‡ÁÂÊÂÌÌÓ„Ó Í‡Ì‡Î‡ Ò ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍËÏ Û‰‡Ì˚Ï ÒÎÓÂÏ.
ÅÎ‡„Ó‰‡fl ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓÈ ÒıÂÏÌÓÈ ‡ÁÂ¯ËÏÓÒÚË ÍÓÌÚ‡ÍÚÌ˚ı ‡Á˚‚Ó‚ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ Ë ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌÓ
ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌÓÂ ÚÂ˜ÂÌËÂ Ò ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚflÏË ÍÓÌÚ‡ÍÚÌ˚ı „‡ÌËˆ, ÔÓ‰Ó·Ì˚ÏË ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË
êËıÚÏ‡ÈÂ‡–åÂ¯ÍÓ‚‡ Ë Ò‰‚Ë„Ó‚ÓÈ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË, ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘ÂÈ Í ÍÎ‡ÒÒÛ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚÂÈ
äÂÎ¸‚ËÌ‡–ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡. 

èÓÎÛ˜ÂÌ ÒÚÓı‡ÒÚË˜ÂÒÍËÈ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌ˚È ÂÊËÏ ÔÓÚÓÍ‡, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚È Ò Á‡ÓÊ‰ÂÌËÂÏ ÌÂÛÒÚÓÈ-
˜Ë‚ÓÒÚÂÈ ÍÓÌÚ‡ÍÚÌ˚ı ‡Á˚‚Ó‚. ç‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ÒÍÛ˜Ë‚‡ÌËÂ ÍÓÌÚ‡ÍÚÌÓÈ „‡ÌËˆ˚ ‚ ÔÂÂ‰ÌÂÈ ÓÚ-
˚‚ÌÓÈ ÁÓÌÂ Ë Á‡ÓÊ‰ÂÌËÂ ‚ËıÂÈ ‚ Ó·Î‡ÒÚË ÏÂÊ‰Û „Ófl˜ËÏ Ë ıÓÎÓ‰Ì˚Ï ÔÓÚÓÍ‡ÏË. èÂ‰ÎÓÊÂÌ˚
ÏÂı‡ÌËÁÏ˚ Á‡ÓÊ‰ÂÌËfl ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚÂÈ ÍÓÌÚ‡ÍÚÌ˚ı „‡ÌËˆ Ë ÏÂı‡ÌËÁÏ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÈ ÔÓÚÓÍ‡. èÓ-
Í‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËË ÔÓÚÓÍ‡ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ ÏÂÊ‰Û ˆËÍÛÎflˆËÓÌÌ˚Ï Ë ‚ÓÁ‚‡Ú-
Ì˚Ï ÚÂ˜ÂÌËflÏË, ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘ËÏË ‚ÓÁ‚‡ÚÌÓ-ˆËÍÛÎflˆËÓÌÌÓÂ ÚÂ˜ÂÌËÂ, ‡ Ú‡ÍÊÂ ˆËÍÎË˜ÂÒÍËÏ Á‡-
ÔË‡ÌËÂÏ ÔÓÚÓÍ‡ ËÁ ‡ÁÓ„ÂÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ‚ÂÚËÍ‡Î¸ÌÓ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚Ï ÍÓÌÚ‡ÍÚÌ˚Ï ‡Á˚‚ÓÏ,
fl‚Îfl˛˘ËÏÒfl „‡ÌËˆÂÈ ‡ÁÓ„ÂÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË. ë ÔÓÏÓ˘¸˛ Ú‡ÂÍÚÓÌÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌÓ fl‚ÎÂ-
ÌËÂ ÚÛ·ÛÎËÁ‡ˆËË ÔÂÂ‰ÌÂÈ ÁÓÌ˚ ÓÚ˚‚‡ ÔÓÚÓÍ‡. èÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ÔË Ï‡Î˚ı ‡‰ËÛÒ‡ı ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡
‚ÌÛÚË Û‰‡ÌÓ„Ó ÒÎÓfl Ó·‡ÁÛÂÚÒfl „Ófl˜ËÈ Í‡Ì‡Î Ë Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓÂ ÔÂÂÏÂ¯Ë‚‡ÌËÂ Ì‡
„‡ÌËˆ‡ı ˝ÚÓ„Ó Í‡Ì‡Î‡. éÔËÒ‡Ì ÏÂı‡ÌËÁÏ ËÏÔÛÎ¸ÒÌÓ„Ó ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÚÓÏÓÊÂÌËfl, Ò‚fl-
Á‡ÌÌ˚È Ò ÍÛÏÛÎflˆËÂÈ ‚ÚÓË˜Ì˚ı ÌÓÏ‡Î¸Ì˚ı Í ÚÓˆÛ ÚÂÎ‡ Û‰‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ. èÓ‚Â‰ÂÌ ‡Ì‡ÎËÁ Â-
ÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı ÒÓ ÒıÂÏÌÓÈ ‡ÁÂ¯ËÏÓÒÚ¸˛ ÍÓÌÚ‡ÍÚÌ˚ı ‡Á˚‚Ó‚ Ì‡ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÒÂÚÍ‡ı. 

Ä‚ÚÓ ·Î‡„Ó‰‡ËÚ Ö‚ÓÔÂÈÒÍÓÂ ·˛Ó Ä˝ÓÍÓÒÏË˜ÂÒÍËı ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ Ë ‡Á‡·ÓÚÓÍ (Europe-
an Office of Aerospace Research and Development – EOARD) Á‡ ÔÓ‰‰ÂÊÍÛ ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚ˚, ÑÓÈÎ‡
ç‡ÈÚ‡ (Doyle Knight), ‰ËÂÍÚÓ‡ ã‡·Ó‡ÚÓËË ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌÓ„Ó ÔÓÂÍÚËÓ‚‡ÌËfl (Laboratory of
Computing Design) ìÌË‚ÂÒËÚÂÚ‡ ê‡Ú„ÂÒ‡ (Rutgers University), ëòÄ, Á‡ ÔÂ‰ÓÒÚ‡‚ÎÂÌÌÛ˛ ‚ÓÁ-
ÏÓÊÌÓÒÚ¸ ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl ‡Ò˜ÂÚÓ‚ Ì‡ ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌÓÈ ·‡ÁÂ ‰‡ÌÌÓÈ Î‡·Ó‡ÚÓËË. 
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ÎËÌ‰‡ÏË – ÚÂ˜ÂÌËfl íÂÈÎÓ‡. åÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËÂ ÔÓËÁ‚Ó‰ËÎÓÒ¸ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰‚ËÊÂÌËfl
ÌÂ‚flÁÍÓÈ ÊË‰ÍÓÒÚË – Û‡‚ÌÂÌËÈ ùÈÎÂ‡. èÓ‚Â‰ÂÌ˚ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ‚ÎËflÌËfl ÙËÁË˜ÂÒÍËı Ô‡‡-
ÏÂÚÓ‚ Á‡‰‡˜Ë (¯ËËÌ‡ Á‡ÁÓ‡ ÏÂÊ‰Û ˆËÎËÌ‰‡ÏË, Ì‡˜‡Î¸ÌÓÂ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÂ, ‡ÁÌÓÒÚ¸ ÒÍÓÓ-
ÒÚÂÈ ÏÂÊ‰Û ˆËÎËÌ‰‡ÏË) Ì‡ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ÚÂ˜ÂÌËfl. èÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ÔÂÂıÓ‰ Í ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓÒÚË
ÒÓÔÓ‚ÓÊ‰‡ÂÚÒfl ÓÊ‰ÂÌËÂÏ ÍÛÔÌ˚ı ‚ËıÂÈ. ë‰ÂÎ‡Ì ‡Ì‡ÎËÁ Ë Ò‡‚ÌÂÌËÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ Ò Â-
ÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ÏË ‰Û„Ëı ÔÓ‰Ó·Ì˚ı ‡·ÓÚ. ÅË·Î. 41. îË„. 10.

 

äÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡

 

: ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ÚÂ˜ÂÌËfl íÂÈÎÓ‡ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ˆËÎËÌ‰‡ÏË, ˜ËÒÎÂÌÌÓÂ ÏÓ‰Â-
ÎËÓ‚‡ÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ùÈÎÂ‡ ‰Îfl ÌÂ‚flÁÍÓÈ ÊË‰ÍÓÒÚË, ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓÒÚ¸.

 

1. ÇÇÖÑÖçàÖ

 

ÇÔÂ‚˚Â ËÁÛ˜ÂÌËÂ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÚÂ˜ÂÌËfl ÏÂÊ‰Û ‚‡˘‡˛˘ËÏËÒfl ̂ ËÎËÌ‰‡ÏË ·˚ÎÓ ÔÓ‚Â‰ÂÌÓ
íÂÈÎÓÓÏ (ÒÏ. [1]). íÂÈÎÓ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Î ÚÂıÏÂÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍË ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÎËÌÂ‡ËÁ‡ˆËË
Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡. éÌ ÔÓÎÛ˜ËÎ ‚ÂÍÓ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (ÒÏ. [2]) Ë Â¯ËÎ Â„Ó ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl 
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)/2. Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ Â„Ó ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ ·˚Î‡ ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ ÍË‚‡fl, ‡Á‰ÂÎfl˛˘‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸ ÛÒÚÓÈ-
˜Ë‚ÓÒÚË Ë ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ‚ ÛÍ‡Á‡ÌÌÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË (ÒÏ. [2]). äÓÏÂ ÚÓ„Ó, íÂÈÎÓ ÔÓ‚ÂÎ ˝ÍÒÔÂ-
ËÏÂÌÚ ‰Îfl ÔÓ‚ÂÍË Ò‚ÓËı ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍËı ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚. 

ëÎÂ‰ÛÂÚ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ‰‡ÊÂ ‚ ÛÍ‡Á‡ÌÌÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË Á‡‰‡˜‡ ËÏÂÂÚ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸Ì˚Â ‚˚˜ËÒÎË-
ÚÂÎ¸Ì˚Â ÚÛ‰ÌÓÒÚË. ùÚÓ Ò‚flÁ‡ÌÓ Ò ÚÂÏ, ˜ÚÓ ‚ÂÍÓ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎ¸
ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ, Û ÍÓÚÓÓÈ Í‡Ê‰ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÒÓ‰ÂÊËÚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ˜ÎÂÌÓ‚. éÚÎË˜Ë-
ÂÏ ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚ˚ ÓÚ ‡·ÓÚ˚ íÂÈÎÓ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËÂ ÛÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó ÔË·ÎËÊÂÌËfl, ‡ Ú‡ÍÊÂ
‰‚ÛÏÂÌ‡fl ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚Í‡. 

ê‡·ÓÚ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÂÏ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl 2D-ÚÂ˜ÂÌËfl ÏÂÊ‰Û ˆËÎËÌ‰‡ÏË – ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÈ
Á‡‰‡˜Ë íÂÈÎÓ‡ (ÒÏ. [3], „‰Â ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Î‡Ò¸ Ò‰‚Ë„Ó‚‡fl ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ Ò ‡Á˚‚ÓÏ Û„ÎÓ‚ÓÈ ÍÓÏÔÓ-
ÌÂÌÚ˚ ÒÍÓÓÒÚË). ÇÌÛÚÂÌÌflfl Ó·Î‡ÒÚ¸ ÚÂ˜ÂÌËfl ‚Ì‡˜‡ÎÂ ËÏÂÎ‡ ÒÍÓÓÒÚ¸, ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘Û˛ ÒÓ ÒÍÓÓ-
ÒÚ¸˛ ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó ˆËÎËÌ‰‡, ‡ ‚ÌÂ¯Ìflfl – ÒÍÓÓÒÚ¸ Ì‡ÛÊÌÓ„Ó ˆËÎËÌ‰‡. àÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ÔÓËÁ‚Ó-
‰ËÎÓÒ¸ ÔÓ Ó‰ÌÓÏÛ Ô‡‡ÏÂÚÛ: ‡ÁÌÓÒÚË ÒÍÓÓÒÚÂÈ ÏÂÊ‰Û ˆËÎËÌ‰‡ÏË. Å˚ÎÓ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ, ˜ÚÓ ÔÓÒÎÂ
ÔÂÂıÓ‰‡ ‚ ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌ˚È ÂÊËÏ ÚÂ˜ÂÌËfl ÒÚÛÍÚÛ‡ ÚÂ˜ÂÌËfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÎ‡ ÒÓ·ÓÈ ÔÂÂÏÂÊ‡˛˘Û-
˛Òfl ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓÒÚ¸, Ú.Â. Ó·Î‡ÒÚË ÔÓ˜ÚË Î‡ÏËÌ‡ÌÓ„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl ÒÏÂÌfl˛ÚÒfl Ó·Î‡ÒÚflÏË ÚÛ·ÛÎÂÌÚ-
ÌÓÒÚË (ÍÛÔÌ˚Â ‚ËıË). í‡ÍÊÂ ·˚Î ÔÓÒÚÓÂÌ ÒÔÂÍÚ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ˝ÌÂ„ËË, ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛˘ËÈ, ˜ÚÓ
ÓÒÌÓ‚Ì‡fl ÂÂ ‰ÓÎfl ÒÓ‰ÂÊËÚÒfl ‚ ‰ÎËÌÌÓ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ Ó·Î‡ÒÚË.

ëÎÂ‰ÛÂÚ Ú‡ÍÊÂ Ó·‡ÚËÚ¸ ‚ÌËÏ‡ÌËÂ Ì‡ [4], „‰Â ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍË ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ì‡ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ÔÎÓÒÍÓ-
Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓ„Ó Ò‰‚Ë„Ó‚Ó„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl. Å˚ÎÓ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ, ˜ÚÓ ˜ÂÏ ·ÓÎ¸¯Â ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl,
ÚÂÏ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÂÂ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÚÂ˜ÂÌËÂ. í‡ÍÊÂ Ì‡ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ÚÂ˜ÂÌËfl ‚ÎËflÂÚ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ Á‡-
‚ËıÂÌÌÓÒÚË 

 

ξ

 

(

 

r

 

) = rot
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; ·ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ÔÓÙËÎ¸ 

 

ξ

 

(

 

r

 

) fl‚ÎflÂÚÒfl ·ÓÎÂÂ Û‰Ó·Ì˚Ï, ˜ÂÏ ÔÓÙËÎ¸ ÒÍÓÓ-
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ê‡·ÓÚ‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ ÔË ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ ÔÓ‰‰ÂÊÍÂ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÔÓ„‡ÏÏ˚ èÂÁË‰ËÛÏ‡ êÄç ‹ 14 Ë ÔÓÂÍÚ‡ êîîà
(ÍÓ‰ ÔÓÂÍÚ‡ 06-01-00558).
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ÒÚË 

 

v

 

(

 

r

 

), ÔË ËÁÛ˜ÂÌËË ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË. ÖÒÎË ÔÓÙËÎ¸ Á‡‚ËıÂÌÌÓÒÚË ËÏÂÂÚ Ï‡ÍÒËÏÛÏ ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ

ÚÓ˜ÍÂ 

 

r

 

', ÚÓ ˜ÂÏ ·ÓÎ¸¯Â ‚ÚÓ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ , ÚÂÏ ·ÓÎÂÂ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚Ó

ÚÂ˜ÂÌËÂ. 
çËÊÂ ÔË‚ÎÂÍ‡ÂÏ˚Ï Ó·˘ËÏ ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÒÎÛÊËÚ ˜ËÒÎÂÌÌ˚È ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ ËÁ [5], ÔÓ‰ÍÂÔÎÂÌÌ˚È

ÙËÁË˜ÂÒÍËÏË ‰Ó‚Ó‰‡ÏË ËÁ [6].
Ç ˆÂÎÓÏ ‡·ÓÚ‡ Í‡Ò‡ÂÚÒfl ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÈ 

 

ÒÚÛÍÚÛÌÓÈ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÚÂ˜Â-
ÌËfl

 

, Ò‚flÁ‡ÌÌÓÈ Ò ‚ÓÁÌËÍÌÓ‚ÂÌËÂÏ ÍÛÔÌ˚ı ‚ËıÂÈ. 
àÁ‚ÂÒÚÌÓ, ˜ÚÓ ÒÚÛÍÚÛÌ‡fl „Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍ‡fl ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ·˚Î‡ Ó·Ì‡ÛÊÂÌ‡ ê˝ÎÂÂÏ (ÒÏ.

[7], [8]) Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ Ò Ú‡‰ËˆËÓÌÌÓÈ 

 

Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸˛ ÚÂ˜Â-
ÌËÈ

 

, ÓÚÍ˚ÚÓÈ êÂÈÌÓÎ¸‰ÒÓÏ (ÒÏ. [9]). 
Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÈ, ÔÂ‚‡fl ÌÂ Ó„‡ÌË˜Ë‚‡ÂÚÒfl ˜ËÒÎÓÏ êÂÈÌÓÎ¸‰Ò‡, Ò‚Ó‰fl˘ÂÏ „Ë‰Ó‰ËÌ‡-

ÏËÍÛ Í ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÈ ÏÂı‡ÌËÍÂ Ï‡Î˚ı (ËÎË ÎÓÍ‡Î¸Ì˚ı) ËÎË ÍÓÌÂ˜Ì˚ı (ËÎË ÌÂÎÓÍ‡Î¸Ì˚ı) ·ËÙÛ-
Í‡ˆËÈ Â¯ÂÌËÈ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ (ÒÏ. [10], [17]). ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, Ò‡ÏÓÏÛ ÛÍ‡Á‡ÌÌÓÏÛ ˜ËÒÎÛ
Á‰ÂÒ¸ ÓÚ‚Ó‰ËÚÒfl ÒÍÓÏÌ‡fl ÓÎ¸ “ÒÚ‡ÚÂ‡”, “‚ÍÎ˛˜‡˛˘Â„Ó” ·ÓÎ¸¯ËÂ „‡‰ËÂÌÚ˚ ÒÍÓÓÒÚË Û
Ú‚Â‰ÓÈ ÒÚÂÌÍË ÔË Ì‡ÎË˜ËË ÛÒÎÓ‚Ëfl ÔËÎËÔ‡ÌËfl. 

ÇÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ ÊÂ ·ÓÎ¸¯Ëı „‡‰ËÂÌÚÓ‚ ÒÍÓÓÒÚË, ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘Ëı ÔÓ ÚÂÏ ËÎË ËÌ˚Ï ÔË˜ËÌ‡Ï, ÎÓ-
Í‡Î¸ÌÓ Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚Ï (ËÎË “Î‡ÏËÌ‡Ì˚Ï”) ÒÎÓflÏ ÊË‰ÍÓÒÚË ËÎË „‡Á‡ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÔÓ˜ÂÏÛ-ÚÓ “‚˚-
„Ó‰ÌÂÂ” Ò‚Ó‡˜Ë‚‡Ú¸Òfl ‚ ÛÎÓÌ˚ ËÎË Ó·‡ÁÓ‚˚‚‡Ú¸ ÍÛÔÌ˚Â ‚ËıË Ò ˜ÂÚÍÓ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌÌÓÈ ÓÒ¸˛
‚‡˘ÂÌËfl. 

ë‚Ó‡˜Ë‚‡ÌËÂ ÒÎÓÂ‚ ‚ ÛÎÓÌ˚ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‚˚Á‚‡ÌÓ Ú‡ÍÊÂ ‡ÁÌÓÒÚ¸˛ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÈ „‡‰ËÂÌ-
ÚÓ‚ ÔÎÓÚÌÓÒÚË Ë ‰‡‚ÎÂÌËfl (

 

ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ îË‰Ï‡Ì‡

 

, ÒÏ. [18]), Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ËÎË ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ
ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ÒÍÓÓÒÚË (

 

ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡–äÂÎ¸‚ËÌ‡

 

, ÒÏ. [19], [20], ËÎË 

 

êËıÚÏ‡ÈÂ‡–
åÂ¯ÍÓ‚‡

 

, ÒÏ. [21], [22], ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ), ÔÎÓÚÌÓÒÚË (

 

ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ íÂÈÎÓ‡

 

, ÒÏ. [23]), ÚÂÏÔÂ-
‡ÚÛ˚ (

 

ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ÅÂÌ‡‡

 

, ÒÏ. [24], [25]), ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ˜‡ÒÚÓÚ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ (ÒÏ. [26]–[29]),
Ó·‡ÚÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ êÓÒÒ·Ë (ÒÏ. [30]) Ë ‰Û„Ëı ÙËÁË˜ÂÒÍËı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ (ÒÏ. ([5], [29], [31]–[34]).

ÇÓÁÌËÍ‡˛˘ËÂ ‚ËıË ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÓÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË ‡Á‚Ë‚‡˛˘Â„ÓÒfl 

 

Í‡ÒÍ‡‰‡
ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓÒÚË

 

, ‰ÓÔÛÒÍ‡˛˘Â„Ó ÔflÏÓÂ ˜ËÒÎÂÌÌÓÂ ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËÂ (ÒÏ. [35]). 
åÂÊ‰Û ÚÂÏ ÏÂı‡ÌËÍ‡ Ë ÚÂÏÓ‰ËÌ‡ÏËÍ‡ ‚Ëıfl ‚ÒÂ Â˘Â ÓÒÚ‡˛ÚÒfl ÌÂ‚˚flÒÌÂÌÌ˚ÏË. ç‡ÔËÏÂ,

‚ËıÂ‚‡fl 

 

ÚÛ·Í‡ ê‡ÌÍË–ïËÎ¯‡

 

 (ÒÏ. [36], [37]) ÒÔÓÒÓ·Ì‡ Ì‡ ‰ÂÒflÚÍË „‡‰ÛÒÓ‚ ñÂÎ¸ÒËfl ÔÓÌËÁËÚ¸
ÚÂÏÔÂ‡ÚÛÛ ‚ÓÁ‰Ûı‡, ÔÓÒÚÛÔ‡˛˘Â„Ó Í ˆÂÌÚÛ ‚‡˘ÂÌËfl (˜ÂÏ ·ÓÎÂÂ ÔÓÎÛ‚ÂÍ‡ ÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‡ÏÂË-
Í‡ÌÒÍËÂ ÔÓÊ‡Ì˚Â). 

ç‡ÔÓÚË‚, ‚ 

 

„‡ÁÓ‚ÓÈ ˆÂÌÚËÙÛ„Â 

 

ÔÓ ‡Á‰ÂÎÂÌË˛ ËÁÓÚÓÔÓ‚ ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ‡ ÌÂ ÏÂÌflÂÚÒfl ÔÓ ÏÂÌ¸-
¯ÂÈ ÏÂÂ ‰Îfl ÓÒÌÓ‚ÌÓ„Ó (·‡ÓˆÂÌÚË˜ÂÒÍÓ„Ó) ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÔÎÓÚÌÓÒÚË (ÒÏ. [38], [39]). 

Ç Î˛·ÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ˆÂÌÚ ‚Ëıfl ÌÂËÁÏÂÌÌÓ ‚Úfl„Ë‚‡ÂÚ ‚ ÒÂ·fl ÏÂÎÍÛ˛ ÔËÏÂÒ¸ (

 

Ô‡‡‰ÓÍÒ ˜‡ËÌÓÍ

 

,
ÒÍ‡ÔÎË‚‡˛˘ËıÒfl Û ˆÂÌÚ‡ ‚‡˘ÂÌËfl ‚ÓÔÂÍË ÓÊË‰‡ÂÏÓÏÛ ‡Á·Â„‡ÌË˛ Í Í‡˛), ˜ÂÏÛ ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ

ÔË˜ËÌÓÈ ÒÎÛÊËÚ 

 

˝ÈÎÂÓ‚‡ ÍÓÌ‚ÂÍˆËfl

 

  (ÒÏ. [29]). 
ùÚ‡ „Î‡‚Ì‡fl “ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚ¸” ÏÂı‡ÌËÍË ÒÔÎÓ¯Ì˚ı ÒÂ‰ ÔË‚Ó‰ËÚ Ë Í ‚ÓÁÌËÍÌÓ‚ÂÌË˛ Ò‡ÏËı

‚ËıÂÈ. àÌ‡˜Â „Ó‚Ófl, Ò ‚flÁÍÓÒÚ¸˛, ÌÓ ·ÂÁ ÍÓÌ‚ÂÍˆËË (

 

ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ë˝ÙÏÂÌ‡–íÂÈÎÓ‡

 

, ÒÏ.
[40]) ÚÂ˜ÂÌËÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÒÍÓÎ¸ Û„Ó‰ÌÓ ÒÎÓÊÌ˚Ï, ÌÓ ˆÂÌÚÓ‚ ‚‡˘ÂÌËfl ÔË ˝ÚÓÏ ÌÂ Ó·‡ÁÛÂÚÒfl
(ÒÏ. [41]). 

ÇÎËflÌË˛ ˝ÈÎÂÓ‚ÓÈ ÍÓÌ‚ÂÍˆËË Ì‡ ‚ÓÁÌËÍÌÓ‚ÂÌËÂ Ë ‡Á‚ËÚËÂ ‚ËıÂÈ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ‚ ÓÒÌÓ‚-
ÌÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË ÌÂ‚flÁÍÓÈ ÒÂ‰˚ ‚ ÓÒÌÓ‚ÌÓÏ Ë ÔÓÒ‚fl˘ÂÌ‡ Ì‡ÒÚÓfl˘‡fl ‡·ÓÚ‡.

 

2. èéëíÄçéÇäÄ áÄÑÄóà

 

Ç ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚÂ ·Û‰ÂÚ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ú¸Òfl ‚ÎËflÌËÂ ÙËÁË˜ÂÒÍËı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ Á‡‰‡˜Ë Ì‡ ‡Á‚ËÚËÂ
ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓÒÚË (Ì‡ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË ÔÂÂıÓ‰‡ Î‡ÏËÌ‡ÌÓ„Ó ÂÊËÏ‡ ‚ ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌ˚È). ä‡Í ÛÊÂ
ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸, ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËÂ ÚÂ˜ÂÌËfl ÔÓËÁ‚Ó‰ËÎÓÒ¸ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â Û‡‚ÌÂÌËÈ ùÈÎÂ‡.

ä‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ˜ËÒÎÓ êÂÈÌÓÎ¸‰Ò‡ Re fl‚ÎflÂÚÒfl ·ÂÁ‡ÁÏÂÌ˚Ï Ô‡‡ÏÂÚÓÏ, ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛˘ËÏ ÒÚÂ-
ÔÂÌ¸ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÚÂ˜ÂÌËfl (ÔÓ‰ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸˛ ÔÓÌËÏ‡ÂÚÒfl ÔÂÂıÓ‰ Î‡ÏËÌ‡ÌÓ„Ó ÂÊËÏ‡
ÚÂ˜ÂÌËfl ‚ ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌ˚È). Ç Ì‡¯ÂÏ ÔÓ‰ıÓ‰Â, ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛˘ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ùÈÎÂ‡, ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓ-
ÌflÚËÂ ÙËÁË˜ÂÒÍÓ„Ó ̃ ËÒÎ‡ êÂÈÌÓÎ¸‰Ò‡, Ú‡Í Í‡Í ‚ ÌÂÏ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ ̃ ÎÂÌ Ò ÏÓÎÂÍÛÎflÌÓÈ ‚flÁÍÓÒÚ¸˛.
çÓ ÔË ˜ËÒÎÂÌÌÓÏ Â¯ÂÌËË ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl ˜ËÒÎÂÌÌ‡fl ‚flÁÍÓÒÚ¸, Ò‚flÁ‡ÌÌ‡fl Ò ÌÂ-
‚flÁÍ‡ÏË ‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ, ÍÓÚÓ‡fl ‚Â‰ÂÚ Í ÔÓfl‚ÎÂÌË˛ ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó Re Ë Ó·ÛÒÎ‡‚ÎË‚‡ÂÚ ÙË-

d
2

dr
2

--------ξ r( ) r r'=

V∇( )V

 

11*
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ÅÂÎÓˆÂÍÓ‚ÒÍËÈ 

 

Ë ‰

 

.

 

ÁË˜ÂÒÍÛ˛ ÍÓÂÍÚÌÓÒÚ¸ ÔÂ‰Î‡„‡ÂÏÓ„Ó ÔÓ‰ıÓ‰‡. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÏÓÊÌÓ ‚‚ÂÒÚË ·ÂÁ‡ÁÏÂÌÓÂ
˜ËÒÎÓ, ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘ÂÂ Á‡‰‡˜Û ÔÓ ‡Ì‡ÎÓ„ËË Ò Re, Ë ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ú¸ Â„Ó ‚ÎËflÌËÂ Ì‡ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ÚÂ-
˜ÂÌËfl.

åÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËÂ ÚÂ˜ÂÌËfl Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â Û‡‚ÌÂÌËÈ ùÈÎÂ‡ ÓÒÌÓ‚˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ ‰‚Ûı „ËÔÓÚÂÁ‡ı, Ì‡ıÓ-
‰fl˘Ëı ÔÓ‰Ú‚ÂÊ‰ÂÌËÂ ‚ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡ı (ÒÏ. [5]).

 

ÉËÔÓÚÂÁ‡ 1.

 

 

 

çÂÁ‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÍÛÔÌÓÏ‡Ò¯Ú‡·Ì˚ı ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı ÒÚÛÍÚÛ ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓ„Ó
ÚÂ˜ÂÌËfl Ë ÏÂÎÍÓÏ‡Ò¯Ú‡·ÌÓÈ ÒÚÓı‡ÒÚË˜ÂÒÍÓÈ ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓÒÚË ‰Îfl ·ÓÎ¸¯Ëı ˜ËÒÂÎ êÂÈÌÓÎ¸‰Ò‡.

 

ÉËÔÓÚÂÁ‡ 2.

 

 

 

çÂÁ‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ı‡‡ÍÚÂ‡ ‡Á‚ËÚËfl ÍÛÔÌÓÏ‡Ò¯Ú‡·Ì˚ı ÒÚÛÍÚÛ ÓÚ ‚flÁÍÓÒÚË

 

.
Ç˚ÔË¯ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ùÈÎÂ‡ ‚ ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓÈ ÙÓÏÂ ‰Îfl ‰‚ÛÏÂÌÓ„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl ‚ ÔÓÎflÌ˚ı ÍÓ-

Ó‰ËÌ‡Ú‡ı (

 

r

 

, 

 

ϕ

 

):
1) Û‡‚ÌÂÌËÂ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚË

(2.1)

„‰Â 

 

u

 

, 

 

v

 

 ÒÛÚ¸ 

 

r

 

- Ë 

 

ϕ

 

-ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ;
2) Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl ‰‚Ûı ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ËÏÔÛÎ¸Ò‡

 

r

 

-ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ (2.2)

 

ϕ

 

-ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ (2.3)

3) Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl Û‰ÂÎ¸ÌÓÈ ÔÓÎÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË

(2.4)

„‰Â 

 

t

 

 – ‚ÂÏfl (Ò), 

 

ρ

 

 – ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ („/ÒÏ

 

3

 

), 

 

E

 

 = 

 

e

 

 + 

 

V

 

2

 

/2 – Û‰ÂÎ¸Ì‡fl ÔÓÎÌ‡fl ̋ ÌÂ„Ëfl (˝„/„) Ë 

 

e

 

 – Û‰ÂÎ¸Ì‡fl
‚ÌÛÚÂÌÌflfl ˝ÌÂ„Ëfl (˝„/„).

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËÂ ÔÓËÁ‚Ó‰ËÎÓÒ¸ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ (2.1)–(2.4).
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Í‡ÚÍÓ ÏÂÚÓ‰, Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÍÓÚÓÓ„Ó Â¯‡ÎËÒ¸ ‰‡ÌÌ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl. ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Â-

Ï‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸ ·˚Î‡ ÔÓÍ˚Ú‡ ÔÓÎflÌÓÈ ÒÂÚÍÓÈ Ò ˜ËÒÎÓÏ ÛÁÎÓ‚ 

 

n

 

r

 

 

 

×

 

 

 

n

 

ϕ

 

, „‰Â 

 

n

 

r

 

 – ˜ËÒÎÓ ÛÁÎÓ‚ ÔÓ ‡‰Ë-
ÛÒÛ, ‡ 

 

n

 

ϕ

 

 – ÔÓ Û„ÎÛ. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËfl (2.1)–(2.4) ËÏÂ˛Ú ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛ ÒÚÛÍÚÛÛ: 

(2.5)

„‰Â

éÚ‰ÂÎ¸Ì‡fl ‡Ò˜ÂÚÌ‡fl fl˜ÂÈÍ‡ 

 

S

 

ij

 

 = [

 

r

 

i

 

 – 1/2

 

, 

 

r

 

i

 

 + 1/2

 

] 

 

×

 

 [

 

ϕ

 

j

 

 – 1/2

 

, 

 

ϕ

 

j

 

 + 1/2

 

]. ì‡‚ÌÂÌËfl (2.5) Á‡ÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl ‚
ËÌÚÂ„Ó‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏÂ:

(2.6)

„‰Â

∂ρ
∂t
------

1
r
--- ∂

∂r
----- ruρ( ) 1

r
--- ∂

∂ϕ
------ vρ( )+ + 0,=

∂
∂t
----- ρu( ) 1

r
--- ∂

∂r
----- r ρu

2
p+( )( ) 1

r
--- ∂

∂ϕ
------ ρuv( )+ +

p
r
---,=

∂
∂t
----- ρv( ) 1

r
--- ∂

∂r
----- rρuv( ) 1

r
--- ∂

∂ϕ
------ ρv 2

p+( )+ + 0;=

∂
∂t
----- ρE( ) 1

r
--- ∂

∂r
----- ru ρE p+( )( ) 1

r
--- ∂

∂ϕ
------ v ρE p+( )( )+ + 0,=

∂
∂t
-----U

1
r
--- ∂

∂r
----- rF U( )( ) 1

r
--- ∂

∂ϕ
------G U( )+ + P U( ),=

U

ρ
ρu

ρv
ρE⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

, F

uρ

ρu
2

p+

ρuv

u ρE p+( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

, G

vρ
ρuv

ρv 2
p+

v ρE p+( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

, P

0

p
r
---

0

0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

.= = = =

d
dt
-----Uij t( ) 1

rij

----- 1
∆r
------ ri 1/2– j, Fi 1/2– j, ri 1/2+ j, Fi 1/2+ j,–( ) 1

rij

----- 1
∆ϕ
------- Gi j 1/2–, Gi j 1/2+,–( ) Pij Uij( ) Lij Uij( ),≡+ +=

Uij t( ) 1
Sij

----- U r ϕ t, ,( )r r ϕdd

ϕ j 1/2–

ϕ j 1/2+

∫
ri 1/2–

ri 1/2+

∫=
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ÂÒÚ¸ ‚ÂÍÚÓ, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘ËÈ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡ ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚Ì˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ (Ï‡ÒÒ˚, ËÏÔÛÎ¸Ò‡, ˝ÌÂ„ËË
Ë Ú.‰.) ‚ Ó·˙ÂÏÂ ‡Ò˜ÂÚÌÓÈ fl˜ÂÈÍË Sij. ÇÂÎË˜ËÌ˚ Fj ± 1/2, j, Gi, j ± 1/2 ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ ËÌÚÂ„‡Î˚
ÔÓÚÓÍÓ‚ ÔÓ „‡ÌflÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı fl˜ÂÂÍ:

èË Á‡‰‡ÌÌÓÏ ‡Î„ÓËÚÏÂ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ‚ÂÍÚÓ‡ Ô‡‚˚ı ̃ ‡ÒÚÂÈ Lij(Uij) ÒËÒÚÂÏ‡ (2.6) fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÒÚÂ-
ÏÓÈ éÑì ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‚ÂÏÂÌË t, ‰Îfl ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ÍÓÚÓÓÈ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ÏÂÚÓ‰ êÛÌ„Â–äÛÚÚ˚:

„‰Â ËÌ‰ÂÍÒ (n) ‚‚ÂıÛ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ n-È ¯‡„ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË.
íÂÔÂ¸ ÔËÒÚÛÔËÏ Í ÔË‚Â‰ÂÌË˛ ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ, Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÍÓÚÓ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰ËÎÓÒ¸ ÏÓ-

‰ÂÎËÓ‚‡ÌËÂ, Í ·ÂÁ‡ÁÏÂÌ˚Ï ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï. Ç˚ÔË¯ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ ùÈÎÂ‡ ‚ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚ı ÍÓÓ‰Ë-
Ì‡Ú‡ı:

(2.7)

„‰Â ρ – ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ÒÂ‰˚, p – ÂÂ ‰‡‚ÎÂÌËÂ, ‡ V – ‚ÂÍÚÓ ÒÍÓÓÒÚË. ë‰ÂÎ‡ÂÏ Á‡ÏÂÌÛ

„‰Â ˜ÂÚ‡ Ò‚ÂıÛ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ·ÂÁ‡ÁÏÂÌÛ˛ ÔÂÂÏÂÌÌÛ˛. èÓ‰ÒÚ‡‚Ë‚ ‚ (2.7), ÔÓÎÛ˜ËÏ

(2.8)

ÖÒÎË ÔÓÎÓÊËÚ¸

(2.9)

ÚÓ (2.8) ÔËÏÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ‚Ë‰: 

(2.10)

Ç˚˜ËÒÎË‚ ·ÂÁ‡ÁÏÂÌÓÂ ‰‡‚ÎÂÌËÂ  = , ‚ ËÚÓ„Â ÔÓÎÛ˜ËÏ ËÁ (2.10)

(2.11)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl, ̃ ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ ùÈÎÂ‡ (2.11) ÌÂ ÏÂÌflÂÚÒfl (ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓ) ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸-
ÌÓ ÓÔÂ‡ˆËË ÔË‚Â‰ÂÌËfl Í ·ÂÁ‡ÁÏÂÌ˚Ï ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï. á‰ÂÒ¸ ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ Ô‡‡ÏÂÚ Ò ‡ÁÏÂÌÓ-
ÒÚ¸˛ ‚ÂÏÂÌË (2.9) (ı‡‡ÍÚÂÌÓÂ ‚ÂÏfl Á‡‰‡˜Ë). èË‚Â‰fl Í ·ÂÁ‡ÁÏÂÌ˚Ï ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï Û‡‚ÌÂ-

Fi 1/2 j,+
1

∆ϕ
------- F U ri 1/2+ ϕ t, ,( )( ) ϕ,d

j 1/2–

j 1/2+

∫=

Gi j 1/2+,
1

rij∆r
----------- G U r ϕ j 1/2+ t, ,( )( )r r.d

i 1/2–

i 1/2+

∫=

Uij
1( ) Uij

n( ) ∆tLij U n( )
t

n( ),( ),+=

Uij
2( ) 3

4
---Uij

n( ) 1
4
---Uij

1( ) 1
4
---∆tLij U 1( )

t
n( ) ∆t+,( ),+ +=

Uij
n 1+( ) 1

3
---Uij

n( ) 2
3
---Uij

2( ) 2
3
---∆tLij U 2( )

t
n( ) ∆t

2
-----+,⎝ ⎠

⎛ ⎞ ,+ +=

∂V
∂t
------- V∇( )V+

1
ρ
---∇p,–=

V
1

ΩR
--------V, t

1
T
---t, ∇ L∇,= = =–

1
T
---∂V

∂t
------- ΩR

L
-------- V∇( )V+

1
ρΩRL
---------------∇ p.–=–

T
L

ΩR
--------,=

∂V
∂t
------- V∇( )V+

1

ρ ΩR( )2
-------------------∇ p.–=–

p
1

ρ ΩR( )2
------------------- p

∂V
∂t
------- V∇( )V+

1
ρ
---∇ p.–=–
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ÅÂÎÓˆÂÍÓ‚ÒÍËÈ Ë ‰.

ÌËÂ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚË, ÔÓÎÛ˜ËÏ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚È ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú; ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ∂ρ/∂t + div(ρV) = 0; ÔÓÒÎÂ
‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ ËÏÂÂÏ

èÓÎÓÊË‚ T = , ÔÓÎÛ˜ËÏ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÒÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚË. íÂÔÂ¸ ÔË‚Â‰ÂÏ Í

·ÂÁ‡ÁÏÂÌ˚Ï ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl Û‰ÂÎ¸ÌÓÈ ÔÓÎÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË:  + div[(ρE + p)V] = 0.

Ç˚˜ËÒÎË‚ ·ÂÁ‡ÁÏÂÌÛ˛ ˝ÌÂ„Ë˛  =  Ë ÔÓ‰ÒÚ‡‚Ë‚ ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‚ÒÂ ·ÂÁ‡ÁÏÂÌ˚Â ‚ÂÎË-

˜ËÌ˚, ÔÓÎÛ˜ËÏ

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÎÛ˜ËÎË, ˜ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‡ˆËË ÔË‚Â‰ÂÌËfl Í

·ÂÁ‡ÁÏÂÌ˚Ï ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï Ë T = . ÅÛ‰ÂÏ Ò˜ËÚ‡Ú¸, ̃ ÚÓ R = RÒ – ‡‰ËÛÒ ÒÂÂ‰ËÌ˚ Á‡ÁÓ‡ ÏÂÊ‰Û

ˆËÎËÌ‰‡ÏË, L = ∆R – ¯ËËÌ‡ Á‡ÁÓ‡, Ω – Û„ÎÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ˆËÎËÌ‰‡.
Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ‚ÒÂ ÔÂÂÏÂÌÌ˚Â ·Û‰ÛÚ Ò˜ËÚ‡Ú¸Òfl ·ÂÁ‡ÁÏÂÌ˚ÏË, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ˜ÂÚÛ Ò‚ÂıÛ ÔËÒ‡Ú¸

ÌÂ ·Û‰ÂÏ.

3. êÖáìãúíÄíõ óàëãÖççéÉé ùäëèÖêàåÖçíÄ

Ç ‡Ò˜ÂÚ‡ı ·˚ÎË ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ı‡‡ÍÚÂÌ˚Â ÒÚÛÍÚÛ˚ ÚÂ˜ÂÌËfl Ë ˝ÌÂ„ÂÚË˜ÂÒÍËÂ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ‰Îfl
ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌ˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ ÏÂÊ‰Û ˆËÎËÌ‰‡ÏË. 

Ç ˜ËÒÎÂÌÌÓÏ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚÂ Ò˜ËÚ‡Î‡Ò¸ ˝ÌÂ„Ëfl ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÈ ÔÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ÙÓÏÛÎÂ:

„‰Â E0 – ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ˝ÌÂ„Ëfl ÚÂ˜ÂÌËfl ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË, u', v ' – ÔÛÎ¸Ò‡ˆËË ‡‰Ë‡Î¸-
ÌÓÈ Ë Û„ÎÓ‚ÓÈ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ÒÍÓÓÒÚË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. èÛÎ¸Ò‡ˆËË ‚˚˜ËÒÎflÎËÒ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡-
ÁÓÏ: ÔÓ‚Ó‰ËÎÓÒ¸ ÛÒÂ‰ÌÂÌËÂ Ó·ÂËı ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ÔÓ Û„ÎÛ ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

„‰Â 〈 f 〉 – ÒÂ‰ÌÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË. Ñ‡ÎÂÂ ‚˚˜ËÒÎflÎËÒ¸ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËË ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ f '(r, ϕ) = 〈 f(r)〉 –
– f(r, ϕ), „‰Â f(r, ϕ) – ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ. ÇÌ‡˜‡ÎÂ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÚÂ˜ÂÌËÂ ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

(ÚÂ˜ÂÌËÂ íÂÈÎÓ‡). Ç ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚÂ ·Û‰ÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ ‚ÌÂ¯ÌËÈ ˆËÎËÌ‰ ‚‡-
˘‡ÂÚÒfl, ‡ ‚ÌÛÚÂÌÌËÈ ÔÓÍÓËÚÒfl, Ú.Â. Ω1 = 0, Ω2 = Ω; ÚÓ„‰‡

ÇÓÁÏÛ˘‡Î‡Ò¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ‡‰Ë‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ÒÍÓÓÒÚË. ÇÓÁÏÛ˘ÂÌËÂ ‚ÌÓÒËÎÓÒ¸ ÔÓÒÂÂ‰ËÌÂ
Á‡ÁÓ‡ Ë ËÏÂÎÓ ‚Ë‰ δU(ϕ) = asin(nϕ), „‰Â n – ˜ËÒÎÓ ÏÓ‰, a – ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡. ÅÛ‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ‚ÂÏÂÌÂÏ
ÔÂÂıÓ‰‡ ‚ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌ˚È ÂÊËÏ (ËÎË ‚ÂÏÂÌÂÏ ÔÂÂıÓ‰‡) t ' ‚ÂÏfl, ÍÓ„‰‡ ˝ÌÂ„Ëfl ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÈ Et

Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ ÂÁÍÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡Ú¸ ‰Ó Ò‚ÓÂ„Ó Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡. å‡ÍÒËÏÛÏ ˝ÚÓÈ ˝ÌÂ„ËË ·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ˝ÌÂ-

1
T
---∂ρ

∂t
------ ΩR

L
--------div ρV( )+ 0.=–

L
ΩR
--------

∂
∂t
----- ρE( )

E
1

ΩR( )2
---------------E

1
T
--- ∂

∂t
----- ρE( ) ΩR

L
--------div ρE p+( )V( )+ 0.=–

L
ΩR
--------

Et
1
E0
----- u'( )2

v '( )2
+[ ] V ,d∫=

f r( )〈 〉 1
2π
------ f r ϕ,( ) ϕ,d

0

2π

∫=

v
Ω2R2

2 Ω1R1
2

–

R2
2

R1
2

–
--------------------------------r

Ω1 Ω2–( )R1
2
R2

2

R2
2

R1
2

–
-------------------------------------1

r
---, R1 R2<+=

v
Ω

R2
2

R1
2

–
------------------ R2r

R2R1
2

r
------------–⎝ ⎠
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0.005

10

0.010

0.015

0.020

0.025

0.030

0.035

20 30

t = 0.000000E+00

rot v
18.7000
3.1998
2.9917
2.7837
2.5757
2.3676
2.1596
1.9518
1.7436
1.5355
1.3275
1.1195
0.9114
0.7034
0.4954
0.2874
0.2800

t = 11.47207

18.7000
17.1414
16.0790
15.0167
13.9543
12.8919
11.8295
10.7671
9.7047
8.6423
7.5800
6.5176
5.4552
4.3928
3.3304
2.2680
0.2800

18.7000
rot v

17.6992
16.5913
15.4834
14.3755
13.2676
12.1597
11.0519
9.9440
8.8361
7.7282
6.6203
5.5124
4.4045
3.2966
2.1887
0.2800

t = 22.750957

18.7000
18.6247
17.3820
16.1393
14.8967
13.6540
12.4113
11.1686
9.9260
8.6833
7.4406
6.1980
4.9553
3.7126
2.4699
1.2273
0.2800

0 t

t'

Et

îË„. 1.

„ËÂÈ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÂÊËÏ‡ Ë Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ Â„Ó ˜ÂÂÁ . ÅÛ‰ÂÏ ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ÚÛ·Û-
ÎÂÌÚÌ˚È ÂÊËÏ ÚÂ˜ÂÌËfl ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌ˚Ï.

é·‡ÚËÏÒfl Í ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡Ï, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Ï ËÁ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ‚ÎËflÌËfl ‡ÁÌÓÒÚË ÒÍÓÓÒÚÂÈ ÏÂÊ‰Û
ˆËÎËÌ‰‡ÏË Ì‡ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ÚÂ˜ÂÌËfl. ÇÒÂ ‡Ò˜ÂÚ˚ ÔÓ‚Ó‰ËÎËÒ¸ Ì‡ ÒÂÚÍÂ 51 × 350, Á‡ ËÒÍÎ˛˜ÂÌË-
ÂÏ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ‚ÎËflÌËfl ‡ÁÏÂ‡ ÒÂÚÍË. ÇÓÁÏÛ˘ÂÌËÂ ÒÓ‰ÂÊËÚ 11 ÏÓ‰ ÔÓ ˜‡ÒÚÓÚÂ, ‡ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡

Et
max

rot v

rot v

t = 18.290190
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ÅÂÎÓˆÂÍÓ‚ÒÍËÈ Ë ‰.

ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ ~4% ÓÚ ÏÂÒÚÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚË (Û„ÎÓ‚ÓÈ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚). á‡ÏÂÚËÏ, ̃ ÚÓ ÚÂ˜ÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û ̂ ËÎËÌ-
‰‡ÏË ÌÓÒËÚ Ò‰‚Ë„Ó‚˚È ı‡‡ÍÚÂ Ò ¯ËËÌÓÈ Ò‰‚Ë„Ó‚Ó„Ó ÒÎÓfl, ‡‚ÌÓÈ ¯ËËÌÂ Á‡ÁÓ‡ ÏÂÊ‰Û ˆË-
ÎËÌ‰‡ÏË. ê‡Ò˜ÂÚ˚ ÔÓ‚Ó‰ËÎËÒ¸ ‰Îfl Û„ÎÓ‚˚ı ÒÍÓÓÒÚÂÈ ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ˆËÎËÌ‰‡ Ω = 0.96, 1.92, 3.84.

îË„. 1 ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, Í‡Í ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÔÂÂıÓ‰ ÓÚ Î‡ÏËÌ‡ÌÓ„Ó ÂÊËÏ‡ ÚÂ˜ÂÌËfl Í ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌÓ-
ÏÛ (‰Îfl Ω = 3.84). ç‡ ËÒÛÌÍÂ ÒÔ‡‚‡ ÓÚ Í‡ÚËÌ Á‡‚ËıÂÌÌÓÒÚË ÔË‚Â‰ÂÌ‡ ÎËÌÂÈÍ‡ ̂ ‚ÂÚÓ‚ Ò ÂÂ ÁÌ‡-
˜ÂÌËflÏË. àÁÓ·‡ÊÂÌ˚ Ï„ÌÓ‚ÂÌÌ˚Â ÎËÌËË ÚÓÍ‡. ÇË‰ÌÓ, ̃ ÚÓ ‚Ì‡˜‡ÎÂ Á‡‚ËıÂÌÌÓÒÚ¸ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌ‡
‡‚ÌÓÏÂÌÓ ÔÓ ‚ÒÂÏÛ Á‡ÁÓÛ, ÔÓÒÂÂ‰ËÌÂ Á‡ÁÓ‡ ‚Ë‰ÌÓ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÂ. èÓÚÓÏ Á‡‚ËıÂÌÌÓÒÚ¸ ÍÓÌ-
ˆÂÌÚËÛÂÚÒfl ‚ Ó·Î‡ÒÚË, ÍÛ‰‡ ·˚ÎÓ ‚ÌÂÒÂÌÓ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÂ (·ÂÎÓÂ ÍÓÎ¸ˆÓ Ì‡ ËÒÛÌÍÂ), Ë ËÁ ˝ÚÓÈ Ó·-
Î‡ÒÚË ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÓÊ‰ÂÌËÂ ÍÛÔÌ˚ı ‚ËıÂÈ (‰ÂÎÂÌËÂ ÍÓÎ¸ˆ‡ Ì‡ ‚ËıË). ÇÌËÁÛ ‰‡Ì „‡ÙËÍ Á‡‚Ë-
ÒËÏÓÒÚË ˝ÌÂ„ËË ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÈ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË Et, Ì‡ ÍÓÚÓÓÏ ÓÚÏÂ˜ÂÌÓ ‚ÂÏfl ÔÂÂıÓ‰‡ ‚ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌ-
Ì˚È ÂÊËÏ t '. ç‡ ÙË„. 2 ÔÓÍ‡Á‡Ì˚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ‚ÂÏÂÌË ÔÂÂıÓ‰‡ ‚ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌ˚È ÂÊËÏ t ' Ë

˝ÌÂ„ËË ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÂÊËÏ‡  ÓÚ Ω. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÒÎÛ˜‡Â Ω = 0.96 ÒÎÓÊÌÓ ÔÓÒÎÂ‰ËÚ¸
ËÌÚÂ‚‡Î ‚ÂÏÂÌË, ÍÓ„‰‡ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÔÂÂıÓ‰ ‚ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌ˚È ÂÊËÏ. ùÚÓ ‚Ë‰ÌÓ Í‡Í ËÁ Í‡ÚËÌ˚
Á‡‚ËıÂÌÌÓÒÚË Ì‡ ÙË„. 3 (ı‡‡ÍÚÂÌ˚È Ï‡Ò¯Ú‡· ‚ËıÂÈ Ï‡Î ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò Ï‡Ò¯Ú‡·ÓÏ Á‡‰‡˜Ë –
‚ÂÎË˜ËÌ‡ Á‡ÁÓ‡), Ú‡Í Ë ËÁ „‡ÙËÍ‡ Et Ì‡ ÙË„. 4. àÁ ‚ÒÂ„Ó ˝ÚÓ„Ó ÏÓÊÌÓ Á‡ÍÎ˛˜ËÚ¸, ˜ÚÓ ‚ ‰‡ÌÌÓÏ
ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ÒÚÛÔ‡ÂÚ ÒÎ‡·˚È ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌ˚È ÂÊËÏ.

ä‡Í ‚Ë‰ÌÓ ËÁ ÙË„. 2, ̃ ÂÏ ·ÓÎ¸¯Â ‡ÁÌÓÒÚ¸ ÒÍÓÓÒÚÂÈ ÏÂÊ‰Û ̂ ËÎËÌ‰‡ÏË, ÚÂÏ ·˚ÒÚÂÂ ÔÂÂıÓ‰

‚ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌ˚È ÂÊËÏ t ' Ë ·ÓÎ¸¯Â ̋ ÌÂ„Ëfl ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÂÊËÏ‡ . ùÚÓ Ó·˙flÒÌflÂÚÒfl ÚÂÏ,
˜ÚÓ ̃ ÂÏ ·ÓÎ¸¯Â ‡ÁÌÓÒÚ¸ ÒÍÓÓÒÚÂÈ, ÚÂÏ ·ÓÎ¸¯Â ÔÂÂÔ‡‰ ‰‡‚ÎÂÌËfl ÏÂÊ‰Û ‚ÌÂ¯ÌËÏ Ë ‚ÌÛÚÂÌÌËÏ
ˆËÎËÌ‰‡ÏË. èÂÂÔ‡‰ ‰‡‚ÎÂÌËfl ÒÓÁ‰‡ÂÚ ÏÓÏÂÌÚ ÒËÎ, ÔÓ‰ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ÍÓÚÓ˚ı ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÓÊ‰Â-
ÌËÂ ‚ËıÂÈ, ‡ ˜ÂÏ ·ÓÎ¸¯Â ˝ÚÓÚ ÔÂÂÔ‡‰, ÚÂÏ ‡Ì¸¯Â ÓÊ‰‡˛ÚÒfl ‚ËıË. 

é·‡ÚËÏÒfl Í ‡·ÓÚÂ [4], ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÌÂÒÚ‡·ËÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÔÎÓÒÍÓÔ‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓ„Ó ÌÂ‚flÁÍÓ„Ó ‰‚ÛÏÂ-
ÌÓ„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ì‡ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÎËÌÂ‡ËÁÓ‚‡ÌÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ùÈÎÂ‡ (Û‡‚ÌÂÌËÂ ê˝-
ÎÂfl) Ò ÛÒÎÓ‚ËflÏË ÌÂÔÓÚÂÍ‡ÌËfl Ì‡ „‡ÌËˆ‡ı. Ç ˝ÚÓÈ ‡·ÓÚÂ ·˚Î ÔÓÎÛ˜ÂÌ ÍËÚÂËÈ ÌÂÒÚ‡·ËÎ¸ÌÓ-
ÒÚË Î‡ÏËÌ‡ÌÓ„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl Ò ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Ï ÔÓÙËÎÂÏ ÒÍÓÓÒÚË. àÁ ÌÂ„Ó ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Á‡‚ËıÂÌ-
ÌÓÒÚ¸ ‰ÓÎÊÌ‡ ·˚Ú¸ ÒÍÓÌˆÂÌÚËÓ‚‡Ì‡ ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ÚÂ˜ÂÌËfl, Ú.Â. ‚ ÔÓÙËÎÂ
Á‡‚ËıÂÌÌÓÒÚË ‰ÓÎÊÂÌ ·˚Ú¸ Ï‡ÍÒËÏÛÏ Ë ˜ÂÏ ·ÓÎ¸¯Â ‚ÚÓ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ‚ ÚÓ˜ÍÂ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡
(˜ÂÏ ·ÓÎÂÂ ‚˚ÔÛÍÎ˚È Ï‡ÍÒËÏÛÏ), ÚÂÏ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÂÂ ÚÂ˜ÂÌËÂ. çÓ Ï‡ÍÒËÏÛÏ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ·ÓÎÂÂ ‚˚-
ÔÛÍÎ˚Ï Í‡Í ‡Á ÔË Û‚ÂÎË˜ÂÌËË ‡ÁÌÓÒÚË ÒÍÓÓÒÚÂÈ Ë, Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ, ˜ÚÓ ‰‡ÌÌ˚È
ÍËÚÂËÈ ÔËÏÂÌËÏ Ë ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â.

Et
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íÂÔÂ¸ ‡ÒÒÏÓÚËÏ, Í‡Í ·Û‰ÛÚ ‚ÎËflÚ¸ Ì‡ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ÚÂ˜ÂÌËfl Ú‡ÍËÂ ‚ÂÎË˜ËÌ˚, Í‡Í ¯ËËÌ‡
Á‡ÁÓ‡ ÏÂÊ‰Û ˆËÎËÌ‰‡ÏË ∆R, ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ n (˜ËÒÎÓ ÏÓ‰) Ë ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl a. çÓ ‚Ì‡˜‡ÎÂ
ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏ, Í‡Í ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÒÂÚÍË ·Û‰ÂÚ ‚ÎËflÚ¸ Ì‡ ˜ËÒÎÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ‰‡ÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë. 

èÓÒÏÓÚËÏ, Í‡Í ·Û‰ÂÚ ‚ÎËflÚ¸ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÒÂÚÍË Ì‡ Ô‡‡ÏÂÚ˚ ÚÂ˜ÂÌËfl. ÇÒÂ„Ó ·˚ÎÓ ÔÓ‚Â‰Â-
ÌÓ ˜ÂÚ˚Â ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡: ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ÒÍÓÓÒÚÂÈ Ω = 1.92 Ë Ω = 3.84 Ò˜ÂÚ ‚ÂÎÒfl Ì‡ ‰‚Ûı ÒÂÚÍ‡ı:
77 × 525 Ë 101 × 700. Ñ‡ÎÂÂ ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ‚ÂÏÂÌË ÔÂÂıÓ‰‡ ‚ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌ˚È ÂÊËÏ t ' Ë

˝ÌÂ„ËË ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÂÊËÏ‡ . Ç ÒÎÛ˜‡Â Ω = 1.92 Ë ÒÂÚÍË 77 × 525 ·˚ÎÓ t ' = 35.6,  =Et
max

Et
max

t = 30.393684

rot v
3.4092
3.1744
2.9396
2.7048
2.4700
2.2352
2.0004
1.7656
1.5308
1.2960
1.0612
0.8264
0.5916
0.3568
0.1220

îË„. 3.
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= 0.0146; ÔË Ω = 1.92 Ë ÒÂÚÍÂ 101 × 700 ·˚ÎÓ t ' = 34,  = 0.0195. ÑÎfl ÒÍÓÓÒÚË Ω = 3.84 Ë ÒÂÚÍË

77 × 525 ·˚ÎÓ t ' = 23,  = 0.0382, ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÒÂÚÍË 101 × 700 ·˚ÎÓ t ' = 26,  = 0.0416. í‡ÍÊÂ
ÔÓ‰Ò˜ËÚ‡ÌÓ ˜ËÒÎÓ êÂÈÌÓÎ¸‰Ò‡ Renum = 1.2 × 105; 1.5 × 105, 1.8 × 105 (‚ ÔÓfl‰ÍÂ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÌËfl ‡ÁÏÂ-
ÌÓÒÚË ÒÂÚÓÍ). ç‡ ÙË„. 5 ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ÚË „‡ÙËÍ‡ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ˝ÌÂ„ËË ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÈ Et ÓÚ ‚ÂÏÂÌË
‰Îfl Ω = 3.84 Ë ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÂı ÒÂÚÓÍ (‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÍÓÚÓ˚ı ÛÍ‡Á‡Ì‡ ‚ÓÁÎÂ Í‡Ê‰Ó„Ó ËÁ „‡ÙËÍÓ‚).

àÁ ÙË„. 5 ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ˝ÌÂ„Ëfl ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÂÊËÏ‡  Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ‡Á-
ÏÂÌÓÒÚË ÒÂÚÍË, ÒÚÂÏflÒ¸ Í ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÏÛ ÔÂ‰ÂÎÛ (ËÒÚËÌÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÂÊËÏ‡
‚ ÌÂ‚flÁÍÓÏ ÒÎÛ˜‡Â). í‡Í ÊÂ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂ ˜ËÒÎ‡ êÂÈÌÓÎ¸‰Ò‡ Renum. ùÚÓ Ò‚flÁ‡ÌÓ Ò ÚÂÏ,
˜ÚÓ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ÒÂÚÓ˜ÌÓÈ ‚flÁÍÓÒÚË Ë ‰ËÒÒËÔ‡ˆËfl ˝ÌÂ„ËË ÔÓËÒıÓ‰ËÚ Ò ÏÂÌ¸¯ÂÈ ÒÍÓ-
ÓÒÚ¸˛. á‰ÂÒ¸ ‚ÒÚ‡ÂÚ ‚ÓÔÓÒ Ó ı‡‡ÍÚÂÂ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ‚ÂÏÂÌË ÔÂÂıÓ‰‡ ‚ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌ˚È ÂÊËÏ t'.
í‡ÍÊÂ ·˚ÎÓ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌÓ ‚ÎËflÌËÂ ÒÂÚÍË Ì‡ Ï‡Ò¯Ú‡·˚ ÍÛÔÌ˚ı ÒÚÛÍÚÛ, ÍÓÚÓÓÂ ÔÓÍ‡Á‡ÎÓ Ëı
ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ (ÌÂ ÒËÎ¸ÌÛ˛ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸) ÓÚ ÒÂÚÍË. 

èÂÂÈ‰ÂÏ ÚÂÔÂ¸ Í ‚˚flÒÌÂÌË˛ ı‡‡ÍÚÂ‡ ‚ÎËflÌËfl ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl. èÓÎÓÊËÏ ¯Ë-
ËÌÛ Á‡ÁÓ‡ ∆R = 0.5 Ë ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl ~4% ÓÚ ÒÍÓÓÒÚË ÚÂ˜ÂÌËfl. ÇÂÎË˜ËÌ˚ ÏÓ‰ ‚ÓÁÏÛ˘Â-
ÌËfl ÏÂÌflÎËÒ¸ ‚ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ÓÚ ÚÂı ÏÓ‰ ‰Ó ‰‚‡‰ˆ‡ÚË ‰‚Ûı Ò ¯‡„ÓÏ ‚ Ó‰ÌÛ ÏÓ‰Û. ç‡ ÙË„. 6 ÔÓÍ‡Á‡Ì˚
„‡ÙËÍË Á‡‚ËÒËÏÓÒÚÂÈ ˝ÌÂ„ËË ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÈ Et ÓÚ ‚ÂÏÂÌË ‰Îfl ˜ËÒÎ‡ ÏÓ‰ n = 3, 4; ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ÌÂ-
ÍÓÚÓ˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t ' ̋ ÌÂ„Ëfl Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ ÂÁÍÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡Ú¸. ëÔ‡‚‡ ÓÚ Í‡Ê‰Ó„Ó „‡ÙËÍ‡ ÔË-
‚Â‰ÂÌ ËÒÛÌÓÍ, Ì‡ ÍÓÚÓÓÏ ËÁÓ·‡ÊÂÌÓ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ Á‡‚ËıÂÌÌÓÒÚË Í ÏÓÏÂÌÚÛ ‚ÂÏÂÌË, ·ÎËÁ-
ÍÓÏÛ Í t '. àÁ ËÒÛÌÍÓ‚ ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÂÁÍÓÂ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÌËÂ ˝ÌÂ„ËË Et ÒÓÔÓ‚ÓÊ‰‡ÂÚÒfl ÓÊ‰ÂÌËÂÏ
ÍÛÔÌ˚ı ‚ËıÂÈ. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÔÂÂıÓ‰ ‚ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌ˚È ÂÊËÏ (ÓÊ‰ÂÌËÂ ÍÛÔ-
Ì˚ı ‚ËıÂÈ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ Ì‡ÒÚÛÔÎÂÌËÂ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÂÊËÏ‡, Ú‡Í Í‡Í Et ‚ ˝ÚÓÚ ÏÓÏÂÌÚ ÂÁÍÓ ‚ÓÁ-
‡ÒÚ‡ÂÚ). ç‡ ÙË„. 7 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ „‡ÙËÍË Á‡‚ËÒËÏÓÒÚÂÈ ÓÚ ̃ ËÒÎ‡ ÏÓ‰ n ‚ÂÏÂÌË ÔÂÂıÓ‰‡ ‚ ÔÛÎ¸-

Ò‡ˆËÓÌÌ˚È ÂÊËÏ t ' Ë ˝ÌÂ„ËË ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. àÁ „‡ÙËÍ‡ Á‡‚Ë-
ÒËÏÓÒÚË t ' ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ˜ËÒÎ‡ ÏÓ‰ ‚ÂÏfl ÔÂÂıÓ‰‡ ‚ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌ˚È ÂÊËÏ
‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ, ‡ ËÁ „‡ÙËÍ‡ ‰Îfl ˝ÌÂ„ËË ÔÓÒÎÂÊË‚‡ÂÚÒfl ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÓÚ ˜ËÒÎ‡ ÏÓ‰. çÂÁ‡‚ËÒË-
ÏÓÒÚ¸ ˝ÌÂ„ËË Ó·˙flÒÌflÂÚÒfl ÚÂÏ, ˜ÚÓ ‚ ÒÙÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÏ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌÓÏ ÚÂ˜ÂÌËË (‚ ÍÓÌˆÂ ‡Ò˜Â-
Ú‡) ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ÓÚ n ‚ÒÂ„‰‡ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl 2–3 ‚Ëıfl ‡ÁÏÂÓÏ ÔÓfl‰Í‡ Á‡ÁÓ‡ ÏÂÊ‰Û ˆËÎËÌ‰‡ÏË (ÙË„. 8),
‚ ÍÓÚÓ˚ı Ë ÒÓÒÂ‰ÓÚÓ˜ÂÌ‡ ·óÎ¸¯‡fl ˜‡ÒÚ¸ ˝ÌÂ„ËË ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÈ. àÁ „‡ÙËÍ‡ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË t ' ÏÓÊÌÓ
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t = 14.38895416

rot v
17.9043
16.7447
15.5852
14.4257
13.2662
12.1067
10.9471
9.7876
8.6281
7.4686
6.3090
5.1465
3.9900
2.8305
1.6710

t = 13.18213558

rot v
17.3621
16.2383
15.1146
13.9909
12.8672
1.7435
10.6198
9.4961
8.3724
7.2487
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2.7538
1.6301
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t = 33.26802063
rot v
24.4000
16.9006
15.8604
14.8201
13.7799
12.7397
11.6994
10.6592
9.6189
8.5787
7.5384
6.4982
5.4579
4.4177
3.3774
2.3372
1.7000

24.4000

t = 33.41016006
rot v

17.0808
15.9962
14.9115
13.8268
12.7422
11.6575
10.5728
9.4882
8.4035
7.3188
6.2342
5.1495
4.0649
2.9802
1.8955
1.7000

t = 33.23719025
rot v
24.4000
24.3114
22.7345
21.1577
19.5808
18.0040
16.4271
14.8502
13.2734
11.6965
10.1197
8.5428
6.9660
5.3891
3.8123
2.2354
1.7000

t = 33.26738739
rot v
24.4000
18.0042
16.8427
15.6811
14.5195
13.3579
12.1964
11.0348
9.8732
8.7116
7.5500
6.3885
5.2269
4.0653
2.9037
1.7422
1.7000
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Á‡ÍÎ˛˜ËÚ¸, ˜ÚÓ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‰ÎËÌÌÓ‚ÓÎÌÓ‚‡fl ÌÂÒÚ‡·ËÎ¸ÌÓÒÚ¸, Ú.Â. ‰ÎËÌÌ˚Â ‚ÓÎÌ˚ ·ÓÎÂÂ ÌÂÒÚ‡-
·ËÎ¸Ì˚, ˜ÂÏ ÍÓÓÚÍËÂ.

Ç [4] ·˚Î ÔÓÎÛ˜ÂÌ ÍËÚÂËÈ ÌÂÒÚ‡·ËÎ¸ÌÓÒÚË Ò‰‚Ë„Ó‚Ó„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl, ËÁ ÍÓÚÓÓ„Ó ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ̃ ÚÓ ÍÓ-
ÓÚÍËÂ ‚ÓÎÌ˚ ‚ÒÂ„‰‡ ÒÚ‡·ËÎ¸Ì˚, ‡ ‰ÎËÌÌ˚Â ÌÂÚ. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÍËÚÂËË, ÔÓÎÛ˜ÂÌ-
Ì˚Â ‚ [4] ‰Îfl ÔÎÓÒÍÓÔ‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓ„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl, ÔËÏÂÌËÏ˚ Ë ‚ ‰‡ÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Â.

íÂÔÂ¸ ·Û‰ÂÏ ÏÂÌflÚ¸ ¯ËËÌÛ Á‡ÁÓ‡ ∆R, ÓÒÚ‡‚Îflfl ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï ÒÂ‰ÌËÈ ‡‰ËÛÒ Í‡Ì‡Î‡ RÒ = 1.
ê‡Ò˜ÂÚ˚ ÔÓ‚Ó‰ËÎËÒ¸ ‰Îfl ËÌÚÂ‚‡Î‡ ∆R = [0.1, 1.0] Ò ¯‡„ÓÏ 0.1, ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÂ ÓÒÚ‡‚‡ÎÓÒ¸ ·ÂÁ ËÁÏÂ-
ÌÂÌËÈ. ç‡ ÙË„. 9 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ „‡ÙËÍË Á‡‚ËÒËÏÓÒÚÂÈ ‚ÂÏÂÌË ÔÂÂıÓ‰‡ ‚ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌ˚È Â-

ÊËÏ t ' Ë ˝ÌÂ„ËË ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÂÊËÏ‡  ÓÚ ¯ËËÌ˚ Á‡ÁÓ‡ ∆R.

Ç ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ Á‡‚ËıÂÌÌÓÒÚË ÌË˜ÂÏ ÌÂ ÓÚÎË˜‡ÂÚÒfl ÓÚ ‡ÌÂÂ ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌ˚ı ÒÎÛ-
˜‡Â‚. ÇÌ‡˜‡ÎÂ Ó·‡ÁÛÂÚÒfl ÍÓÎ¸ˆÓ Á‡‚ËıÂÌÌÓÒÚË, ÔÓÚÓÏ ËÁ ˝ÚÓ„Ó ÍÓÎ¸ˆ‡ ÓÊ‰‡˛ÚÒfl ÍÛÔÌ˚Â
‚ËıË. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ „‡ÙËÍ ‰Îfl t ', ÍÓÚÓ˚È ËÏÂÂÚ ÏËÌËÏÛÏ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ ∆R ~ 0.2. ç‡ÎË˜ËÂ
˝ÚÓ„Ó ÏËÌËÏÛÏ‡ Ó·˙flÒÌflÂÚÒfl ÚÂÏ, ˜ÚÓ ÒÔ‡‚‡ ÓÚ ÏËÌËÏÛÏ‡ ¯ËËÌ‡ Á‡ÁÓ‡ ‡ÒÚÂÚ Ë ÔÂÂÔ‡‰ ‰‡‚-
ÎÂÌËfl (Ì‡ Â‰ËÌËˆÛ ‰ÎËÌ˚ ‚ ‡‰Ë‡Î¸ÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË) ‚ Ó·Î‡ÒÚË, „‰Â Ó·‡ÁÛÂÚÒfl ÍÓÎ¸ˆÓ Á‡‚ËıÂÌ-
ÌÓÒÚË, ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl ÏÓÏÂÌÚ ÒËÎ, ÔÓ‰ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ÍÓÚÓ˚ı ÔÓËÒıÓ-
‰ËÚ ÓÊ‰ÂÌËÂ ‚ËıÂÈ, Ë ˝ÚÓ ‚Â‰ÂÚ Í Û‚ÂÎË˜ÂÌË˛ ‚ÂÏÂÌË t '. ÇÓÁ‡ÒÚ‡ÌËÂ ÊÂ t ' ÒÎÂ‚‡ ÓÚ ÏËÌËÏÛÏ‡
Ò‚flÁ‡ÌÓ Ò ‚ÎËflÌËÂÏ ÒÚÂÌÓÍ Á‡ÁÓ‡, ÍÓÚÓ˚Â ÌÂ ‰‡˛Ú Ó‰ËÚ¸Òfl ‚ËıflÏ, ÔÓ Ï‡Ò¯Ú‡·Û ·óÎ¸¯ËÏ ¯Ë-
ËÌ˚ Á‡ÁÓ‡. 

4. ÇãàüçàÖ ÄåèãàíìÑõ çÄóÄãúçéÉé ÇéáåìôÖçàü

Ç ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡ı ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÈ ÔÓÎ‡„‡ÎËÒ¸ ‡‚Ì˚ÏË 0.01, 0.02, 0.05, 0.08,

0.1, 0.15, 0.2. èË‚Â‰ÂÏ Á‰ÂÒ¸ „‡ÙËÍË Á‡‚ËÒËÏÓÒÚÂÈ ˝ÌÂ„ËË  Ë ‚ÂÏÂÌË t ' ÓÚ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ a

(ÙË„. 10). àÁ „‡ÙËÍ‡ ‰Îfl  ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ˝ÌÂ„Ëfl ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÂÊËÏ‡ ÔÓ˜ÚË ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ
‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl, ÚÓ ÊÂ Ò‡ÏÓÂ ÏÓÊÌÓ ÒÍ‡Á‡Ú¸ Ë Ó Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË t '. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÏÓÊÌÓ
Á‡ÍÎ˛˜ËÚ¸, ˜ÚÓ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl ÌÂ ‚ÎËflÂÚ Ì‡ ı‡‡ÍÚÂ ÚÂ˜ÂÌËfl.
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ÅÂÎÓˆÂÍÓ‚ÒÍËÈ Ë ‰.

èÓÔÓ·ÛÂÏ ÚÂÔÂ¸ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Ô‡‡ÏÂÚ, ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘ËÈ ‰‡ÌÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û. ä‡Í ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ
‚˚¯Â, ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔË‚Â‰ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËÈ Í ·ÂÁ‡ÁÏÂÌ˚Ï ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂÏÂÌÌóÈ

Ô‡‡ÏÂÚ T = . ä‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ·ÂÁ‡ÁÏÂÌÓÂ ˜ËÒÎÓ, ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘ÂÂ Á‡‰‡˜Û, ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ Á‡-

ÍÓÌ‡ ÔÓ‰Ó·Ëfl. Ç Ì‡¯ÂÈ Á‡‰‡˜Â Ï˚ ËÏÂÂÏ ‰‚‡ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÂÊËÏ‡ ÚÂ˜ÂÌËfl: ÔÂ‚˚È – ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡-
Ì˚È (‰Ó ÔÂÂıÓ‰‡ ‚ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌ˚È ÂÊËÏ), ‚ÚÓÓÈ – ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌ˚È (Í‚‡ÁËÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚È) Â-
ÊËÏ. ç‡ ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚È ÂÊËÏ ‚ÎËfl˛Ú „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ Ô‡‡ÏÂÚ˚ Á‡‰‡˜Ë (∆R, RÒ), Û„ÎÓ‚˚Â
ÒÍÓÓÒÚË ˆËÎËÌ‰Ó‚ Ω, ‡ Ú‡ÍÊÂ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÂ (a, n). Ñ‡ÌÌ˚Â Ô‡‡ÏÂÚ˚ ‰ÓÎÊÌ˚ ‚ıÓ‰ËÚ¸ ‚ Á‡ÍÓÌ

ÔÓ‰Ó·Ëfl. Ç ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌÓÏ ÊÂ ÂÊËÏÂ ‚ÎËflÌËÂ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl ËÒ˜ÂÁ‡ÂÚ, Ú‡Í Í‡Í ˝ÌÂ„Ëfl  Ë ÍÓ-
ÌÂ˜ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÍÛÔÌ˚ı ‚ËıÂÈ ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÌË ÓÚ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚, ÌË ÓÚ ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl. í‡-
ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÌÂÎ¸Áfl Óı‡‡ÍÚÂËÁÓ‚‡Ú¸ ÚÂ˜ÂÌËÂ Â‰ËÌ˚Ï Ô‡‡ÏÂÚÓÏ, Ú‡Í Í‡Í Û ‰‡ÌÌ˚ı ‰‚Ûı Â-
ÊËÏÓ‚ ‡ÁÎË˜Ì˚Â Á‡ÍÓÌ˚ ÔÓ‰Ó·Ëfl.

5. áÄäãûóÖçàÖ

ñÂÎ¸˛ ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚ˚ ·˚ÎÓ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ‚ÎËflÌËfl ‡ÁÎË˜Ì˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ Á‡‰‡˜Ë (ı‡‡ÍÚÂ-
Ì˚ı Ï‡Ò¯Ú‡·Ó‚ Ë ÒÍÓÓÒÚÂÈ) Ì‡ ‚ÓÁÌËÍÌÓ‚ÂÌËÂ Ë ‡Á‚ËÚËÂ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÈ. íÂ˜ÂÌËÂ ÔÂÂıÓ‰ËÚ ‚ ÔÛÎ¸-
Ò‡ˆËÓÌÌ˚È ÂÊËÏ, ÍÓ„‰‡ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÂÁÍÓÂ Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË Et Ë ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú
ÍÛÔÌ˚Â ‚ËıË. Å˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ÚÂ˜ÂÌËÂ ÌÓÒËÚ Ò‰‚Ë„Ó‚˚È ı‡‡ÍÚÂ Ë ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÓÌÓ ÌÂÒÚ‡-
·ËÎ¸ÌÓ. çÂÒÚ‡·ËÎ¸ÌÓÒÚ¸, Í‡Í Ë ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ÛÒËÎË‚‡ÂÚÒfl Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ‡ÁÌÓÒÚË ÒÍÓÓÒÚÂÈ ‚ÌÛÚ-
ÂÌÌÂ„Ó Ë ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ˆËÎËÌ‰Ó‚. ùÚÓ ÏÓÊÌÓ Ó·˙flÒÌËÚ¸ ÚÂÏ, ˜ÚÓ ÔË Û‚ÂÎË˜ÂÌËË ‡ÁÌÓÒÚË ÒÍÓÓ-
ÒÚÂÈ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl ‚ÚÓ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl Á‡‚ËıÂÌÌÓÒÚË ‚ ÚÓ˜ÍÂ ÂÂ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡, ‡ ËÁ ÍËÚÂËfl, ÔÓ-
ÎÛ˜ÂÌÌÓ„Ó ‚ [4], ÒÎÂ‰ÛÂÚ ‚ÓÁÌËÍÌÓ‚ÂÌËÂ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË.

óÚÓ Í‡Ò‡ÂÚÒfl ‚ÎËflÌËfl ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚, ÚÓ Á‰ÂÒ¸ Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ‰ÎËÌÌÓ‚ÓÎÌÓ‚‡fl ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸,
Ú.Â. ‚ÂÏfl ÔÂÂıÓ‰‡ ‚ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌ˚È ÂÊËÏ t ' ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl Ò ÓÒÚÓÏ ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl.
Ç [4] ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ‰ÎËÌÌ˚Â ‚ÓÎÌ˚ ·ÓÎÂÂ ‚ÒÂ„Ó ÌÂÒÚ‡·ËÎ¸Ì˚ ‚ ÔÎÓÒÍÓÔ‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓÏ ‰‚ÛÏÂÌÓÏ
Ò‰‚Ë„Ó‚ÓÏ ÚÂ˜ÂÌËË. 

àÁÏÂÌÂÌËÂ ¯ËËÌ˚ Á‡ÁÓ‡ Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í ‚ÎËflÌË˛ Ì‡ ÚÂ˜ÂÌËÂ ÒÚÂÌÓÍ ˆËÎËÌ‰‡ Ë ÔÂÂÔ‡‰‡ ‰‡‚-
ÎÂÌËfl ‚ Á‡ÁÓÂ. ë Ó‰ÌÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, ÔË ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËË ¯ËËÌ˚ ‡ÒÚÂÚ ÔÂÂÔ‡‰ ‰‡‚ÎÂÌËfl, ˜ÚÓ ÒÍ‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl Ì‡ ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËË t ', ‡ Ò ‰Û„ÓÈ – ÒÚÂÌÍË ÏÂ¯‡˛Ú ‚ÓÁÌËÍÌÓ‚ÂÌË˛ ÍÛÔÌ˚ı ‚ËıÂÈ. ùÚËÏ Ó·Û-
ÒÎÓ‚ÎÂÌÓ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË t ' ÓÚ ∆R.

óÚÓ Í‡Ò‡ÂÚÒfl ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl, ÚÓ ÓÌ‡ ÔÓ˜ÚË ÌÂ ‚ÎËflÂÚ Ì‡ Ô‡‡ÏÂÚ˚ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌÓ„Ó

ÂÊËÏ‡. è‡‡ÏÂÚ˚ ÒÂÚÍË (ÂÂ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸) ‚ÎËfl˛Ú Ì‡ ˝ÌÂ„Ë˛  ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÒÂÚÓ˜ÌÓÈ ‚flÁ-
ÍÓÒÚË, ÌÓ Á‰ÂÒ¸ ÌÂËÁ‚ÂÒÚÂÌ ı‡‡ÍÚÂ ‚ÎËflÌËfl ÒÂÚÍË Ì‡ t '.

èÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ Á‡‰‡˜Â ÌÂÎ¸Áfl ‚‚ÂÒÚË Â‰ËÌ˚È ·ÂÁ‡ÁÏÂÌ˚È Ô‡‡ÏÂÚ, Ú‡Í Í‡Í ÚÂ˜ÂÌËÂ ËÏÂÂÚ
‰‚‡ ÂÊËÏ‡ (ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚È Ë ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌ˚È, Ú.Â. Í‚‡ÁËÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚È), ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘ËıÒfl
‡ÁÎË˜Ì˚ÏË Á‡ÍÓÌ‡ÏË ÔÓ‰Ó·Ëfl. 

èË‚Â‰ÂÏ Ò‡‚ÌÂÌËÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚ˚ Ò ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ÏË ËÁ [3], „‰Â ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Î‡Ò¸ ÌÂ-
ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ äÂÎ¸‚ËÌ‡–ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡ (çäÉ). Ñ‡ÌÌ˚Â ‡·ÓÚ˚ ÔÓ‰Ó·Ì˚ ÚÂÏ, ˜ÚÓ ‚ Ó·ÓËı ÒÎÛ˜‡flı
ÔÓËÁ‚Ó‰ËÎÓÒ¸ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ Ò‰‚Ë„Ó‚ÓÈ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË; ˜ÚÓ·˚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ çäÉ ‚ Ì‡¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â,
ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÛÒÚÂÏËÚ¸ Í ÌÛÎ˛ ¯ËËÌÛ Ò‰‚Ë„Ó‚Ó„Ó ÒÎÓfl, ÍÓÚÓ‡fl ‡‚Ì‡ ∆R. Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ [3], „‰Â ÌÂ-
ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ‡Á‚Ë‚‡Î‡Ò¸ Ò‡ÁÛ ÔÓÒÎÂ Ì‡˜‡Î‡ ‡Ò˜ÂÚ‡, ‚ Ì‡¯ÂÈ ‡·ÓÚÂ ‡Á‚ËÚËÂ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË
Ì‡˜ËÌ‡ÂÚÒfl ÎË¯¸ ÒÔÛÒÚfl ÌÂÍÓÚÓÓÂ ‚ÂÏfl. ÖÒÎË ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡ÚËÌÛ Á‡‚ËıÂÌÌÓÒÚË ‚ ÏÓÏÂÌÚ
Ì‡˜‡Î‡ ÔÂÂıÓ‰‡ ‚ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌ˚È ÂÊËÏ, ÚÓ ‚ ÒÎÛ˜‡Â çäÉ ÍÓÎ¸ˆÓ Á‡‚ËıÂÌÌÓÒÚË Ì‡˜ËÌ‡ÎÓ ‰Â-
ÎËÚ¸Òfl Ì‡ ·ÓÎÂÂ ÏÂÎÍËÂ ‚ËıË ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò Ì‡¯ËÏ ÒÎÛ˜‡ÂÏ. Ç çäÉ ÌÂÒÚ‡·ËÎ¸Ì˚ ‚ÒÂ ‰ÎËÌ˚
‚ÓÎÌ, ‚ Ì‡¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÍÓÓÚÍËÂ ‚ÓÎÌ˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl ·ÓÎÂÂ ÒÚ‡·ËÎ¸Ì˚ÏË, ˜ÂÏ ‰ÎËÌÌ˚Â.

ëÎÂ‰ÛÂÚ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ÚÂ˜ÂÌËÂ, ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌÓÂ Ì‡ÏË, fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚Ï ÔÓ ÍËÚÂË˛ ê˝-

ÎÂfl  >  (ÒÏ. [6]). ùÚÓ Ó·˙flÒÌflÂÚÒfl ÚÂÏ, ˜ÚÓ ÔÂÂÔ‡‰ ‰‡‚ÎÂÌËfl ‚‰ÓÎ¸ ‡‰Ë‡Î¸ÌÓ„Ó Ì‡-
Ô‡‚ÎÂÌËfl ÌÂ ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ ÍËÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl, ÔË ÍÓÚÓÓÏ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÓÊ‰ÂÌËÂ ÍÛÔÌ˚ı
‚ËıÂÈ. çÓ Ò ÚÂ˜ÂÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË „‡‰ËÂÌÚ ‰‡‚ÎÂÌËfl ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ Ë, ‰ÓÒÚË„‡fl ÍËÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl
‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ Ó·Î‡ÒÚË, ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ‚ËıË Ë, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÔÂÂıÓ‰ ‚ ÔÛÎ¸Ò‡ˆËÓÌÌ˚È ÂÊËÏ.

ëèàëéä ãàíÖêÄíìêõ

1. Taylor G. Stability of a viscous liquid contained between two rotating cylinders // Philos. Trans. Roy. Soc. Lon-
don. Ser. A. 1923. V. 223. P. 289–343.

∆R
ΩRÒ
------------

Et
max

Et
max

Ω2R2
2 Ω1R1

2



ÜìêçÄã ÇõóàëãàíÖãúçéâ åÄíÖåÄíàäà à åÄíÖåÄíàóÖëäéâ îàáàäà      ÚÓÏ 49      ‹ 4      2009

óàëãÖççéÖ àëëãÖÑéÇÄçàÖ ìëíéâóàÇéëíà íÖóÖçàü íÖâãéêÄ 767

2. äÓ˜ËÌ ç.Ö., äË·ÂÎ¸ à.Ä., êÓÁÂ ç.Ç. íÂÓÂÚË˜ÂÒÍ‡fl „Ë‰ÓÏÂı‡ÌËÍ‡. ó. 2. å.: îËÁÏ‡Ú„ËÁ, 1963.
3. ÅÂÎÓˆÂÍÓ‚ÒÍËÈ é.å., éÔ‡ËÌ Ä.å., óÂ˜ÂÚÍËÌ Ç.å. é·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÍÛÔÌÓÏ‡Ò¯Ú‡·Ì˚ı ÒÚÛÍÚÛ ‚ Á‡-

ÁÓÂ ÏÂÊ‰Û ‚‡˘‡˛˘ËÏËÒfl ̂ ËÎËÌ‰‡ÏË (Á‡‰‡˜‡ ê˝ÎÂfl–áÂÎ¸‰Ó‚Ë˜‡) // Ü. ‚˚˜ËÒÎ. Ï‡ÚÂÏ. Ë Ï‡ÚÂÏ. ÙËÁ.
2002. í. 42. ‹ 11. ë. 1727–1737.

4. Sun Liang. General stability criterion for inviscid parallel flow // European J. Phys. 2007. V. 28. ‹ 5. P. 889–895.
5. ÅÂÎÓˆÂÍÓ‚ÒÍËÈ é.å., éÔ‡ËÌ Ä.å., óÂ˜ÂÚÍËÌ Ç.å. íÛ·ÛÎÂÌÚÌÓÒÚ¸: ÌÓ‚˚Â ÔÓ‰ıÓ‰˚. å.: ç‡ÛÍ‡,

2003.
6. ã‡Ì‰‡Û ã.Ñ., ãËÙ¯Ëˆ Ö.å. íÂÓÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÙËÁËÍ‡. í. 6. ÉË‰Ó‰ËÌ‡ÏËÍ‡. àÁ‰. 3-Â. å.: ç‡ÛÍ‡, 1986.
7. Lord Rayleigh F.R.S. On the stabiligy, or instability, of certain fluid motions // Proc. London Soc. 1880. S1–11.

P. 57–72.
8. Lord Rayleigh F.R.S. On the dynamics of revolving fluids // Proc. London Soc. 1916. A 93. P. 148–154.
9. Reynolds O. On the dynamical theory of incompressible viscous fluids and the determination of the criterion //

Philos. Trans. Roy. Soc. London. Ser. A. 1895. V. 186. P. 123–164.
10. ãËÌ¸ ñÁflÓ-ˆÁflÓ. íÂÓËfl „Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË. å.: àÁ‰-‚Ó ËÌÓÒÚ. ÎËÚ., 1958. 
11. ã‡‰˚ÊÂÌÒÍ‡fl é.Ä. å‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ ‚ÓÔÓÒ˚ ‰ËÌ‡ÏËÍË ‚flÁÍÓÈ ÌÂÒÊËÏ‡ÂÏÓÈ ÊË‰ÍÓÒÚË. å.: ç‡ÛÍ‡,

1970.
12. û‰Ó‚Ë˜ Ç.à. é· ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ ‚flÁÍÓÈ ÌÂÒÊËÏ‡ÂÏÓÈ ÊË‰ÍÓÒÚË // ÑÓÍÎ. Äç

ëëëê. 1965. í. 5. ë. 1037–1040.
13. à‚‡ÌËÎÓ‚ û.è., üÍÓ‚ÎÂ‚ É.ç. é ·ËÙÛÍ‡ˆËË ÚÂ˜ÂÌËfl ÊË‰ÍÓÒÚË ÏÂÊ‰Û ‚‡˘‡˛˘ËÏËÒfl ˆËÎËÌ‰‡ÏË //

èËÍÎ. Ï‡ÚÂÏ. Ë ÏÂı‡Ì. 1966. í. 30. ë. 910–916.
14. Ruelle D., Takens F. On the nature of turbulence // Communs. Math. Phys. 1971. V. 20. P. 167–192.
15. ÑÊÓÁÂÙ Ñ. ìÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ‰‚ËÊÂÌËÈ ÊË‰ÍÓÒÚË. å.: åË, 1981.
16. áÛ·‡Â‚ Ñ.ç., åÓÓÁÓ‚ Ç.É., íÓ¯ÍËÌ é.Ç. ÅËÙÛÍ‡ˆËÓÌÌ‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓ„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl ‚ Í‡Ì‡-

ÎÂ // ÑÓÍÎ. Äç ëëëê. 1986. í. 290. ‹ 2. ë. 313–317.
17. éÔ‡ËÌ‡ Ö.à., íÓ¯ÍËÌ é.Ç. ìÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ÚÂ˜ÂÌËfl äÓÎÏÓ„ÓÓ‚‡ ‚ Í‡Ì‡ÎÂ Ò Ú‚Â‰˚ÏË ÒÚÂÌÍ‡ÏË //

ÑÓÍÎ. êÄç. 2004. í. 398. ‹ 4. ë. 487–491.
18. îË‰Ï‡Ì Ä.Ä. éÔ˚Ú „Ë‰ÓÏÂı‡ÌËÍË ÒÊËÏ‡ÂÏÓÈ ÊË‰ÍÓÒÚË. å.: éçíà, 1934.
19. Helmholtz H.L.F. Über discontinuierlich Flussigkeitsbewegungen, Monatsberichte königl. Berlin: Akad. Wiss.,

1868.
20. Kelvin (W. Thomson). Mathematical and physical papers. Cambridge Univ. Press, 1910. V. 4.
21. Richtmyer R.D. Taylor instability in a shock acceleration of compressible fluids // Communs Pure and Appl. Math.

1960. V. 13. ‹ 2. P. 297–319.
22. åÂ¯ÍÓ‚ Ö.Ö. çÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ „‡ÌËˆ˚ ‡Á‰ÂÎ‡ ‰‚Ûı „‡ÁÓ‚, ÛÒÍÓflÂÏÓÈ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌÓÈ // àÁ‚. Äç

ëëëê. åÂı‡Ì. ÊË‰ÍÓÒÚË Ë „‡Á‡. 1969. í. 5. ë. 151–158.
23. Taylor G.I.I. The instability of liquid surfaces when accelerated in a direction perpendicular to their planes. I //

Pros. Roy. Soc. London. Ser. A. 1950. V. 201. ‹ 1065. P. 192–196.
24. Bénard H. Les tourbillons cellulaires dans une nappe liquide // Rev. générale d es Sci. pures et appl. 1900. V. 11.

P. 1261–1309.
25. Bénard H. Les tourbillons cellulaires une nappe liquide transportant de la chaleur par convection en regime per-

manent // Ann. Chim. Phys. 1901. T. 23. P. 62–144.
26. Arnold V. Sur la topologie des ecoulement stationnaires des fluides parfaites // C.r. Acad. Sci. 1965. V. 261. ‹ 1.

P. 17–20.
27. Anrold V. Sur la géométrie différentielle des groupes de Lie de dimension infinie et ses applications à l’hydrody-

namique des fluides parfaits // Ann. Inst. Fourier. 1966. V. 16. P. 319–361.
28. åÂ¯‡ÎÍËÌ ã.Ñ., ëËÌ‡È ü.É. àÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl Ó‰ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚-

ÌÂÌËÈ ÔÎÓÒÍÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl ÌÂÒÊËÏ‡ÂÏÓÈ ‚flÁÍÓÈ ÊË‰ÍÓÒÚË // èËÍÎ. Ï‡ÚÂÏ. Ë ÏÂı‡Ì. 1961. í. 25. ‹ 6.
ë. 1140–1143.

29. Troshkin O.V. Nontraditional methods in mathematical hydrodynamics, Providence, RI: Amer. Math. Soc., 1995.
30. íÓ¯ÍËÌ é.Ç. é ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÏ ‡Ì‡ÎËÁÂ ÒÚÛÍÚÛ˚ „Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı ÚÂ˜ÂÌËÈ // ìÒÔÂıË Ï‡ÚÂÏ. Ì‡ÛÍ.

í. 43:4. ‹ 262. ë. 129–158.
31. Belotserkovskii O.M. Karman’s lecture von Karman institute for fluid dynamics. 1978.
32. ÅÂÎÓˆÂÍÓ‚ÒÍËÈ é.å. èflÏÓÂ ˜ËÒÎÂÌÌÓÂ ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËÂ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ ‡Á‚ËÚÓÈ ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓÒÚË //

Ü. ‚˚˜ËÒÎ. Ï‡ÚÂÏ. Ë Ï‡ÚÂÏ. ÙËÁ. 1985. í. 25. ‹ 12. ë. 1857–1882.
33. Belotserkovskii O.M. Turbulence and instabilities. M.: MZpress Pubs, 2003.
34. Belotserkovskii O.M., Oparin A.M., Chechetkin V.M. Turbulence: new approaches. Cambridge: CISP CBI 6AZ,

2005.



768

ÜìêçÄã ÇõóàëãàíÖãúçéâ åÄíÖåÄíàäà à åÄíÖåÄíàóÖëäéâ îàáàäà      ÚÓÏ 49      ‹ 4      2009

ÅÂÎÓˆÂÍÓ‚ÒÍËÈ Ë ‰.

35. Belotserkovskii O., Fortova S., Oparin A. et al. The turbulence in free shear flows and in accretion disks, investi-
gation of hydrodynamic instability and turbulence in fundamental and technological problems by means of math-
ematical modeling with supercomputers. Nagoya, Japan: Nagoya Univ., 2005. P. 229–241.

36. Ranque G. Experiments on expansion in a vortex with simultaneous exhaust of hot and air // J. Phys. et de la Ra-
dium. 1933. V. 4. ‹ 6. P. 1125–1130.

37. Hilsch R. The use of the expansion of gases in a centrifugal field as cooling process // Rev. Sci. Instruments. 1947.
V. 18. ‹ 2. P. 108–1113.

38. ÑË‡Í è.Ä.å. ëÓ·‡ÌËÂ Ì‡Û˜Ì˚ı ÚÛ‰Ó‚. íÓÏ 4. å.: îËÁÏ‡ÚÎËÚ, 2005.
39. ÄÈÒÂÌ ù.å., ÅÓËÒÂ‚Ë˜ Ç.Ñ., ãÂ‚ËÌ Ö.Ç. åÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËÂ ÚÂ˜ÂÌËfl Ë ‰ËÙÙÛÁËË ‚ „‡ÁÓ‚ÓÈ ̂ ÂÌÚËÙÛ„Â ‰Îfl

‡Á‰ÂÎÂÌËfl ÏÌÓ„ÓÍÓÏÔÓÌÂÌÚÌ˚ı ËÁÓÚÓÔÌ˚ı ÒÏÂÒÂÈ // å‡ÚÂÏ. ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËÂ. 1997. í. 9. ‹ 4. ë. 27–38.
40. Saffman P.G., Taylor G.I. The penetration of a fluid into a porous medium or Hele–Shaw cell containing a more

viscous liquid // Proc. Roy. Soc. London. Ser. A. 1958. V. 245. P. 312–329.
41. ÅÂÎÓˆÂÍÓ‚ÒÍ‡fl å.ë. óËÒÎÂÌÌÓÂ ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËÂ ÔÓˆÂÒÒÓ‚ ÙËÎ¸Ú‡ˆËË Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÏÂÚÓ‰‡ ‚ÎÓ-

ÊÂÌÌ˚ı ÒÂÚÓÍ: ÑËÒ. … Í‡Ì‰. ÙËÁ.-Ï‡ÚÂÏ. Ì‡ÛÍ. å.: åÉì, 2007.

ë‰‡ÌÓ ‚ Ì‡·Ó 12.12.2008 „.                              èÓ‰ÔËÒ‡ÌÓ Í ÔÂ˜‡ÚË 03.03.2009 „.                              îÓÏ‡Ú ·ÛÏ‡„Ë 60 × 881/8
ñËÙÓ‚‡fl ÔÂ˜‡Ú¸            ìÒÎ. ÔÂ˜. Î. 22.0                     ìÒÎ. Í.-ÓÚÚ. 6.4 Ú˚Ò.                 ì˜.-ËÁ‰. Î. 22.0                   ÅÛÏ. Î. 11.0

íË‡Ê 286 ˝ÍÁ.                                   á‡Í.  112     

ì˜Â‰ËÚÂÎË: êÓÒÒËÈÒÍ‡fl ‡Í‡‰ÂÏËfl Ì‡ÛÍ, Ç˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸Ì˚È ˆÂÌÚ ËÏ. Ä.Ä. ÑÓÓ‰ÌËˆ˚Ì‡ êÄç               

àÁ‰‡ÚÂÎ¸: ÄÍ‡‰ÂÏËÁ‰‡ÚˆÂÌÚ “ç‡ÛÍ‡”, 117997 åÓÒÍ‚‡, èÓÙÒÓ˛ÁÌ‡fl ÛÎ., 90
éË„ËÌ‡Î-Ï‡ÍÂÚ ÔÓ‰„ÓÚÓ‚ÎÂÌ åÄàä “ç‡ÛÍ‡/àÌÚÂÔÂËÓ‰ËÍ‡”

éÚÔÂ˜‡Ú‡ÌÓ ‚ èèè “íËÔÓ„‡ÙËfl “ç‡ÛÍ‡”, 121099 åÓÒÍ‚‡, òÛ·ËÌÒÍËÈ ÔÂ., 6


